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Ueber Realitatsverhiltnisse bei der einem beliebigen Geschlechte 
zugehérigen Normaleurve der ¢. 


Von 


Feuix Kew in Gottingen. 


Man kann die Wechselbeziehung zwischen algebraischen Curven 
und Riemann’schen [lichen unter einem doppelten Gesichtspunkte 
auffassen. Das Gewodhnliche ist, dass man die Flichen nur subsidiiir 
benutzt, um den im complexen Gebiete vorhandenen ,,Zusammenhang“ 
des Gebildes, die aus ihm hervorgehende Periodicitit der zugehérigen 
Integrale, ete. besser verstehen zu kénnen; als Definition der Curve 
bleibt dann in herkémmlicher Weise die algebraische Gleichung oder 
eine mit ihr iiquivalente ,, geometrische “. Constructionsvorschrift be- 
stehen. Dementgegen betrachtet die andere Auffassungsweise die 
Riemann’sche Fliiche als das zuniichst Gegebene und lisst aus ihr erst 
die verschiedenen ,,zugehérigen“ Curven entstehen, mag man die Fliiche 
nun mehrblittrig iiber der Ebene ausgébreitet, oder frei im Raume 
gelegen oder irgendwie als ,,Fundamentalbereich‘‘ gegeben denken. 
Indem der Riemann’sche Evxistenzsatz z. B. bei der iiber der Ebene 
ausgebreiteten mehrblittrigen Fliche in Geltung bleibt, wie immer 
man auch die Verzweigungspunkte der Fliche gegen einander ver- 
schieben mag, hat man bei diesem zweiten Ansatze die Willkiir, welche 
in den Moduln des Gebildes liegt, ganz anders in der Hand, als bei 
dem iiblichen Ausgangspunkte, und kann darum die auf sie beziiglichen 
Probleme viel eingehender behandeln als sonst. Ich bezeichne hiermit 
diejenige Untersuchungsrichtung, zu der ich mit meiner Schrift tiber 
Riemann 1881 den Anstoss habe geben wollen*). Indem ich im dritten 
Abschnitte daselbst den Begriff der ,,symmetrischen Riemann’schen 
Fliiche“ entwickelte und bald darauf durch Hrn. Weichold die 
Periodicitiitseigenschaften der zugehérigen Normalintegrale erster Gattung 


*) Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Inte- 
grale, — Kine Ergiinzung der gewéhnlichen Darstellungen, — Leipzig, ‘'eubner, 1882. 
Mathematische Annalen, XLII, 1 
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untersuchen liess*), glaubte ich insbesondere fiir die Discussion der bei 
den algebraischen Curven stattfindenden allgemeinen Realititsverhiltnisse 
neue Grundlagen gewonnen zu haben. Inzwischen hat noch Niemand, 
so viel ich weiss, die hier gegebene Fragestellung seither aufgegriffen, 
und ich nehme also an, dass es nicht unniitzlich ist, wenn ich nach- 
stehend auf die Sache zuriickkomme und die beziiglichen Resultate mit- 
theile, welche ich in einer Vorlesung des letzten Sommersemesters in 
ausfiihrlicher Form eutwickelt habe. Es wird kaum der Rechtfertigung 
bediirfen, wenn ich dabei unter allen ,,Curven“, die aus einer Rie- 
mann’schen Fliiche erwachsen, insbesondere die Normalcurve der 
herausgreife. Ich erreiche dadurch insbesondere den Vortheil, dass 
sich meine neuen Entwickelungen unmittelbar an diejenigen anreihen, 
welche ich in Bd. 10 und 11 dieser Annalen 1876 tiber ebene Curven 
vierter Ordnung gegeben habe. Alle die Continuitiitsmethoden und die 
ganze Art des Ansatzes, welche ich damals fiir den besonderen Fall 
p = 3 entwickelt habe, erscheinen hier auf den Fall eines beliebigen 
Geschlechtes iibertragen. Und die Mdglichkeit dieser Uebertragung 
ruht, — um noch einmal auszusprechen, was mir an diesen Dingen 
das Wesentlichste ist —, durchaus darauf, dass jetzt mit den Riemann’- 
schen Flichen als solchen begonnen wird. Ich hatte 1876 den Aus- 
gangspunkt unmittelbar von den Curven genommen, Das war bei p= 3 
méglich, wo ich zahlreiche geometrische Vorarbeiten, insbesondere 
diejenigen des Hrn. Zeuthen in Bd. 7 der mathematischen Annalen**), 
benutzen konnte. Aber eben dieses Augangspunktes halber wollte mir 
damals die Uebertragung auf beliebige p nicht gelingen, so einfach 
die Theoreme sind, um die es sich schliesslich handelt. 


§ 1. 
Von den verschiedenen Arten der symmetrischen Riemann’schen Flichen, 
insbesondere im Falle der hyperelliptischen Gebilde. 


Reelle algebraische Curven ergeben symmetrische Riemann’sche 
Flichen und kénnen umgekehrt allgemein giiltig von letzteren aus 
definirt werden, das ist der hier fundamentale Satz, den ich auf 
p- 72ff. meiner Schrift entwickelte. Ich bezeichne dabei eine Rie- 
mann’sche Fliche als symmetrisch, wenn sie durch eine conforme 
Abbildung zweiter Art von der Periode 2 in sich iibergefiihrt wird 
(i. e. durch eine conforme Abbildung, welche die Winkel umlegt). 


*) Ueber symmetrische Riemann’sche Flichen und die Periodicitiitsmoduln 
der zugehérigen Abel’schen Normalintegrale erster Gattung (Leipziger Dissertation 
1883, abgedruckt in Bd, 28 von Schlimilch’s Zeitschrift). 

**) Sur les différentes formes des courbes planes du quatriéme ordre. 
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Die symmetrischen Riemann’schen Fliichen eines gegebenen p zerfallen, 
wie ich ebendort angab und Hr. Weichold |. c. eingehender ausgefiihrt 


hat, nach der Zahl und Art ibrer ,,Symmetrielinien“ in [ =e) Arten. 


Wir haben erstlich [?+* | Arten orthosymmetrischer Flichen bez. mit 


p+1,p—1, p—3,... Symmetrielinien; das sind solche symme- 
trische Flichen, welche, lings ihrer Symmetrielinien zerschnitten, in 
zwei (zu einander symmetrische) Hialften zerfallen; — das einfachste 
(zu p=0 gehGrige) Beispiel ist eine Kugel, welche durch ,,orthogonale“ 
Projection auf sich selbst bezogen ist. — Wir haben ferner (p+ 1) 
Arten diasymmetrischer liichen bez. mit p, p—1,..., 1, 0 Symmetrie- 
linien; das sind Flichen, die lings ihrer Symmetrielinien zerschnitten 
gleichwohl noch ein zusammenhiingendes Ganzes vorstellen; — man 
vergleiche, bei p = 0, die durch eine ,,diametrale“ Projection auf sich 
selbst bezogene Kugel. — Dabei bilden die Flichen derselben Art 
jedesmal ein zusammenhingendes Continuum: es ist méglich von jeder 
Fliche einer Art zu jeder anderen Fliiche derselben Art continuirlich 
iiberzugehen, ohne aus der Art herauszutreten. Hierin liegt, dass es 
geniigt, die hernach in Betracht kommenden Realititsverhiiltnisse 
immer nur bei einem beliebig gewdhlten Repriisentanten der einzelnen 
» Art“ zu untersuchen; die Resultate gelten dann ohne weiteres fiir 
alle Flichen derselben Art. Dabei kann die Reihenfolge, in der man 
die Symmetrielinien der einen Fliiche den Symmetrielinien der anderen 
Fliche zuweist, beliebig gewihlt werden. Wir driicken dies aus, indem 
wir die verschiedenen Symmetrielinien als gleichberechtigt bezeichnen. 

Als besonders einfache Reprisentanten kommen hier die hyper- 
elliptischen Flichen in Betracht*), Aber dieselben repriisentiren nicht 
die siimmtlichen vorgenannten Arten und es hat mit ihnen iiberhaupt 
eine besondere Bewandtniss, Eine symmetrische hyperelliptische Fliiche 
wird in der Art zweibliittrig tiber der z-Ebene ausgebreitet werden 
kénnen, dass zu ihr eine Gleichung gehdért: 


(1) $ = Vfep42(@), 
in welcher f2,42 ein Polynom (2p-+2)" Grades von ¢ mit reellen 


Coefficienten ist. Nun beachte man, dass die Fliiche durch die con- 
forme Abbildung ,,erster Art“: 


S: s=—s, =e 


in sich tbergeht. In Folge dessen geht sie immer gleich durch zwei 
Abbildungen zweiter Art in sich tiber, die ich 2, und 2, nenne**): 


*) Wie ich dies fiir p=3 bereits in Bd. 11 benutzte, entgegen der sonst ver- 


breiteten Auffassung, welche die hyperelliptischen Fille wesentlich als Ausnahme- 
fille angesehen wissen wollte. 


**) In den Formeln bedeuten § und Z bez. die conjugirten Werthe von s und z, 


1* 
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2: o = 
2): s=—— 


ist also immer in zweilachem Sinne symmetrisch. Bei 2, bilden die- 
jenigen Curven der Fliiche die Symmetrielinien, welche gleichzeitig reelles 
z und reelles s besitzen, bei X, diejenigen Curven, deren Punkte reelles 
z und rein imagindres s aufweisen. Man betrachte nun zunichst die 
Fille, wo wenigstens einige, sagen wir 2t, der 2p + 2 Verzweigungs- 
punkte /2p42(2) =O reell sind. Wir werden dann sowohl bei 2, als 
bei 2, t Symmetrielinien der Fliche erhalten, die beide Mal in der- 
selben Weise gegen einander liegen: die F'liiche gehirt, migen wir 2, 
oder X, auswiihlen, beide Mal zu derselben Art symmetrischer Flichen. 
Und zwar ist diese Art fiir t—p- 1 selbstverstindlich orthosym- 
metrisch, fiir t< p-+ 1 aber diasymmetrisch. In der That: zer- 
schneidet man die Fliche lings der t Symmetrielinien, so wird sie fiir 
t<p-+1 immer noch ein zusammenhingendes Ganze vorstellen. 
Seien nun ‘aber siimmtliche Verzweigungspunkte imaginiir. Das Polynom 
f2p42(2) ist dann definit, und ich will der Bestimmtheit halber (hier 
wie weiter unten) annehmen, dass es positiv definit sei. Es werden 
dann bei 2, alle Punkte der Flache festbleiben, welche reelles z haben, 
bei &, aber tiberhaupt keine Punkte. Wir sehen: sofern wir 2, zu 
Grunde legen, haben wir eine orthosymmetrische Fliche, bei 2, aber 
eine diasymmetrische. Und dabei ist die Zahl 4 der auftretenden Sym- 
metrielinien bei 2, natiirlich 0, bei 2, aber (wie man sofort sieht, 
wenn man die Figur macht) 2 oder 1, jenachdem p ungerade oder 
gerade ist. Dies stimmt damit, dass die Differenz (p+-1—A) in den 
orthosymmetrischen Fallen immer gerade ausfallt. Wir werden kurz 
sagen diirfen, dass wir im Falle lauter imaginirer Verzweigungspunkte 
eines reellen hyperelliptischen Gebildes entweder den niedrigsten dia- 
symmetrischen Fall oder den niedrigsten orthosymmetrischen Fall des 
in Betracht kommenden Geschlechts vor uns haben. Nehmen wir dann 
ferner alle Falle hinzu, wo einige oder alle der Verzweigungen reell 
sind, so erhalten wir Beispiele fiir die sitimmtlichen iibrigen diasym- 
metrischen Fiille und den hichsten orthosymmetrischen Fall. Das macht 
bei p = 0, 1, 2, 3 noch alle Arten symmetrischer Fliichen, die es giebt, 
und hierin liegt z. B., dass man bei y = 3 nach alle hier in Betracht 
kommenden Realititsfragen von den hyperelliptischen Fallen aus discu- 
tiren kann, wie ich in Bd. 11 angab. Bei p = 4 zum ersten Male existirt 
eine Art symmetrischer Flichen, welche keinen hyperelliptischen Re- 
prasentanten zulisst: das sind die orthosymmetrischen Flachen mit 3 


7 


Symmetrielinien. Solcher Arten giebt es allgemein [2 =| . 
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§ 2. 
Von den Normalcurven der g, die zu den symmetrischen Flichen 
-gehéren. 


Wir definiren jetzt die Normalecurve der @ in iiblicher Weise 
durch die Formeln: 


Pi 2 Poi ++ Pp = dw,:dw,:---:dwy, 

unter W,; W,, ..., Wp irgend p linear unabhingige itiberall endliche 
Integrale der Fliche verstanden*). Dabei kénnen wir vermége der in 
meiner Schrift 1, c. gegebenen Ueberlegung die dw jedenfalls so aus- 
suchen, dass ihre Verhiiltnisse in symmetrischen Punkten der Fliche 
conjugirt imaginiire Werthe annelmen. Solcher Weise haben wir dann 
der symmetrischen Fliiche entsprechend eine reelle Curve der gp. Zu- 
gleich ist ersichtlich, dass diese Curve abgesehen von reellen Collinea- 
tionen, denen man sie unterwerfen mag, bei gegebener Riemann’scher 
Fliithe véllig bestimmt ist, Den 4 Symmetrielinien der Fliche ent- 
sprechend hat sie A reelle Ziige. Man iiberzeugt sich leicht, dass dieselben 
alle paaren Charakter besitzen. Ueberhaupt sind sie alle gleichberechtigt. 
Wir neunen die Curve orthosymmetrisch oder diasymmetrisch, jenachdem 
es die zugehérige Riemann’sche Fliche ist. 

Beispielsweise entstehen bei p = 3 sechs Arten von ebenen Curven 
vierter Ordnung (wie das mit der von anderer Seite bekaunten Theorie 
dieser Curven stimmt): zwei orthosymmetrische Arten mit 4, bez. 2 und 
vier diasymmetrische Arten mit 3, 2, 1, 0 reellen Ziigen. Es kann nur die 
Frage sein, welche der zwei bekannten eweitheiligen Curven vierter 
Ordnung die orthosymmetrische ist, die )Giirteleurve oder die andere, 
deren zwei Ovale aus einander liegen. Hier entscheiden die Riemann’- 
schen Flichen, die ich in Bd. 10 zu den einzelnen Curvenarten hinzu- 
construirt habe**). Nehmen wir etwa den Fall der Giirtelcurve. Zer- 
schneiden wir die dort gegebene, zu ihr gehdrige Riemann’sche Fliiche 
lings der beiden Ziige der Curve, so zerfillt die Flache in zwei Sticke. 
Die Gtirtelourve ist also orthosymmetrisch. Das gleiche Resultat ent- 


*) Was diesen Uebergang zur ,,Sprechweise der analytischen Geometrie “ 
und die Einfiihrung der ,,Curve der m“ insbesondere angeht, so darf ich den 
Leser, der damit nicht vertraut ist, vielleicht auf die Darstellung verweisen, 
welche hieriiber in meinen von Hrn, Fricke bearbeiteten Vorlesungen tiber 
elliptische Modulfunctionen in Bd. I, p. 556—572 gegeben ist. 

**) Ich hebe gern hervor, dass ich ebenda in Bd. 10 beim niihern Studium 
meiner ,,neuen“ Riemann’schen Flichen (auf pag. 416) zum ersten Male zur Unter- 
scheidung der reellen Curven in orthosymmetrische und diasymmetrische gefiihrt 
worden bin, an die ich dann freilich damals keine weiteren Folgerungen an- 
zuschliessen wusste, weil mir zur Zeit der Riemann’sche Existenzsatz und die ganze 
von ihm beginnende Betrachtungsweise noch unbekannt war. 
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steht, wenn wir die hyperelliptischen Valle heranziehen (wegen deren 
ich hier, wo es sich um p = 3 handelt, auf die Darstellung in Bd. 11 
verweisen darf). Wir haben da als Normaleurve der gp einen doppelt- 
zihlenden eintheiligen Kegelschnitt, auf dem wir so viele ,,Scheitel‘ 
anzubringen haben, als f =O reelle Verzweigungspunkte liefert. Ist 
diese Zahl wieder gleich 21, und nehmen wir t vorab > 0, so zerfillt 
der Kegelschnitt durch besagte Scheitel in 2t Segmente, die man dann, 
um zu einer allgemeinen Curve vierter Ordnung tiberzugehen, ab- 
wechselnd wegnehmen, beziehungsweise in schmale Ovale verwandeln 
wird. Ist aber r= 0, so werden wir beim Uebergang zur allgemeinen 
Curve vierter Ordnung entweder den ganzen Kegelschnitt wegnehmen 
miissen [was die nulltheilige Curve vierter Ordnung ergiebt] oder ihn 
nach seiner ganzen Erstreckung in zwei reelle Ziige spalten miissen 
[wobei eben die Giirteleurve entsteht]. Die Giirteleurve entspricht also 
dem hyperelliptischen Falle mit t =O und ist eben darum orthosym- 
metrisch. 

Nehmen wir ferner p= 4. Die Normalcurve der » liegt hier im 
dreidimensionalen Raume und stellt sich als voller Schnitt einer Fliche 
zweiten und einer Fliche dritten Grades dar. Aber die verschiedenen 
Méglichkeiten des genannten Schnittes hat man direct noch nicht 
untersucht und wir sehen uns also, was die Discussion der méglichen 
Curvengestalten betrifft, auf unsere eigenen Hiilfsmittel angewiesen. 
Wir beginnen vielleicht vom hyperelliptischen Falle aus. Da haben wir 
(als Beriihrungsschnitt eines Kegels zweiter Ordnung mit einer Flache 
dritten Grades) eine doppeltziihlende Raumcurve dritter Ordnung vor 
uns und auf dieser jenachdem 10,8, 6,4, 2,0 reelle Scheitel. Indem 
wir dann genau so operiren, wie mit dem doppeltzihlenden Kegelschnitte 
im Falle der Curven vierter Ordnung, erhalten wir zuniichst Curven 
sechster Ordnung, die aus 5, 4, 3, 2, 1 neben einander liegenden 
Ovalen bestehen: nur die erste dieser Curven ist orthosymmetrisch, 
die anderen sind diasymmetrisch. Ferner aber erhalten wir von der 
doppeltzihlenden Curve dritter Ordnung aus, die keinen reellen Scheitel 
trigt, einerseits die nulltheilige C, [welche diasymmetrisch ist], anderer- 
seits eine merkwiirdige eintheilige C,, deren einer Curvenzug sich 
lings der ganzen Erstreckung der Curve dritter Ordnung doppelt hin- 
zieht. Dies ist die eintheilige orthosymmetrische C,. Es fehlt uns nun 
noch die orthosymmetrische Curve mit drei reellen Ziigen, und diese 
kann uns, wie wir wissen, vom hyperelliptischen Falle aus tiberhaupt 
nicht geliefert werden. Gliicklicherweise giebt es einen anderen Ansatz, 
welcher in einfachster Weise eine dreitheilige C, liefert, welche von 
der gerade construirten dreitheiligen diasymmetrischen Curve durch 
die Anordnung ihrer Ovale verschieden ist und daher nothwendig 
orthosymmetrisch ist. Man schneide nimlich ein Ellipsoid oder auch 











aes. 
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ein Hyperboloid durch drei Parallelebenen in drei Ellipsen und ersetze 
dann die drei Parallelebenen durch eine in ihrer unmittelbaren Nahe 
verlaufende eigentliche Fliche dritter Ordnung. Die entstehende Durch- 
schnittscurve hat ersichtlich keine dreifachen Tangentialebenen, welche 
alle drei Ovale der Curve gleichzeitig beriihrten, und eben hierin 


werden wir bald eine Bestiitigung ihres orthosymmetrischen Charakters 
erblicken. 


§ 3. 
Einfiihrung der Doppelpunktsmethode. 


Die Ueberfiihrung in ein hyperelliptisches Gebilde ist nur einer 
derjenigen Continuititsprocesse, die wir beim Studium unserer reellen 
Curven benutzen wollen. Wir stellen daneben die Ueberfiihrung der 
Curve in eine solche mit isolirtem Doppelpunkte. Wir denken uns 
dieselbe in der Weise bewerkstelligt, dass wir irgend eine der Sym- 
metrielinien der zugehérigen Riemann’schen Fliche auf einen Punkt 
zusammenziehen. Dies setzt natiirlich voraus, dass die Fliche tiber- 
haupt eine Symmetrielinie hat: die nulltheiligen Curven bleiben also 
von unserem Verfahren ausgeschlossen. Aber auch diejenigen ortho- 
symmetrischen Fille miissen bei Seite gelassen werden, welche nur 
eine Symmetrielinie besitzen (was natiirlich gerades p voraussetzt). 
Ziehen wir niimlich bei ihnen die eine tiberhaupt vorhandene Symmetrie- 
linie zu einem Punkte zusammen, so zerfédllt dabei die Fliiche in zwei 
Stiicke. Dementsprechend degenerirt dann die zugehérige Curve der 
gy in einer Weise, die complicirt ist, und hier nicht weiter verfolgt 
werden soll. Gliicklicherweise gehéren die beiden hiernach aus- 
zuschliessenden Fiille zu denjenigen, die man hyperelliptisch degeneriren 
lassen kann. Bei allen anderen Fillen hat die Durchfiihrung des 
genannten Processes und damit die Zusammenziehung eines beliebigen 
Ovals der Curve zu einem isolirten Doppelpunkte keine Schwierigkeit. 
Dabei entsteht dann eine Curve des Geschlechtes (p — 1), welche 
ausser dem isolirten Punkte noch (A— 1) reelle Ziige hat, und iibrigens 
orthosymmetrisch oder diasymmetrisch ist, je nachdem es die urspriing- 
liche Curve war. Dieselbe ist nach wie vor von der Ordnung (2p — 2) 
und im Raume von (p—1) Dimensionen gelegen. Projicirt man sie 
von ihrem Doppelpunkte aus auf einen Raum von (p—2) Dimensionen, 
so entsteht in diesem eine Normalcurve der g des Geschlechtes (p — 1) 
von der Ordnung (2p — 4). 

Sollen wir diese geometrischen Verhiltnisse durch Beispiele be- 
legen, so nehmen wir vielleicht zuniichst den Fall der Giirtelcurve 
p=3. Hier hat es ersichtlich keine Schwierigkeit, das imnere Oval 
auf einen Punkt zusammenzuziehen. Von diesem aus projiciren wir 
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jetzt die Curve auf eine gerade Linie. Die Gerade wird dann nach 
ihrer ganzen Erstreckung von den Bildpunkten doppelt tiberdeckt, so 
zwar, dass dabei kein reeller ,,Scheitel“ auftritt. Das entspricht 
in der That dem orthosymmetrischen Falle 4— 1 des Geschlechtes 
p=2. Wie aber kann man das fussere Oval einer Giirteleurve zu 
einem isolirten Punkte zusammenziehen? Einfach so, dass man das- 
selbe vorab durch das andere Oval hindurchtreten lasst. Dabei wird 
als Zwischenfall ein doppeltziihlender Kegelschnitt tiberschritten, der 
dem Geschlechte py = 3 angehdrt, d. h. der beziigliche hyperelliptische 
Fall. — Man nehme ferner die dreitheilige orthosymmetrische Curve 
des Geschlechtes p= 4, die wir vorhin als den Schnitt einer Fliiche 
zweiter Ordnung und einer Fliiche dritter Ordnung erzeugten. Hier 
erreichen wir durch Abinderung der letztgenannten Flichen mit 
Leichtigkeit, dass sich ein beliebiges Oval der Curve zum isolirten 
Punkte zusammenzieht. Projiciren wir dann die Curve vom isolirten 
Punkte aus auf die Ebene, so entsteht in letzterer richtig die ortho- 
symmetrische Curve 42 des Geschlechtes 3, nimlich eine Giirtel- 
curve vierter Ordnung. — 

Der Uebergang zum hyperelliptischen Gebilde und die hiermit 
besprochene Einfiihrung eines isolirten Doppelpunktes sind die ein- 
zigen Degenerationsprocesse, die wir bei unseren Curven in Betracht 
ziehen wollen. Es hat ja keine Schwierigkeit, noch andere Processe 
heranzuziehen. Wir kénnten z. B. mehrere Ziige unserer Curve gleich- 
zeitig in isolirte Doppelpunkte iiberfiihren. Wir kénnten auch jeden 
einzelnen der erhaltenen Doppelpunkte vollends verschwinden lassen, 
wodureh das Geschlecht wieder auf p steigt, die Ziigezahl und Art 
unserer Curve aber eine andere wird. Es ist besonders interessant, 
bei den sogleich zu gebenden Abzihlungen alle diese Méglichkeiten 
ins Eimzelne zu verfolgen. Doch wiirde es sich dabei nur um Be- 
stiitigungen der von uns zu machenden Angaben handeln, und wir 
lassen also alle diese Entwickelungen hier der Kiirze halber bei Seite. 


§ 4. 
Allgemeine Satze iiber die zu unseren Curven gehérigen und F,. 


Unter einer  verstehe ich fortan allgemein ein solches Gebilde 
des Raumes der 9, : g,:-+-+-:@,, welches durch eine lineare Glei- 
chung zwischen den g,, 9,,--- dargestellt wird, unter einer f, aber 
ein Gebilde, welches durch eine Gleichung uw‘ Ordnung gegeben wird. 
Beriihren die @, f, unsere Curve iiberall, wo sie dieselbe treffen, also 
in (p—1), bez. in w(p—1) Punkten, so nenne ich sie ®, bez. F,. 
Die m, ® sind also nichts Anderes als die f,, F,, und es geschieht 
nur wegen ihrer Wichtigkeit, dass sie mit einem besonderen Namen 
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belegt sind. Der besondere Zielpunkt der gegenwiéirtigen Arbeit soll sein, 
die Realitdtsverhiltnisse darzulegen, welche die © wie die F, bei den 
verschiedenen Arten reeller Normalcurven darbieten, die wir unterschieden 
haben, und damit die Realititstheoreme, welche man iiber die Doppel- 
tangenten und sonstigen Beriihrungscurven der ebenen Curven vierter 
Ordnung hat, auf beliebige p zu tibertragen. Ich darf hier vorab die 
allgemeinen Siitze von der Theorie der Abel’schen Functionen zusam- 
menstellen, welche die Grundlage fiir jedes Studium dieser 9, F’, 
bilden miissen : 

Seien w,, w,,...,W, irgend p zur Curve gehdrige linear unab- 
hiingige Integrale erster Gattung, P,1,...,Pa,p die p ersten, Py1,..., Pap 
die p zweiten Perioden von we. Seien ferner 2, . .., Y2p-2 die Schnitt- 
punkte unserer Curve mit irgend einer g, ¢ ein beliebiger fester Punkt 
der Curve. Man hat dann die Gleichungen des Abel’schen Theorems: 


(1 wert... tw?’ — K, (mod. Pas, Pas); 
« a () B 


die-umgekehrt ausreichen, nachdem man die K, an irgend einer be- 
sonderen g berechnet hat, um die 2,,..., %,~» als volles Schnitt- 
punktssystem der Curve mit einer g zu charakterisiren. Man beachte, 
dass die hiermit eingefiihrten Constanten K, ihrer Natur nach nur 
bis auf beliebige ganzzahlige Multipla der Perioden Peg, Pag definirt 
sind.” — Wir betrachten ferner die Schnittpunktssysteme unserer Curve 
mit emer f,. Wir erhalten als nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, dass die Punkte 2,,..., 4(p—1) unserer Curve ein 
solches Schnittpunktssystem bilden, die Gleichungen : 


(2) tapes fw PRY = Ke (mod. Pez, Pas). 


In (1) und (2) brauchen wir jetzt die Punkte 2 nur paarweise zusam- 
menfallen zu lassen, um die Beriihrungspunkte einer ®, bez. I, zu 
erhalten Indem wir beiderseits durch 2 dividiren, erhalten wir 2?” 
verschiedene Gleichungssysteme, nimlich erstens fiir die 9: 


¢ 3 y—1? K, r P 2 , Pls 
(8) wpe pwr” = +e H+ oF 
1 1 


(mod. | eo * 


aweitens fiir die F’,: 
Pp p ’ 
a » 93 uk P . P 
(4) wtp nee ite Os Boe + Sop St + Dep 
1 1 


(mod, P, P’); 


hier bedeuten die gs, @; 2p Zahlen, welche nach Belieben gleich 0 
oder 1 zu nehmen sind. Diese 2°” Gleichungssysteme stellen uns eben- 
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soviele Umkehrprobleme zur Bestimmung der %, bez. der F, vor. Aber 
wir werden uns bei Discussion derselben zuniichst auf die Gleichungen (4) 
mit « > 1 beschrinken miissen. Denn die Gleichungen (3) enthalten 
nur (p—1) Unbekannte, sind also iiberziihlig, und es bedarf tiefer 
gehender Untersuchungen, die erst durch die Theorie der Thetafunc- 
tionen geliefert werden, um zu unterscheiden, welche der 2?” in (3) 
eingeschlossenen Gleichungssysteme tiberhaupt Lésungen zulassen. Fiir 
u > | aber haben wir folgende Siitze: 

1) Ein jedes der 2?” Umkehrprobleme hat sicher Lésungen; es 
giebt also 2?” Schaaren von F,. 

2) Was die Zahl der Lésungen angeht, so miissen wir den Fall 
# = 2, 7 = 0, oe; = 0 vorweg nehmen, fiir den die Gleichungen (4) 
mit den Gleichungen (1) zusammenfallen und bei dem es sich also 
einfach um diejenigen oo?! Punktsysteme a, . . . %2»-2 handelt, in 
denen die @ schneiden (welche doppeltziihlend als uneigentliche JF’, 
anzusehen sind). 

3) In allen anderen Fallen hat man es durchaus mit ,,bestimmten“ 
Umkehrproblemen zu thun, d. h. von den u(p—1) Punkten 2, ...%1—1) 
sind genau u(p—1) — p willkiirlich anzunehmen. \ch werde dies kurz 
wohl so ausdriicken, dass ich sage: die zugehdrigen Schaaren von FI, 
sind [u(p—1) — p]-fach unendlich. Da sind denn alle F,, welche in 
denselben Punkten a beriihren, nur fiir eine F, gezihlt, was ja 
natiirlich ungenau ist, weil man bei héheren Werthen von w aus jeder 
F,, die in irgendwelchen Punkten & ‘beriihrt, unendlich viele F,, 
machen kann, die in den namlichen Punkten x beriihren, indem man 
einfach diejenigen f,, welche lings der Curve identisch verschwinden, 
mit irgendwelchen Zahlenfactoren multiplicirt hinzuaddirt. Ich denke 
aber, dass diese Ungenauigkeit keine Missverstiindnisse zur Folge 
haben wird. 

4) Ist w gerade und alle gg, es gleich Null, so kann die Schaar 
der F, allemal durch die Gesammtheit der doppeltgezdhlten f, ersetat 


2 


werden. 


5) Ueberhaupt aber wird es bei geradem uw niemals zweifelhaft 
sein, welches Zahlensystem der gg, 9, man einer bestimmten F,, zu- 
ordnen soll. Denn es handelt sich in den Gleichungen (4) bei geradem 
uw rechter Hand um ganzzahlige Multipla der K,, und die Ky, sind 
selbst, wie wir hervorhoben, his auf ganzzahlige Multipla der Perioden 
Pog, Pas bestimmt. Das Zahlensystem os, 9, welches einer I, gerader 
Ordnung zugehirt, nennen wir ihre Elementarcharakteristik. 

6) Anders bei ungeradem w, insofern die dann rechter Hand 


‘ uk : , q ‘ 
stehenden Gréssen —— von vornherein: nur bis auf halbe Perioden 
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bestimmt erscheinen. Die g;, gs des einzelnen F, sind also keines- 
wegs fixirt, nur die Differenzen eg — 03, 93 — @g sind es, welche zu 
zwei verschiedenen F,, F, gehdren. Wir haben da also suniichst 
keine absoluten Charakteristiken 9, 9’, sondern nur relative Charakte- 
ristiken (Elementarcharakteristiken), 

Zur Ergainzung dieser Siitze ziehen wir nunmehr die Theorie der 
Thetafunctionen heran. Indem wir auf der Riemann’schen Fliiche irgend- 
wie ein ,,kanonisches Querschnittsystem construiren, fiihren wir statt 
der w, , W,, . ... Wp Normalintegrale j, , jo, .. «) jp eim, deren kanonische 
Perioden Pg, Pos in iiblicher Weise so lauten werden: 


| Pos we... Rel So 


£13 ¢@ «. ecnKeS 
(5) Ai @ t 1c. Oley eS 


o ° je 0 0 eer 1 Tp1 “ee Top 


Die Pag entsprechen hier der Ueberschreitung der A,, die Pig der 
Ueberschreitung der Bs. Ich will annehmen, dass man dabei einfach 
setzen kann: 


(6) Pit Poir s+? Pp = Aji djyz- ++: djp. 

Unsere Curve ist dann auf etn Normalcoordinatensystem bezogen; fiir 
jedes System kanonischer Querschnitte unserer Riemann’schen Fliiche 
wird es ein solches Coordinatensystem geben. Im Uebrigen definiren 
wir jetzt die 2?” Thetafunctionen durch die Reihenenutwickelungen: 








+a +a 
. . 7 
(7) 91°" Ip Sips erdps Tire ++) Trp) = ae SE, 
hyssshy — — 
wo 


i: of BIC ) (nat) cas iGo ra 54 ») 


Hier haben die Zahlen g, ... gp, hy... hp, welche die ,,Charakteristik“ 
der Thetafunction ausmachen, unabhiingig von einander die Werthe 
O und 1 anzunehmen, und die Thetafunction ist als Function der 
Jy +++Jp gerade oder ungerade, jenachdem g,h, +---+ gphp=0 
oder = 1 (mod. 2). Des Weiteren ergiebt sich dann: 


1) Jeder Schaar von F,, ungerader Ordnung ist eine bestimmte Theta- 
K, 
function zugeordnet. Die Definition der Gréssen a in den Formeln 


(4) lisst sich darauf so wihlen, dass die 9g, eg gleich den hg, gs 
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der zugehérigen Thetafunction werden. Die F,, ungerader Ordnong 
erhalten so absolute Charakteristiken, welche wir ihre Primcharakte- 
ristiken nennen. 


2) Nach der hiermit bezeichneten Fixirung der Gréssen = ent- 
scheidet sich die Frage, ob es den Gleichungen (3) entsprechend fiir 
bestimmte @, g' iiberall beriihrende ® giebt, bez. wie viele solcher © 
es giebt, aus der Potenzentwickelung des zugehérigen # (nach an- 
steigenden Potenzen der j,, j,, .-.,j»). Im Allgemeinen beginnt die 
Reihenentwickelung der geraden # mit einem constanten Gliede, die- 
jenige der ungeraden @ mit einem linearen Gliede: 


ae 
(Bie onod + + (a. .« Jp 


(wo die den Differentialquotienten beigesetzten Indices 0 ... 0 bedeuten 
sollen, dass fiir j,;, ..., jp die Werthe 0, ..., 0 einzutragen sind). 
Dem geraden # entspricht dann kein ©, dem ungeraden % eines, welches, 
auf das Normalcoordinatensystem bezogen, durch die Gleichung: 


0? od 
ame P eee : 7 . == () 
(8) (i ),. a, + + (3%. | Yr 


gegeben ist. In besonderen Fillen aber kann die Potenzentwickelung 
eines geraden oder ungeraden @ auch mit Gliedern héherer Ordnung, 
sagen wir der g'" Ordnung, beginnen. Es wird dann eine (9 — 1)-fach 
unendliche Schaar zugehdriger © geben, deren Gleichungen aus dem Gliede 
o' Ordnung der fiir das ® geltenden Reihenentwickelung algebraisch 
abgeleitet werden kinnen. 

3) Die Theorie der ® gestaltet sich hiernach im speciellen Falle 
vielfach anders, als im allgemeinen Falle. So ist es besonders bei den 
hyperelliptischen Gebilden. Als Vergleichspunkt fiir Realitiitsfragen 
muss dann nicht sowohl die Theorie der © selbst, sondern die Theorie 
der ® |speciell der wungeraden #| dienen. 


§ 5. 
Besondere Angaben iiber die #, >, F, der hyperelliptischen Gebilde. 


Mége das hyperelliptische Gebilde analytisch wieder durch die 
Gleichung : 
(1) 7 V fop+2(2) 
gegeben sein. Es ist dann bekanntlich moglich, tiber die zugehérigen 
%, ®, F, specielle Angaben zu machen, sofern. man die einzelnen 
Factoren von f als bekannt ansehen will, so dass also ein Eingehen 
auf die transcendente Theorie hier noch nicht erforderlich ist. Es 
gelten in dieser Hinsicht die folgenden Siitze: 
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1. Fir die Theorie der # sind die Spaltungen von f in zwei 
Factoren Wpii—20°A%p+itee fundamental (wo 6 eine beliebige ganze Zahl 
bedeuten soll, die >0 und < ” + ist). Einer jeden solchen Spaltung 
entspricht ein @, und ‘umgekehrt. Das betreffende @ ist gerade oder 
ungerade, je nachdem es @ ist. 

2. Wir kénnen hiernach die ®, welche es giebt, direct den Spal- 
tungen von f in zwei Factoren der genannten Art zuordnen. Die 
Sache wird dann die, dass nur bei solechen Spaltungen, deren o = 0 


ist, keine ® auftreten und dass tibrigens die zu der einzelnen Spaltung 
gehérigen ® durch die Formel gegeben sind: 


(2) Vo — Wo-1 : V Wp41—20- 

Hier soll ¥,_, irgend ein Polynom von z¢ vom Grade (6 —1) bedeuten. 
3. Kin entsprechender Ansatz wird fiir die J’, ungerader Ordnung 

gelten. Sei uw = 2v-+ 1, so erhilt man die simmtlichen-existirenden 


., wenn man den verschiedenen unter (1) genannten Spaltungen ent- 
spréchend setzt: 


(3) V Fu = Voip—1)40-1° V vp41—26 + Xo(p—1)-o-1 * VApjateo- 

Hier bedeuten Y, X wieder irgend welche Polynome von dem durch 
den beziiglichen Index gegebenen Grade. Ferner hat 6 alle seine 
Werthe, die Null eingeschlossen, zu durchlaufen. 

4. Fiir die F, gerader Ordnung kommen in analoger Weise die 
Zerlegungen von f in Factoren oo - Yep42-26 in Betracht; das sind 
dieselben Zerlegungen, die wir schon betrachteten, wenn p ungerade, 
aber andere Zerlegungen, wenn p gerade. 

5. Indem wir w = 2y setzen, sind die F, gerader Ordnung den 
einzelnen Zerlegungen entsprechend durch die Formel gegeben: 

(4) VYEu = Vo(p-1)-0 + Vb20 + Xo—1)(p-1) 40-2 * V epp2-20- — 

Von diesen Siitzen aus kann man im Falle des einzelnen reellen 
hyperelliptischen Gebildes natiirlich sehr leicht die Realitiit des einzelnen 
® oder F, (oder auch der #) beurtheilen. Es wird vor allem darauf 
ankommen, unter den Spaltungen von f in zwei Factoren wy. y die 
»reellen“ herauszugreifen. Reell aber ist eine Spaltung erstlich und 
hauptsiichlich, wenn die Factoren wy, x einzeln reell sind, dann noch, 
wenn die w, xy conjugirt imaginiir sind. Letzteres kann natiirlich nur - 
bei solchen f eintreten, deren simmtliche Wurzeln imaginiir sind, und 
auch dann nur bei den Spaltungen in pp4i+ %p41- Statt liingerer Er- 
lauterungen will ich Tabellen fiir p = 2,3 geben, aus denen die hier 
in Betracht kommende Gesetzmiissigkeit am besten ersichtlich ist. In 


denselben ist die Zahl der reellen Wurzeln von f wieder mit 2t be- 
zeichnet. 
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p=2. Spaltungen von /,. 
a) Reelle Spaltungen der Form 41-26. Yp4iteo- 


2t=— O;12Z14 16 


“Reelle ¥,% |0/2/4|6— 
Reelle vs, % | 0 |2| 4 |10 
Conjugirte ¥, 25/4 | 0/0 [0 
Reelle Spaltungen| | | | 
iiberhaupt 4/4/8 |16 

















b) Reelle Spaltungen der Form geo. y2p42-20. 

















2t = lo |2|4(/6 
‘Reelle ¥p xy | 1 | 1/1 | 1 
Reelle ¥, % | 3|3| 7 |15 
Reelle Spaltungen| | | | 
iiberhaupt 4\/4/8 \16 


Von hier aus ergiebt sich beispielsweise als Regel: Ist p gerade 
und 2t die Zahl der reellen Factoren von f, so hat man fiir t > 0 
sowohl bei a) wie bei b) 2”+*-1 Spaltungen in reelle Factoren, fiir 
t = 0 aber bei a) 2” Spaltungen in conjugirte Factoren, bei b) 2” Spal- 
ungen in reelle Factoren. 


p=3. Spaltungen von /,. 
Reelle Spaltungen der Form qp41-26- Xppites = Vo’ - A2p42-20'- 






































2t = 0;2/;4);]6] 8 
Reelle , Xs rykaegavew 
~ Reelle v,, % | 4141 8 | 16| 28 
~ Reelle ¥, 2, | 3| 3) 7 | 15] 35° 
Conjugirte %,%,| 8 ry ololo 
Reelle Spaltungen{ | | | |. 
iiberhaupt. | 16) 8 | 16 | 32 | 64 





— 
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Von hier aus dann etwa wieder: Ist p ungerade und 2t die Zahl 
der reellen Wurzeln von f, so hat man fiir t > 0 2”+*-1 Spaltungen 
in reelle Factoren, fiir t = 0 aber 2” Spaltungen in conjugirte Factoren 
und 2” Spaltungen in reelle Factoren. 

An diese Realitiitsdiscussion der Spaltungen schliesst sich dann 
zunichst, von Formel (2) aus, diejenige der ®. Ich will hier einen 
zusammenfassenden Satz nur fiir diejenigen ® aussprechen, welche 
ungeraden 6 zugehéren; denn sie allein kommen in Betracht, wenn 
wir hernach vom hyperelliptischen Gebilde zum allgemeinen Gebilde 
itibergehen. Wir haben: 


So lange t>0 und < (p+ 1), ist die Zahl der verschiedenen hier 
in Betracht kommenden reellen ® gleich 2”+*-*, - 

Fir t =p +1 wird die Zahl gleich 2?-1(2?—1), fiir c =0 bei 
geradem p gleich 0, bei ungeradem p gleich 2?-'. 

Ferner aber die Realititsdiscussion der F',. Da sind die Gebilde 
mit t >0 sofort erledigt, indem wir sagen: 

-Reelle Spaltungen von { ergeben auch reelle Schaaren zugehoriger F,,. 

Dagegen ist der Fall c=—O in niihere Betrachtung zu ziehen. 
Ich will fep42 hier wieder als positives Polynom voraussetzen. Das 
reelle hyperelliptische Gebilde kann dann noch in einer der beiden 
Formen vorgelegt sein: 


&) 8 = Vfap4so(2), B) s’ =tVfep42(2); 
im ersteren Falle ist es orthosymmetrisch, im letzteren diasymmetrisch. 
Wir nehmen nun erstlich p gerade und betrachten die Zerlegungen 
von f in Wp4i—2o + Appite0. Reell sind unter denselben nur diejenigen 
mit 6 =0, bei denen w und x conjugirt.imaginir sind. Wir setzen 
nun nach Formel (3): 


VE = Vocp—1)—1 » Vp + Xo(p—y—1 V1 
und nehmen hier die ¥, X ebenfalls conjugirt imaginir. Indem wir 
quadriren, erhalten wir einen Werth von F,, in welchen wir entweder, 
vermdge a), das s, oder, vermége B), das s’ einfiihren werden. Wir 
sehen: 

I. Im Falle «) liefert jede Spaltung von f in conjugirt imagindre 
Factoren eine Schaar reeller F',, (wngerader Ordnung), im Falle 6) aber 
eine Schaar, die man nur insofern als reell bezeichnen kann, als in 
thr neben der einzelnen imagindren F,, immer auch deren conjugirte 
auftritt. 

Wir betrachten ferner, bei geradem p, die Zerlegungen von f in 
Factoren wee. Y2pi2-20- Reelle Spaltungen entstehen hier nur so, 
dass man die w, x einzeln reell nimmt. Ausgehend von Formel (4): 


VF. = Vi(p-1)-0- V 20 + X(r—1)(p—1)-4o-2 + V A2p-+2 20 
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werden wir jetzt sowohl im Falle «) als im Falle B) reeile F, erhalten 
kénnen. Wir werden zu dem Zwecke im Falle «) die Coefficienten 
von Y, X simmtlich reell nehmen, im Falle £) aber die Coefficienten 
von ¥ reell, die von X rein imaginir, Also: 


Il. Eine jede der hier in Betracht kommenden reellen Spaltungen 
von f liefert fiir «) wie fiir B) eine Schaar reeller F,, gerader Ordnung. 

Wir nehmen endlich das p ungerade. Da haben wir neben ein- 
ander 2” Spaltungen von / in conjugirt imaginire Factoren und eben- 
soviele in reelle Factoren zu betrachten. Kine jede dieser Spaltungen 
ergiebt F, von ungerader, wie von gerader Ordnung. Wir sehen 
sofort: 

Ill. Was die Realitét der F, bei ungeradem p angeht, so haben wir 
fiir conjugirt imagindre w, x einen Sate ganz wie I, fiir reelle w, x 
einen Satz wie II. 


§ 6. 
Die Realititstheoreme des allgemeinen Falles. 


Aus der Realitit der ©, F, der hyperelliptischen Fille werden 
wir jetzt ohne Weiteres auf die Realitiit der beziiglichen Gebilde in 
allen denjenigen Fillen symmetrischer Flichen schliessen diirfen, die 
einen hyperelliptischen Repriisentanten enthalten; bei den ® werden 
wir dabei natiirlich, wie wir schon bemerkten, nur diejenigen mit- 
zihlen diirfen, welche Zerlegungen von f in Yp+1—26 - %p+i1+20 Mit un- 
geradem 6 entsprechen; denn nur diese gehéren zu ungeraden 0. — 

In der That ist klar, dass sich die Realitit der einzelnen Schaaren 
der F,,, wie der , nicht findern kann (selbst wenn einzelne ® 
zwischendurch einmal unbestimmt werden), so lange sich die sym- 
metrische Riemann’sche Fliche nur innerhalb ihrer Art abiindert. Denn 
es kénnen niemals zwei J’, oder auch zwei ®, die verschiedenen 
Charakteristiken angehéren, zusammenfallen, so lange man es iiber- 
haupt mit einer Riemann’schen Fliche vom Geschlechte p zu thun 
hat. — Aber wir kénnen weiter gehen. Die Zahl der Beriihrungs- 
punkte, welche eine reelle F, oder ® mit dem einzelnen reellen Zuge 
unserer Curve gemein hat, kann offenbar, so lange sich die Curve 
innerhalb ihrer Art, d. h. stetig, andert, nur um gerade Zahlen ab- 
geiindert werden; es wird also eine bleibende Unterscheidung abgeben, 
ob dieselbe gerade ist (die Null eingeschlossen) oder wngerade. Wir 
theilen unsere F',, ® dementsprechend bei jeder einzelnen unserer 
Curvenarten in Classen je nach den Curvenziigen, welche sie ungerad- 
zahlig beriihren. Ich werde die Classen in der Bezeichnung so weit 
zur Geltung bringen, dass ich die Zahl der ungeradzahlig berihrten 
Ovale durch einen dem F’, oder ® oben zugesetzten Accent bezeichne. 
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© z. B. wird eine ® heissen, wenn sie kein Oval ungeradzahlig be- 
rihrt, wenn sie also méglicherweise iiberhaupt kein Oval beriihrt 
(entsprechend den ,,Doppeltangenten erster Art“ der ebenen Curven 
vierter Ordnung bei Zeuthen). Bei geradem w wird es natiirlich nur 
FO, F®, F&,... geben kénnen [da doch die Gesammtzahl der 
reellen Beriihrungspunkte bei diesen J’, gerade sein muss]. Analog 
gibt es bei ungeradem w, sofern p gerade ist, Fo, Fo, - +. dagegen, 
wenn p ungerade ist, wieder FS, F{, .... Dasselbe gilt fiir die. 
Die einzelnen Fi”, © bezeichnen wir dabei als denjenigen @ Ovalen 
»zugehdrig“, die eben von ihnen ungeradzahlig beriihrt werden. Natiirlich 
kénnen nur solche FX”, &® existiren, welche, wie ich mich aus- 
driicke, combinatorisch méglich sind. Es soll dies heissen, dass erstens 
@ gerade oder ungerade genommen ist nach der soeben angedeuteten 
Regel, dass zweitens (wie selbstverstiindlich) @ < 4 ist, unter A die 
Gesammtzahl der tiberhaupt vorhandenen Curvenovale verstanden. Und 
nun werden wir verlangen diirfen, bei jeder einzelnen unserer Curven- 
arten die Gesammtzahl der verschiedenen Arten reeller F\”, 0 aneu- 
geben, welche in irgend welche combinatorisch-mégliche Classe gehiren. 

Die so erweiterte Frage wird sich fiir die simmtlichen diasym- 
metrischen Arten wie fiir die beiden dussersten orthosymmetrischen 
Arten wieder ohne Weiteres aus dem Verhalten der entsprechenden 
hyperelliptischen Gebilde beantworten lassen; man hat bei der Discussion 
der letzteren nur noch mehr in’s Kinzelne zu gehen, als wir im vorigen 
Paragraphen gethan haben. Ich ziehe aber vor, die betreffenden Séditze, 
bei denen sich die ,,mittleren‘ orthosymmetrischen Fille von den tibrigen 
Fallen schliesslich gar nicht abtrennen, zundichst einmal als solche ganz 
allgemein hineustellen. Die Beweisgriinde sollen dann hinterher, soweit 
sie sich nicht aus der elementaren Betrachtung der hyperelliptischen 
Fille ergeben, in den folgenden Paragraphen entwickelt werden, — 
Diese hier mitzutheilenden Siitze enthalten das eigentlich neue Resultat 
der vorliegenden Arbeit*). Ich sage folgendermassen: 

1) Was die ® angeht, so nehme ich natiirlich keine Notiz von 
den besonderen ©, welche in einzelnen Fallen den geraden @ ent- 
sprechen mégen; auch driicke ich mich so aus, als wenn jedem un- 
geraden @ nur ein © zugehdrte. Ich habe dann: 

Man bilde sich bei den D die stimmtlichen combinatorisch miglichen 
Classen, lasse dann aber in den orthosymmetrischen Fiillen die eine Classe 


ao =A bei Seite. Jede einzelne dieser Classen wird dann in jedem Falle 
genau 2”-* reelle ® enthalten. 


*) Das auf die ® beziigliche Resultat habe ich bereits in den Gdttinger 
Nachrichten vom Mai dieses Jahres (1892) bekannt gegeben,. 
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Hiernach ist die Gesammtzahl der reellen © im Falle 4 = 0 
2”-1 oder 0, jenachdem p ungerade oder gerade ist, in den diasymme- 
trischen Fallen 2?+*—*, in den orthosymmetrischen Fallen 2?—!(2*-!—1). 

2) Bei den F,, nehme man die Fille 4 > 0 vorweg. Man hat 
dann: 

Es gibt in diesen Fillen bei jedem w von jeder combinatorisch mig- 
lichen Classe genau 2? reelle Arten. 

3) Was endlich die F,, im Falle 4 0 angeht, so hat man zwischen 
geradem und ungeradem p zu unterscheiden. Bei geradem p hat man 
wieder die geraden und die ungeradem w auseinanderzuhalten. Bei 
geradem w giebt es 2” Schaaren reeller F, (die natiirlich als i zu 
bezeichnen sind), bei wngeradem w 2” Schaaren von F,, welche nur 
insofern als reell zu bezeichnen sind, als sie zu jeder imagindren F, 
die conjugirte enthalten (diese F, fallen aus der verabredeten Bezeich- 
nung heraus; man kénnte sie als [F’,] benennen). Dagegen verhalten 
sich bei ungeradem p die geraden und ungeraden uw tibereinstimmend : 
Es gibt bei jedem w 2? Schaaren reeller F\ und 2? Schaaren von [F,]. — 

Hierzu dann etwa noch folgende Bemerkungen: 


ad 1). Hier finden sich natiirlich die Zeuthen’schen Siitze von den 
Doppeltangenten der ebenen Curven vierter Ordnung wieder und zwar in 
der Form: allemal gibt es 4 Doppeltangenten ° und ausserdem, sofern 
wir nur den Fall der Giirtelcurve bei Seite lassen, zu je 2 Ovalen, 
die wir unter den vorhandenen nach Belieben herausgreifen mégen, 
4 zugehérige Doppeltangenten O°), — 

Uebrigens mag man darin, dass bei ihnen die Combination >) 
wegfillt, den geometrischen Unterschied der 4-theiligen orthosym- 
metrischen Curven von den mit gleicher Ziigezahl ausgestatteten dia- 
symmetrischen Curven erblicken. So hat die dreitheilige orthosym- 
metrische Curve des Geschlechtes 4 keine Tritangentialebenen ®® (wie 
wir schon am Schlusse des § 2 bemerkten), die dreitheilige diasym- 
metrische Curve dagegen wird 8 derselben besitzen (wie man eben- 
falls aus der Figur ohne Weiteres ersieht). 


ad 2,3). Unter den F, gerader Ordnung sind hier die doppelt- 
zihlenden f,, mitgerechnet. Insofern alle reellen Ziige unserer Curve 
- 
paaren Charakter haben, werden sie von jeder Fliiche und also auch 
jeder f,, in einer paaren Anzahl von Punkten geschnitten werden. 
rs 


Als F, betrachtet gehéren die f , daher zu den Ff. Von dieser be- 
= 

sonderen Art der F{°) muss man absehen, wenn man meine jetzige 

Angabe mit derjenigen vergleichen will, welche ich selbst in Bd. 10 
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der Annalen oder Crone in Bd. 12 daselbst ftir die Schaaren der 


Beriihrungskegelschnitte der ebenen Curven vierter Ordnung gegeben 
haben. 


§ 7. 
Die Weichold’schen Periodicitaétsschemata. 


Ich werde den Beweis der vorstehend formulirten Theoreme, so- 
weit er durch elementare Betrachtung der hyperelliptischen Gebilde 
gefiihrt werden kann, nicht weiter verfolgen. Insbesondere mag der 
Fall der nulltheiligen Curven fortan durch den Verweis auf die ent- 
sprechenden hyperelliptischen Verhiiltnisse als erledigt gelten. Statt 
dessen wende ich mich zu neuen Betrachtungen, welche _gestatten 
werden, den Beweis nach gleichférmiger Methode fiir die stimmtlichen 
nicht nulltheiligen Curven zu erbringen*). Damit ist denn die Liicke, 
welche der hyperelliptische Ansatz betreffs der ,,mittleren“‘ ortho- 
symmetrischen Fille liess, von selbst mit ausgefiillt. 

Die neuen Betrachtungen schliessen sich direct an die in § 4 ge- 
gebenen Siitze aus der Theorie der Abel’schen Functionen an. Sie 
gehen darauf aus, durch Construction médglichst ,,symmetrischer“ 
kanonischer Schnittsysteme auf den symmetrischen Flichen mit 4 > 0 
Normalintegrale j,, festzulegen, bei denen man tiber die Realitiét der 
Perioden tg etwas aussagen kann, um dann eine directe Realitiits- 
discussion derjenigen Umkehrprobleme, bez. Thetaformeln eintreten zu 
lassen, durch welche man die F,, bez. die ® bestimmen kann. Die 
erste Hiilfte dieses Gedankenganges ist bereits in der in der Kinleitung 
genannten Weichold’schen Dissertation zur Durchfiihrung gekommen; 
ich darf mich hier darauf beschriinken, tiber die beziiglichen von Hrn. 
Weichold gefundenen Resultate zu referiren (wobei ich ausschliesslich 
diejenigen Momente hervorkehre, welche fiir meine jetzigen Zwecke 
von Wichtigkeit sind): 

Wir setzten 4 > 0 voraus. Dementsprechend gibt es sicher 
Symmetrielinien, und nun wollen wir irgend eine derselben bevorzugen 
und als ausgezeichnete Symmetrielinie zu Grunde legen. Die tibrigen 
(A — 1) Symmetrielinien benutzen wir dann in irgend einer Reihen- 
folge als die Schnitte A,, ... Az. unseres kanonischen Schnittnetzes. 
Ferner wihlen wir die zugehdrigen Schnitte B,, ... Bas so als sich 
selbst symmetrische Curven, dass jede derselben das ihr entsprechende 
A wie auch die ausgezeichnete Symmetrielinie einmal schueidet. Es 
gilt jetzt noch, weitere Schnitte A,, ... Ap, Ba, ..., By in geeig- 
neter Weise einzufiihren. Hier muss ich wegen der Kinzelheiten auf 
Weichold's eigene Darstellung verweisen. In der That werden wir 


*) Dies ist dieselbe Methode, welche ich in Bd, 10 insbesondere bei Unter- 
suchung der ebenen Curven 4. Ordnung gebrauchte. 


Q* 
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diese Einzelheiten weiterhin doch nicht in Discussion ziehen. Die 
Festsetzungen werden so gemacht, dass die simmtlichen Normalintegrale 
ja rem imagindr ausfallen. Wir setzen daraufhin ij, = jz. Die 
»reellen“ Integrale j. zeigen dann bei Ueberschreitung der Querschnitte 
A, B Periodicitiitsmoduln, die wir der Deutlichkeit halber hier aus- 
fiihrlich hersetzen: 






































A, | A, A,| B, | B, B, 
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Und nun ist die Sache die, dass man in allen unseren Fillen die 
imaginiren Theile der hier auftretenden Gréssen it.g durch eine ein- 
fache Hiilfsbetrachtung (die wir hier tiberspringen) angeben kann. 
Besagte imaginire Theile sind im allgemeinen Null, nur in (p+1—A) 
Feldern unserer Tabelle betragen sie jedesmal ~- Und zwar liegen 
diese (p + 1— A) Felder in den orthosymmetrischen Fallen rechter 
Hand und linker Hand von den (p+ 1—A) letzten Feldern der 
Hauptdiagonale, wie folgendes Schema aufweist: 
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in den diasymmetrischen Fallen aber riicken sie in die Hauptdiagonale 
selbst hinein : 
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Dies ist Alles, was wir aus der Weichold’schen Dissertation ge- 
brauchen. Ich darf aber folgende Bemerkungen zufiigen: 

a) Weichold hat auch den Fall der diasymmetrischen Fliche ohne 
Symmetrielinie behandelt und bei ihm ,,reelle“ Normalintegrale j, ge- 
funden, deren Perioden t. reell sind, wihrend ihre tibrigen te, 


simmtlich den imaginiiren Bestandtheil < aufweisen. Dieses Weichold’- 


sche Schema ist indessen iiberfliissig. Ich sage, dass man fiir die dia- 
symmetrische Fliche ohne Symmetrielinie immer dasselbe Schema auf- 
stellen kann, wie fiir die niederste orthosymmetrische Flaiche; nur 
sind bei ihr die zu diesem Schema gehdrigen j, als rein imaginir zu 
bezeichnen, die j. selbst also als reell. Man fiihre namlich die ge- 
gebene diasymmetrische Fliche durch Continuitét in den zugehdrigen 
hyperelliptischen Fall (mit lauter imaginiren Verzweigungspunkten) tiber. 
Die so gewonnene hyperelliptische Fliche gehért dann von selbst, wie 
wir wissen, zugleich der niedersten orthosymmetrischen Art an. Man 
ziehe auf ihr jetzt diejenigen Querschnitte, wie sie Weichold fiir diese 
orthosymmetrische Art vorschreibt. Zugleich construire man diesen 
Querschnitten zugehérig genau dieselben Integrale wie im ortho- 
symmetrischen Falle. Diese Integrale, welche im orthosymmetrischen 
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Falle reell waren, werden eben desshalb jetzt als rein imaginar zu 
bezeichnen sein. Denn diese Integrale haben alle die Gestalt: 


Pp—1° de 


V hop+e 

(unter gp, ein Polynom (p — 1)" Grades von z verstanden) und 
hier ist nun die //f2p;3 im orthosymmetrischen Falle gleich s, in 
unserem diasymmetrischen Falle aber gleich is’ zu setzen. Endlich 
gehe man von der hyperelliptischen Fliche durch Continuitiit zur 
urspriinglichen Fliche zurtick, indem man Sorge trigt, dass die Quer- 
schnitte dabei fortgesetzt diejenige Symmetrieeigenschaft behalten, 
welche sie auf der hyperelliptischen Flache beziiglich der zugehérigen 
symmetrischen Umformung 2, besessen haben. — 

b) Lassen wir dem gerade Gesagten zufolge das besondere Schema 








der nulltheiligen Curve bei Seite, so bleiben [ers unabhangige 


Periodicititsschemata fiir die [ers orthosymmetrischen und die p 


von uns beibehaltenen diasymmetrischen Arten iibrig. Diese Schemata 
kinnen bei beliebigem p durch Abdénderung der Schnittsysteme. unmoglich 
auf einander reducirt werden. Von dem Schema hingt nimlich, wie 
wir bald sehen werden, in einfacher Weise die jeweilige Gesammtzahl 
der reellen © ab, und diese Gesammtzahl ist bei jeder der genannten 
Arten eine andere (ausgenommen den niedersten diasymmetrischen und 
niedersten orthosymmetrischen Fall eines ungeraden p). — Da scheint 
nun, auf den ersten Blick, ein Widerspruch vorzuliegen gegen ein 
Resultat, welches Hr. Hurwitz in Bd. 94 des Journals fiir Mathe- 
matik (1882) abgeleitet hat. Hr. Hurwitz untersucht dort von dem 
Allgemeinbegriff reeller 2p-fach periodischer Functionen ausgehend 
deren Periodicitatseigenschaften und bringt dieselben auf nur (p + 1) 
Schemata zuriick, die so construirt sind, dass die Perioden zweiter Art 
entweder nirgends oder nur in einer Anzahl von Gliedern der Haupt- 


. ° a o-» 6 ° » 
diagonale den imaginiren Bestandtheil zy aufweisen, sofern man die 


Perioden erster Art in der Weise rein imaginir gewihlt hat, wie wir 
dies bei den j,' gethan haben. Das wiire also unser oberstes ortho- 
symmetrisches Schema zusammen mit unseren p diasymmetrischen 
Schematen. — Aber der Widerspruch ist nur scheinbar, wie mir 
Hr. Burkhardt bemerkt. Hurwitz sagt in der That nirgends, dass 
er kanonische Perioden betrachten will. Und verzichtet man _hierauf, 
so sind aus den orthosymmetrischen Schematen mit 4 < p+ 1 nattrlich 
sofort diasymmetrische zu machen. Man hat nur die Colonnen B, 
und Bayi, ..., By-1 und By zu vertauschen. — 
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§ 8. 


Directe Abzihlung der reellen F,, in den Fallen 4 > 0. 


Auf Grund der mitgetheilten Schemata erledigt sich nun die Ab- 
zihlung der Schaaren reeller F,, in den hier zu betrachtenden Fallen 
4> 0 mit grosser Leichtigkeit. Wir werden zunichst Einiges ter 
die Werthe behaupten, welche unsere Integrale j,’ annehmen, wenn 
man sie von einem Punkte ¢ der ausgezeichneten Symmetrielinie nach 
einem anderen Punkte x der symmetrischen Fliche hinleitet. Die 
Richtigkeit dieser Behauptungen ergiebt sich aus den jeweiligen geo- 
metrischen Verhiiltnissen sofort; wir brauchen dabei nicht zu verweilen. 
Wir haben: 


1) Ist x selbst ein Punkt der ausgezeichneten Symmetrielinie, so 
sind stimmtliche ja** reell (d. h. bis auf beliebig hinzuzufiigende Multipla 
der Perioden reell). 

2) Liegt dagegen x auf einer der anderen Symmetrielinien, sagen 
wir auf Ag, so wird das j3**, modulo der Perioden genommen, den 


Bestandtheil . aufweisen; die anderen j.%* sind wie ad 1) reell. 

3) Ist x ein beliebiger Punkt der Riemann’schen Fliiche und % der 
zu ihm symmetrische Punkt, so wird j,%* + j,%* bis auf Multipla der 
Perioden allemal einer reellen Grosse gleich sein. 

Wir betrachten ferner irgend welches Umkehrproblem: 

jar $ jar? f+ ++ = K,(mod. Pep, Pip) 

und fragen, wie hier die K, beschaffen sein miissen, damit die 2, 
soweit sie nicht den verschiedenen Symmetrielinien angehéren, paar- 
weise symmetrisch ausfallen , damit also das Umkehrproblem eine reelle 
Lisung zulasse, wie wir sagen wollen. Offenbar kommt: 

Zu dem genannten Zwecke ist nothwendig und hinreichend, dass, 

von Multiplis der Perioden abgesehen, 
diejenigen Ka, deren Index > (A —1) ist, reell sind, 
diejenigen K, aber, deren Index <(A — 1) ist, entweder 
reell sind oder den imaginiren Bestandtheil + aufweisen. 

Und zwar werden wir, was die einzelne reelle Lésung des Um- 
kehrproblems angeht, sagen diirfen: 

Je nachdem das einzelne K, der letetoren Kategorie (a < (4 — 1)) 
reell ist oder den imagindren Bestandtheil ps besitat, wird die Symmetrie- 
linie Aq eine gerade oder ungerade Zahl besiiglicher Punkte x enthalten. 

Damit ist denn zugleich gesagt, ob die ,,ausgezeichnete“ Symmetrie- 
linie eine gerade oder ungerade Zahl der Punkte x triigt; dies wird 
ersichtlich davon abhaéngen, ob die Gesammtzahl der gesuchten x von 
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der Zahl der auf die A,,..., Ajg_: entfallenden x um eine gerade oder 
ungerade Differenz abweicht. — 

So vorbereitet greifen wir jetzt auf die Ansiitze des § 4 zuriick, 
indem wir nur die damals zu Grunde gelegten beliebigen Integrale 
erster Gattung w, durch die reellen Integrale j,’ ersetzen. Wir nehmen 
dementsprechend zuniichst die 2p — 2 Schnittpunkte 2, , 2, . 
unserer Curve mit irgendwelcher g und schreiben: 


jae jae fo + ja = hy (mod. Pap, Pip). 


Mége die » hier insbesondere reell sein. Dann liegen die x, soweit sie 
nicht paarweise conjugirt imaginiir sind, in gerader Zahl auf die ver- 
schiedenen reellen Ziige unserer Curve vertheilt. Daher kommt: 

Die kz sind bis auf Multipla der Perioden reellen Grissen gleich. 


Dementsprechend mégen wir uns fortan die k, als reelle Gréssen 
denken. Wir bilden uns jetzt die 2?” Umkehrprobleme, von deren 
Auflésung die Bestimmung der F’, (u > 1) abhiingt: 


- “s uk P. , Py 
jar pene sf jgH ot = A844 IS) 9g 28 4 IS) 95 —28 


Welche dieser Umkehrprobleme werden reelle Lésungen zulassen? 
Indem wir die naiheren Angaben tiber die P,,, Pup heranziehen, die 
wir im vorigen Paragraphen entwickelten, kommt: 


Nur diejenigen Umkehrprobleme, bei denen die Zahlen 02’, 0141)... Op 
verschwinden, ergeben reelle Lisungen (und also Schaaren reeller F,). 

Von den 22” Umkehrproblemen sind dies 2?+*—', in Ueberein- 
stimmung mit unserer friiheren Angabe. Ferner aber: 


Von den zugehirigen Punkten x liegen auf der Symmetriclinie Ax, 
eine gerade oder ungerade Zahl, jenachdem gz gleich Null oder Eins ist. 
Auf der ausgezeichneten Symmetrielinie findet sich eine gerade oder 

a—1 


ungerade Zahl der Punkte x, jenachdem u(p — 1) — po Qs gerade 
1 


+ +) H2p—2 


oder ungerade ist. 


Alle F, gegebener Ordnung also, die in den @,,... Q@a-1 iiber- 
einstimmen, zeigen betreffs der Vertheilungsweise der Punkte a auf 
die verschiedenen Symmetrielinien einen tibereinstimmenden Charakter, 
sie gehéren im Sinne der friiheren Benennung zu derselben Classe. 
Wir sehen: 


Die einzelne Classe ist durch die Werthe der @,,... Qa-1 bestimmt. 


Hat man tiber die 9,,... @g-1 irgend verfiigt, so kénnen die 
@2, +++ @p und die ge, ... gj, noch beliebig angenommen werden, 
was 2” Moglichkeiten gibt. Daher: 


na habla BIR S, 





8 


~~ mm ete 2A om 


i a. aa dee 





ie ale, 


Ueber Realitiitsverhiltnisse bei der Curve der g. 95 


Jede combinatorisch mogliche Classe existirt und enthdlt noch 2? ver- 
schiedene Arten von F,. — 

Damit haben wir in der That die simmtlichen fiir die F, von 
uns aufgestellten Sitze fiir die hier in Betracht kommenden Fille 
(A> 0) zur Ableitung gebracht. Wir haben aber noch mehr ge- 
wonnen. In der That sehen wir, wie sich die reellen F, von den 
imaginaren und hinwieder die verschiedenen Classen reeller F’, von 
einander durch ihre ,,Elementarcharakteristiken“ g,, 93 unterscheiden. 
Von hier aus ist dann nur noch ein Schritt, um bei einer Curve, bei © 
welcher man die simmtlichen Arten reeller F,, geometrisch beherrscht, 
fiir jede derselben die ganze Reihe der zugehérigen 94, 9s anzuschreiben. 
Ich will annehmen, dass wir das Gleiche auch fiir die ,,Primcharak- 
teristiken® geleistet hiitten, welche den F, ungerader Ordnung, bez. 
den ® zuzuordnen sind; ich werde dariiber im folgenden Paragraphen 
noch nihere Bemerkungen machen, Wir sind dann in der Lage, alle 
die schénen Theoreme, die man tiber die Gruppirung der Charak- 
teristiken besitzt, was die reellen F,, und die reellen ® angeht, in die 
volle geometrische Anschauung zu iibersetzen. Die Schwierigkeit liegt 
hier nur im Vordersatz, Was gibt es fiir Curven der p, bei denen 
man die simmtlichen Arten reeller F, wie ® auf Grund bestimmter 
geometrischer Definitionen auseinanderhalten kann? Natiirlich sind 
die hyperelliptischen Curven in diesem Falle; bei ihnen sind ja die 
simmtlichen J’, wie die ® durch ihr Verhalten zu den Verzweigungs- 
punkten des Gebildes algebraisch bestimmt, wie wir in § 5 des Niheren 
ausfiihrten. Da hat es in der That keine Schwierigkeit jeder reollen 
F',, oder ® diejenige Charakteristik @3;, @; oder auch diejenige Prim- 
charakteristik zuzusetzen, die ihr vermége unserer Festsetzungen zu- 
kommt. Von da aus beherrscht man dann durch Continuitiit die reellen 
Ff, und ® bei allen denjenigen unserer Curven, die eben aus den 
hyperelliptischen Fiillen durch Continuitiit hervorgehen, d. h. also in 
den beiden dussersten orthosymmetrischen und in den simmtlichen 
diasymmetrischen Fiillen (inclusive den Fall 40). Die verschiedenen 
Schaaren der F, sind dabei nicht mehr algebraisch, sondern nur noch 
durch Ungleichheiten getrennt, die in abstracto vielleicht schwierig 
zu formuliren aber bei jeder ausgefiihrten Figur unmittelbar zu ver- 
stehen sind. Ich darf mich in diesem Betracht auf die Zeichnungen 
berufen, die ich in Band 11 der Annalen fiir die viertheilige ebene 
Curve vierter Ordnung gegeben habe (wobei ich gleich die Bemerkung 
zufiigen will, dass die Festlegung der dort fiir das hyperelliptische 
Gebilde gebrauchten Primcharakteristiken vermége der Regeln, welche 
Hr. Burkhardt und ich tiber diesen Gegenstand in Bd. 32 der Annalen 
(p. 426, 358) entwickelt haben, wesentlich vereinfacht werden kann), — 
Die Frage bleibt, wie man das Gleiche fiir die ,,mittleren“ orthosym- 
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metrischen Fille soll leisten kénnen, welche dem hyperelliptischen 
Ansatze unzuginglich sind. Vielleicht wird hier eine Ausbildung der 
Doppelpunktsmethode im Sinne der dem § 3 beigefiigten Schluss- 
bemerkungen niitzlich. — 


§ 9. 
Von der Realitét der 9. 


Sollen wir jetzt noch die Realitét der © discutiren, so wollen wir 
dabei, weil es keine Miihe macht, unsere simmtlichen Curvenarten, 
auch die mit 4 =O, gleichférmig neben einander behandeln. Be- 
merken wir zuniichst, dass in allen Fillen das , normale“ Coordinaten- 
system, das wir durch die Formeln definirten: 


Prirs+t Pp=djyi- ++i djp, 

insofern doch die dj. mit den dj, proportional sind, reell ist. In 
Bezug auf dieses Coordinatensystem stellen sich nun die ® des all- 
gemeinen Falles [und nur von diesen soll hier die Rede sein] nach 
Forme! (8) des § 4 durch die Gleichung dar: 

ov 0a 

=)... Ares°+ (3), Fe eats. 
® soll dabei der Reihe nach alle ungeraden #-Functionen bedeuten. 
Wir werden hiernach die stéimmitlichen reellen © erhalten, indem wir 
unter den ungeraden ® jeweils diejenigen heraussuchen, bei denen sich 
die Nullwerthe der Differentialguotienten e., tee a vermoge der 

P 

in §7 gegebenen Schemata der tag wie reelle Grissen verhalten. Dies 
ist eime ganz elementare Aufgabe. Wir finden sofort: dass bei Zu- 
grundelegung der orthosymmetrischen Schemata reelle ® von denjenigen 
ungeraden @ geliefert werden, welche verschwindende gj, gati, - ++ Gp 
besitzen, im Falle der diasymmetrischen Schemata aber von den anderen, 
deren ga, Jiti, -.+ Gp gleich Eins sind. Hieran schliesst sich dann 
folgende Abzihlung: 

In den orthosymmetrischen Fiillen wird man, um reelle ® zu be- 
kommen, die hz,...h» ganz beliebig annehmen kénnen, dagegen die 
915 +++Ga1 und h,,... has der einen Bedingung unterwerfen miissen, 
dass g,h, +--+-+ ga—tha_1 ungerade sein soll. Dies gibt 

Qp-at+t | Q4-2(94-1 __ 1) = Qr-i(Qa-1 — J) 
reelle ®. Der Minimalwerth von 4 ist hier fiir gerade p, wie wir 
wissen, gleich 1, fiir ungerade p gleich 2. Dies gibt fiir die niederste 
orthosymmetrische Curve beziehungsweise 0 und 2?-! reelle ® Eben 
diese Zahlen gelten dann auch fiir die zugehérige nulltheilige Curve, 
wie aus den Angaben, die wir iiber deren Periodicitiitsschema machten, 
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ohne weiteres hervorgeht. Was die anderen diasymmetrischen Fille 
angeht, so werden wir bei ihnen (um reelle © zu bekommen) die 
Gréssen g,,.-.9a—1, hy,... ha_s beliebig annehmen diirfen und haben 
dann die h,...h, der einen Bedingung zu unterwerfen, dass 


Qhy tee t+ mrmiath+t-:-:+h 


} ungerade sein soll. Dies gibt ersichtlich 2°+*-2 reelle >. — Wir haben 

3 damit die fritheren Angaben iiber die Gesammtzahlen der reellen 

8 simmtlich bestitigt. — 

4 Das Problem ‘der © -ist jetzt fiir alle diejenigen Curven bereits 

4 erledigt, bei denen es hinsichtlich der © nur eine combinatorische 

Méglichkeit gibt, insbesondere also bei der nulltheiligen Curve und 
bei geradem p fiir die niedrigste orthosymmetrische Curve. Bei den 
iibrigen Curven wird jetzt zu beweisen sein, was in § 6 tiber. die 
Zugehdrigkeit der verschiedenen reellen © zu den einzelnen Ovalen 
der Curven behauptet wurde. Hier gehe ich nun den Weg der vollen 
Induction, indem ich die Doppelpunktsmethode des § 3 heranziehe (die 
ja bei allen hier noch in Betracht kommenden Curven ohne Weiteres 
angewandt werden kann), folgendermassen : 

Wir ziehen ein beliebiges Oval der uns vorgelegten Curve Cop» 
des Raumes von (y — 1) Dimensionen zu einem isolirten Punkt zu- 
sammen. Dabei verwandeln sich diejenigen reellen ©, welche das 
Oval ungeradzahlig beriihrten, indem sie paarweise zusammenfallen, 
in solche ©, welche durch den Doppelpunkt hindurchgehen; die anderen 
reellen ® erleiden keine besondere Aehderung, sie haben mit dem 
Doppelpunkte nichts zu schaffen. Wir achten nun insbesondere auf 
die ersteren ® und bemerken, dass sie bei dex Projection vom Doppel- 
punkte aus direct die @’ (wollen wir sagen) derjenigen Cz, 4 des 
Raumes von (py — 2) Dimensionen liefern, in welche sich unsere Cop—2 
projicirt. Aber diese Cy,-4 ist nichts anderes als die Normalcurve des 
Geschlechtes (p—1). Daher werde angenommen, dass fiir sie unser Satz 
iiber die Vertheilungsweise der reellen® auf die verschiedenen Classen 

; bereits bewiesen sei, dass also bei den zugehérigen ©’ innerhalb jeder 
combinatorisch méglichen Classe 2”-* Individuen vorhanden seien, aus- 
genommen die Classe m’ = 4 — 1 der orthosymmetrischen Fille, der 
keinerlei ©’ angehéren. Wir gehen jetzt zur urspriinglichen C2p—2 
uurtick. Da spaltet sich denn umgekehrt jede reelle ©’ in zwei reelle 
®, welche das aus dem Doppelpunkte entstehende Oval ungeradzahlig 
beriihren, und es entstehen so aus den 2?-2’ einer Classe 2”-' ©, 
welche wieder einer Classe angehéren. Wir werden schliessen, dass 
unsere Behauptung iiber die Anzahl der reellen © in den verschiedenen 
combinatorisch méglichen Classen fiir alle ® der urspriinglichen Curve, 
welche das ausgezeichnete Oval ungeradzahlig berihren, richtig ist. 
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Aber das ausgezeichnete Oval ist doch nur ein beliebiges unter den 
iibrigen. Wir schliessen: 


Ist unser Theorem fiir das Geschlecht (p — 1) richtig, so ist es 
auch beim Geschlechte p richtig hinsichtlich aller derjenigen %, welche 
wenigstens ein Curvenoval ungeradzahlig beriihren. 

Daraufhin wird aber die Zah] 2?—' der ©°, welche unserem Theoreme 
zufolge bei ungeradem p auftreten sollen, jedenfalls auch richtig sein. 
Wir brauchen, um dies zu sehen, nur die Gesammtzahl der reellen 9, 
die wir vorhin bestimmten, heranzuziehen und von ihr die jetzt ge- 
wonnenen Zahlen der verschiedenartigen ©, 6“, ... zu subtrahiren. 
Wir sehen: 


Unser Sate ist allgemein fiir das Geschlecht p richtig, sobald er 
fiir (p — 1) bewiesen ist, — 
und damit ist denn die Sache erledigt, da sie fiir p—2 bekanntlich 
stimmt. 

Es eriibrigt, dass wir noch einiges Wenige iiber die Primcharak- 
teristiken sagen, welche den reellen ®, wie den F’, ungerader Ordnung, 
zukommen. Wir bemerkten bereits, dass die g,,... gp der reellen 
® alle gleich 0 oder 1 sind, jenachdem es sich um eine orthosym- 
metrische oder diasymmetrische Curve handelt. Dies gilt gleichformig 
fiir die F, ungerader Ordnung}, wie die Betrachtung der geraden @ 
zeigt. Aber auch die h,, ... ha. lassen sich fiir jede ® oder F, 
sofort angeben. Die einzelne dieser Zahlen ist niimlich 0 oder 1, je 
nachdem das mit gleichem Index versehene Curvenoval ungeradzahlig 
oder geradzahlig beriihrt wird. Alle also, resp. F',, welche derselben 
»»Classe“ angehiren, stimmen in den h,,... has tiberein. Dabei haben 
wir, wie wir bereits bemerkten, die hg mit den fritheren ge, (die gs 
mit den gs) zu vergleichen. Wir sehen dann, dass unsere Behauptung 
gerade entgegengesetzt zu derjenigen ist, welche wir oben fiir die 
Elementarcharakteristiken fanden: g;—=0 bedeutete damals den gerad- 
zahligen, g; = 1 den ungeradzahligen Contact mit As. Ich kann 
leider diese Angabe hier nicht niher beweisen, weil ich zu dem Zwecke 
das Verhalten der # bei der Curvé mit Doppelpunkt noch ausfiihrlicher 
studiren miisste; man vergleiche hierzu die Entwickelungen auf p.59—63 
von Bd. 36 der Annalen. Uebrigens aber schliessen sich hier die Be- 
merkungen vom Ende des vorigen Paragraphen an, auf die ich nicht 
weiter zuriickkomme. 


Wir haben hiermit die simmtlichen Entwickelungen durchlaufen, 
welche in der vorliegenden Arbeit gegeben werden sollten. Wir kénnten 
ja mannigfache Verallgemeinerungen anschliessen, unter Festhaltung 
der methodischen Grundgedanken. Einmal wird man statt der /,, 
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welche unsere Curve iiberall beriihren, solche f, heranziehen kénnen, 
welche iiberall osculiren, hyperosculiren etc. (wie ich dies zum Theil 
schon in Bd. 10 fiir die dort behandelten ebenen Curven 4. Ordnung 
gethan habe). Dann aber wird man die Betrachtung von der Normal- 
curve der als solcher ablésen. Die Unterscheidung der symmetrischen 
Flichen in orthosymmetrische und diasymmetrische gibt ein durch- 
greifendes Eintheilungsprincip fiir stimmtliche reelle Curven. Und so 
oft man bei einer solchen Curve eine Anwendung der Abel’schen 
Functionen zu machen weiss, sind wir in der Lage, eine vollstindige 
Realitétsdiscussion der bei dieser Anwendung in Betracht kommenden 
Gebilde hinzuzufiigen, 


Gottingen, den 2, September 1892. 

















Sui gruppi di sostituzioni lineari. 
Nota di 


Luiat Branout a Pisa. 


Le ricerche seguenti servono di complemento a quelle da me 
pubblicate nel XL Vol* di questi Annali. In quest’ ultima memoria 
fu gia osservato che alcuni gruppi dei campi quadratici ivi considerati 
e precisamente i gruppi*): 

- 1 (144 Vi5) 
Fes) reve) previo) pevis) rT? 





sono suscettibili d’ulteriore ampliamento, essendo contenuti, quali sotto- 
gruppi eccezionali, in gruppi pid ampi. Nella prima parte del pre- 
sente lavoro si ricerca dapprima il modo generale di siffatti amplia- 
menti e si determinano ulteriormente i poliedri fondamentali dei gruppi 


— fs — . —fs “ry — fs man — (14iV99) 
rag va) ri vi), re va) r& ve Tr “ 





E qui da osservarsi che i coefficienti delle sostituzioni dei gruppi 
ampliati sono sempre bensi interi algebrici, ma appartengono a campi 
di grado superiore al 2°; in ogni singolo caso, come si riscontra sui 
poliedri fondamentali determinati, l’‘ampliamento conseguito @ il massimo 
possibile. Gli esempi trattati furono scelti soltanto fra quelli, in cui 
le sfere di riflessione del gruppo dividono il semispazio rappresentativo 
in una rete di poliedri alternatamente simmetrici e congruenti (nel 
senso non-euclideo), con un numero finito di faccie. Ove cid non 
avvenga, si pud bensi coll’ impiégo di altri mezzi separare ancora un 
poliedro fondamentale del gruppo; ma questo poliedro non offre pid 
quella naturale determinatezza, che @ propria del primo caso. **) 

La seconda parte collega la teoria dei gruppi studiati e pid in 
generale quella di tutti i gruppi discontinui di sostituzioni lineari sopra 


*) Per le notazioni si confronti l’indicata memoria che verrd qui citata colla 
segnatura (M). 
**) Cf. Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen p* 231, 
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una variabile, a coefficienti complessi, colla teoria delle forme quadra- 
tiche quaternarie, reali. 

E noto come Poincaré nella sua memoria: Les fonctions fuchsiennes 
et Varithmetique*) ha stabilito un notevole principio, che permette di 
dedurre dalla teoria delle forme reali ternarie quadratiche una classe 
di gruppi discontinui di sostituzioni lineari sopra una variabile a coeffi- 
cienti reali, Del tutto analogamente si vedra che, presa ad arbitrio 
una forma reale quaternaria quadratica, riducibile con trasformazione 


reale al tipo 
U? + Uy? + Us? — 4,7, 


ad ogni gruppo discontinuo quaternario, che la trasformi in sé me- 
desima, corrisponde un gruppo discontinuo di sostituzioni lineari 
, az+ 6 

A) # = 48 
sopra una variabile a coefficienti a, B, y, 8 complessi. In particolare 
al gruppo aritmetico riproduttivo di una forma aritmetica (a coefficienti 
interi) corrisponde un tale gruppo poliedrico**) e i coefficienti delle 
sue sostituzioni risultano in tal caso numeri algebrici. Cosi i gruppi 
r& yD) studiati precedentemente, corrispondono nel senso ora indicato 
ad un sottogruppo del gruppo aritmetico riproduttivo per la forma 
quaternaria 

ay? + Da? — 2, %,, 

All’ interesse aritmetico di siffatte ricerche una recente osserva- 
zione di Klein aggiunge importanza analitica. Klein osserva infatti***) 
che un gruppo poliedrico A) pure essendo impropriamente discontinuo 
quando le sue sostituzioni operano sopra una sola variabile z, diventa 
al contrario propriamente discontinuo, se queste si effettuano simultanea- 
mente sopra due variabili 2, ¢: 

= ws +B » on ee. 
ye+o’ yt+o 

Vi corrispondono quindi funzioni automorfe F(z, t) di due varia- 
bili, che si riproducono per quelle sostituzioni simultanee. Ci troviamo 


*) Journal de Mathématiques Se IV, T. III, 1887, 

**) Per brevita di linguaggio mi sono permesso di introdurre in questa nota 
alcune nuove denominazioni. Un gruppo A) che non abbia sostituzioni infini- 
tesimali pud essere propriamente discontinuo in convenienti regioni del piano z 
ovvero dappertutto impropriamente discontinuo. Nel 1° caso da luogo ad una 
divisione del piano in una rete di poligoni e si dir’ un gruppo poligonale. Nel 2° 
caso invece da luogo soltanto, nella rappresentazione geometrica di Poincaré, ad 
una divisione dello spazio in una rete di poliedri e si dird un gruppo poliedrico. 

***) Lezioni litografate sulla teoria delle equazioni differenziali lineari di 2° 
ordine, Sommersemester 1891, p* 61, 
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cosi nel campo delle funzioni iperabeliane di Picard. Gli studi del 
Sig" Picard sulle funzioni e sui gruppi iperabeliani*) trovano anch’ 
essi il loro fondamento nella teoria delle forme quaternarie quadratiche 
e precisamente di quelle che si possono ridurre con trasformazione 
reale al tipo u,? + u,2— w,?—w,”. Il nuovo caso ora indicato sembra 
pid facilmente accessibile, come quello che ammette una pid semplice 
rappresentazione geometrica. Spero che mi sia dato in seguito di 
riprendere e sviluppare le presenti ricerche, di cui qui ho potuto sol- 
tanto tracciare le linee generali. 


Parte 1°. 


1 gruppi quadratici ampliati e i loro poliedri fondamentali. 


$ 1. 
I gruppi ampliati. 
La possibilita di ampliare i gruppi [“ dipende da aleuni principii 
generali, che @ bene premettere. 
Supponiamo di avere una serie infinita di numeri costituenti, nel 
senso di Dedekind**), un modulo M, che goda delle proprieta seguenti: 
1s. Il prodotto di due numeri qualunque in M dia un numero 
intero del corpo quadratico immaginario Q. 
2*. Il prodotto di ogni numero in WM per un intero qualsiasi di 
Q dia nuovamente un numero di UM. 
3°. Il numero coniugato di ogni numero in WM trovisi pure in 
M***), Supponiamo di pid che esistano sostituzioni 
,_ az+b 
B), ata 
a determinante ad —be=—-+ 1, i cui coefficienti a, b, c, d siano 
numeri del modulo M. Se indichiamo col simbolo generico S le sosti- 


*) Journal de Mathém, Se IV, T. 1, 1885. 

**) V4‘ il Supplemento XI alle lezioni sulla teoria dei numeri di Dirichlet 
§ 165 (8* edizione). 

***) Nel caso nostro i moduli M saranno a base binaria 
M=[i, u) 


e per verificare le proprieti enunciate basterd confrontare la base di M colla 


base [1, @] di 2. Cosi dovremo avere 1° che i numeri 


> : au, wu 
sono interi in 2, 2° i numeri 
oi, ou 


sono in M, 3° i numeri Jy, uw) coniugati di 2, sono in M, 
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tuzioni dif), col simbolo 7 quelle del tipo B), le proprieté supposte 
pel modulo M portano per conseguenza che il prodotto di due sosti- 
tuzioni J’ & una S, e il prodotto di una S per una TJ @ nuovamente 
una 7’, onde le sostituzioni S, 7’ formano complessivamente un gruppo, 
che contiene [ quale sottogruppo eccezionale d’indice 2. Inoltre, 
per la 3* proprieta supposta, il nuovo gruppo é@ alla sua volta per- 
mutabile colla riflessione 2’ =, e associando alle sostituzioni dell’ 
ultimo gruppo le sostituzioni di 2* specie che risultano da queste, 
cangiandovi 2 in 4, otterremo un nuovo gruppo che contiene [ 
come sottogruppo eccezionale d’indice 2. 

Consideriamo ora il caso in cui il complesso dei numeri interi nel 
corpo quadratico Q ha la base [1, i/D], essendo 

D=2 o D=1(mod. 4), 

e indichiamo con m uno qualunque dei divisori di D. Vediamo subito 
che il modulo 


: fim ee 

M = lV m, if] 
gode, rispetto alcorpo Q, delle proprieté sopra enunciate. Se si ricorda 
inoltre che il numero D @ supposto privo di fattori quadrati e in 


: : D aioe . 
conseguenza i due numeri m,—-, sono primi fra loro, @ facile vedere 


che esistono sostituzioni B) a determinante + 1 formate con coeffi- 
cienti appartenenti a M. E infatti si risolva p. e. in numeri razionali 
interi a, b lequazione 

ma +- 2 b=+1 

e la sostituzione 7 


aVine + id/ 2 

Env 
apparterra alla classe richiesta. 
Osserviamo di pit che se 


M= [Ym if2], M' = [Vm if] 
sono due moduli della specie descritta, appartenenti a due diversi 
divisori m, m’ di D, il loro prodotto @ nuovamente un modulo della 
medesima specie ed appartiene a quel divisore di D, che é composto 
dei fattori primi di m, m’ non comuni ad ambedue questi numeri. 
Ne risulta che se si fanno percorrere a m tutti i divisori di D e si 
considerano tutte le sostituzioni di 1* e 2° specie a determinante + 1 
formate con numeri dei corrispondenti moduli M, queste costituiranno 


, 


z 





 * ate Seen , 
un gruppo che conterra il primitivo r“Y?) come sottogruppo eccezio- 
Mathematische Aunalen, XLiL 3 
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nale; il gruppo ampliato, nel caso D = 2(mod. 4), si indichera con 
G@“Y), Per valutare Vindice di FY”) rispetto a G“Y?) basta ora 
Posservazione complementare che i due moduli 


(va, iE], (VE. wv] 


non differiscono, pel nostro scopo, fra di loro; si ottiene cosi il risul- 
tato: Se n indica il numero dei fattori primi diversi di D, il gruppo 


F°Y?) & contenuto in G“ adh quale sottogruppo eccezionale d’indice 2"—-", 
§ Il. 
Casi D=1, D=3 (mod. 4). 


L’ampliamento di pve) eseguito nel precedente § vale tanto per 
D=2 come per D=1 (mod. 4); ma nell’ ultimo caso resta ancora 
possibile un nuovo ampliamento. E invero al modulo 

5 i+ > | 
= 2, — 
H = (v2, +42 
competono allora Je proprieta fondamentali enunciate al § I. [Il pro- 
dotto del modulo H per un modulo M appartenente al divisore m di 


D 2 il modulo ~*~ 
_ Vail 2 
role YE] 


pel quale sono in conseguenza verificate le proprieta stesse. Inoltre 
constatiamo facilmente l’esistenza di sostituzioni a determinante + 1 
formate con numeri di H*), p.e. della seguente 


1+iVD, D-i; 
ee 


Vie+ bo 1 














Se procediamo quindi ad un nuovo ampliamento del gruppo ulti- 
mamente ottenuto, associandovi le sostituzioni del modulo H, la com- 
posizione di queste colle sostituzioni dei moduli'M ci dara sostituzioni 
dei moduli K ed @ visibile che tutte le sostituzioni cosi ottenute 


formeranno un gruppo pid ampio in cui Fr“) sara contenuto come 
sottogruppo eccezionale d’indice 2". Il gruppo finale si indicherad qui 


nuovamente con G @ Vd). 


*) Nel caso D = 3 (mod. 4) il modulo H gode bensi delle stesse proprieta, 
ma non esistono sostituzioni corrispondenti. 
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Consideriamo ora il caso D ==3 (mod. 4) e il corrispondente gruppo 


, i coefficienti delle cui sostituzioni sono interi del campo 


1+ |. 


s 


Se m @ un divisore qualsiasi di D, il 


—.,.3/D 
va [ya BV] 


quadratico [1 ; 
modulo 


2 
gode delle proprieta fondamentali del § 1. Con numeri di M possouo 


costruirsi sostituzioni a determinante 1, come p. e. la seguente: 


a (Vn +i y=) zet+tbVm 


i Vana + (Vn —i// 2) 


ove i numeri razionali interi a, b siano determinati in guisa da rendere 
¢ 


, 





a(m + 2) - bm =1, 


cid che @ sempre possibile essendo m, ~~ primi fra loro. 


Ora il prodotto di due moduli M, M’ appartenenti a due divisori 
diversi m, m’ di D da, come al § prec'*, un modulo della medesima 
specie che appartiene al divisore di D composto dei fattori primi di 
m,m’ non comuni ad ambedue. Si osservi inoltre che due moduli M 


corrispondenti ai divisori complementari m, —- di D danno luogo 


anche qui alle medesime sostituzioni. Dopo cid @ chiaro che se ampliamo 


(7?) . 

aa coll’ aggiunta di tutte le sostituzioni di 1* e 2* specie, a 

determinante -+ 1, formate con numeri dei moduli M, otteremo un 

fre") 

gfuppo in evi FS * sara contenuto come sottogruppo eccezionale 

d’indice 2”—', ove con  s’indica al solito il numero dei fattori primi 

diversi di D. Pel gruppo ampliato adotteremo la notazione corrispon- 
. (4¥?) 

dente GS * 





14+4VD 
Osserviamo in fine che i gruppi ampliati Gg iad af 2 7, a cui 
siamo cosi pervenuti hanno manifestamente per coefficienti dei numeri 
intert algebrici appartenenti a corpi di grado superiore. Cosi p. e. se 
D @ wn numero primo della forma 4r + 1 e poniamo 


i+iVD 
3 = V2 ? 


$* 
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il numero intero algebrico & soddisfa alla equazione biquadratica 
+ (D—1e+(PtHY 0 


e i coefficienti delle sostituzioni in Gq“ VD) sono numeri interi del cor- 
rispondente corpo biquadratico *). 


§ IIL. 
Le nuove riflessioni nei gruppi G™. 


Allo scopo di separare i poliedri fondamentali dei gruppi ampliati 
servono i principii stessi della precedente memoria, in particolare quelli 
sviluppati al § 10, che presuppongono la conoscenza di tutte le riflessioni 
contenute nel gruppo. Nei gruppi G, oltre alle riflessioni gia 
esistenti nei sottogruppi [ (M. § 7), se ne presentano delle nuove, 
che, determinandosi coi noti processi (M. § 6), bastera semplicemente 
enumerare. 

Distinguendo i tre casi D = 2, 1, 3 (mod. 4) otteniamo i risultati 
seguenti: 

1° caso D=2(mod.4). Fra le sostituzioni di 2* specie con 
coefficienti del modulo M appartenente secondo il § I al divisore m 
di D figurano le riflessioni dei due tipi seguenti 


(a,Vm-+ ia, / ? ) fy + b,Vm 
Sostituzione 2’ = ——__—— ae 


¢,Vme) + (- a¥a +iay/ 2) 


m 





Tipo I) | (A) ma,? + 2 a,* + mb,c, = 1, 


Sfera di riflessione (§ — 4 (n— SP) 4 22 


MC, 
( y 
= eel . 
\ e,Vm 
*) Per convincersene basta osservare che le irrazionalita 
Vz, iVD 
si esprimono razionalmente per & colle formole 


D—1 
2 ’ 





iVD = + 





V2 ask a : 
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(| (ay¥as pig WZ) 2, + 80,2 


Sostituzione 2’ = ———— 


ef 2 tot + (am — ia ) 


(B) ema,? + Pai+2 = sal, 





Tipo II) 
Sfera di riflessione ( — ay + (n+ 7H) 4 £2 


“Gyz) 


. 








I numeri a,, a, b,, ¢, debbono essere razionali interi legati fra 
loro nei due casi rispettivamente dalla equazione (A) o dalla (B). Da 
queste ultime risulta che le riflessioni del tipo 1) si presentano solo 


se 2 é residuo quadratico di m, quelle del tipo IT) quando m sia 
residuo quadratico di 2. 
2° caso D=1 (mod. 4). Oltre alle riflessioni dell’ antico gruppo 


piv?) ¢ quelle dei tipi I), Il), avremo qui riflessioni di altri quattro 
tipi fra le sostituzioni appartenenti ai moduli H, K (§ II). Troviamo 
infatti pei moduli H le riflessioni seguenti: 





















a, + ia,VD £ + b,V2 
: : V2 0 
Sostituzione 2° <= ——— —— 
— 
Tipo III); (C) a?+ Da,? + 4b,¢, = 2, 
Sfera di riflessione (§ — —-) + (y— “Ve rp)’ 4 ¢ 
-( CG v2 ) : 
| 4 + VD % + ib,V2D 
Sostitusi i V2 
ostituzione 2 = iaVD”’ 
ic, V2D% + = 
Tipo IV); (D) a?+ yr + 4Db,c, = 2, 
1 2 
| | " wie ’ 
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@,, @, b,, ¢, indicando nuovamente numeri razionali interi, soggetti 
alle rispettive condizioni (C), (D). Come si vede, le riflessioni del 


tipo IIT) esistono in ogni caso, quelle del tipo IV) invece solo quando 
2 8 residuo quadratico di D. 


Corrispondentemente poi ai moduli K akbiamo in GY) te nuove 





Tipo 
riflessioni: 
( — a 
a,Vm + ia, VY — 
ees fo + 0,V im 
riflessione 2° = ——_-____"— ee 
—_ ayVm te tM, y= 
Cy V2m 4+ — Va 
Tipo V) , 
(E) ma? + 2 a,” +- 4mb,c, = 2, 
Tiy 
. di viflessi (é a y ( aVD )’ 2 
sfera di riflessione at + (y— y +. 





| — (arm) 


- , D- 
aVm + ia 2 _~— 2D 
— 0 1 








riflessione g' = —~ V2 — 
yap, Wain? 
t Cy mn &y _—— Ve ——— 
Tipo VI) D 


(F) ma,?+ — 


m 


L D P 
a, + 4—— b,c, = 2, 


sfera di riflessione ( = a) + (1 + a ) +? 


2¢VD 
1 2 
7 2D 
(iy) 


Per l’esistenza delle riflessioni del tipo V) richiedesi che 2 e 
= abbiano lo stesso carattere quadratico (mod. m); per quelle del 


tipo VI) che 2 e m abbiano lo stesso carattere quadratico (mod. 2 -). 





3° caso D =3 (mod. 4). Fra le sostituzioni dei moduli M (§ IT) 
troviamo le nuove riflessioni: 





ti 
e] 
lo 





Tipo VII) 


Tipo VIil) 


o 


Quelle del tipo VII) esistono se = 
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a, Vm + ia, y? 
oe + 6, Vm 
riflessione 2° = —_—_—_—_- 





- D 
— 4, Vim + tay — 
ce Vim & + - 2 V's 





(G@) ma? + 2 a? + 4mbd,¢, =4, 


sfera di riflessione (§ ey + (1 = st?’ +e 


2c 2m c, 
: D 
a, Vm + ia, y? D 
ty + 1, = 


riflessione 2° == ——--—__________—__- 


ie ss 
p_ , WVn-iay > 
be yz % + 2 





(H) ma? + 2 a?+4+ 42 bc, =4, 


sfera di riflessione (é — im )+ (1 + VE ) + ¢ 
ia 1 


del tipo VIII) se m @ residuo quadratico di == 


§ IV. 
‘ ates Sele coats bas a tev 
I gruppi G&V5), G&V8), GeV), Geva), GV 





(he 


~( 


) 


I poliedri fondamentali dei rispettivi sottogruppi F'V5), FOVs) ,. . 


Cy 


1 


1 


é residuo quadratico di m, quelle 





D 
m 


sono gia stati determinati nella precedente memoria (§§ 14, 19); per 
fissare quelli dei gruppi ampliati, che li contengono quali sottogruppi 
eccezionali d’indice 2, procediamo come segue. 


ll poliedro fondamentale di FV5) (M. § 14) @ trasformato in sv 


medesimo dalla riflessione 


Ve 4 
ve * — V3 

2’ a i . iVe. 

V2a,+ —— 


del tipo III), che ha la sfera di riflessione 


(¢—t)+(n—-B) + eat. 





) 


) 
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Questa divide il primitivo poliedro in due parti equivalenti, delle quali 


una ad arbitrio potra assumersi a poliedro fondamentale di G¢V5), Cosi 


possiamo definire quest’ ultimo poliedro come la porzione del semispazio 
R, contenuta fra i quattro piani 


g=—0,§=<5, nt, Gus 


esternamente alle due sfere 


eteteat, (¢—t)4(n—-@)+e—t. 


Il nuovo poliedro P, 
vertici 


720,01,  %=(4,0, 3), na(t. ot V9). 


r=(1, 2,4), n=(0 2,4), n=(0 2,4), 


tutti al di sopra del piano &y. E immediatamente visibile che non vi 
ha nessuna sostituzione lineare né di 1*, né di 2* specie, che trasformi 


P in sé medesimo, onde si conclude che il gruppo G“V5) non & 
suscettibile d’ulteriore ampliamento. 


Nel caso D6 il poliedro fondamentale di F‘V® (M. § 15) @ 
attraversato dalla sfera di riflessione del tipo II) 


e+ (n-4) 4e—t 


e per poliedro fondamentale di GV) pud assumersi quello racchiuso 
in R dai quattro piani 


oltre il vertice singolare all’ infinito, ha i 6 





$= 0, t—1, god, —— 


esternamente alle due sfere 
; 2 
Ptateni, e+ (1-4) peat. 


Oltre il vertice all’ infinito, abbiamo qui i 6 vertici non singolari 


V,=(0, 0, 1), v,=(4, 0, ), ¥, 1=(} Va eet 
ik yn 


rom(s.%.§). rm(0 Sy). rom( Yer Wh) 


Un nuovo ampliamento di G“V6) &, come si vede, impossibile. Del 


tutto analogamente si utilizzerand, nei casi D=10, D= 13 
rispettive sfere di riflessione 


» le 


9 

















| 
| 
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e+(n—)+e= 


(2) 6B te 


e si vedra che i gruppi ampliati GV , GV) non consentono ulteriore 
ampliamento. 


oof SES 
Nel caso D = 15, essendo (3) = G)=— 1, il gruppo af F*) 
At ve 
non contiene altre riflessioni che quelle del sottogruppo [S ? 7. Il 
poliedro, limitato da sfere di riflessione, definito al § 19(M), é tras- 
formato in sé medesimo soltanto dalle 3 sostituzioni (ellittiche a periodo 2): 
<s , 4a 
oan opie —_ % 
Weave V3—iVs ’ 
a 


2. Z: 








awh a +V3 
V3— —. 





a V3+iVs 





& + 
le quali, insieme coll’ identita, formano un maui, 

I tre circoli fissi di queste sostituzioni ellittiche (dei quali il primo si 
riduce alla retta normale al piano & 9 nel punto 1448) escono, due 


a due ortogonali, dal punto V = (+ . La! . 7%) interno al poliedro. 


_(H¥B) 
A poliedro fondamentale del gruppo G\_ * / pud prendersi una qual- 


unque delle quattro parti in cui i piani dei due ultimi circoli dividono 
il poliedro primitivo. 


§ V. 
Il gruppo GCV#), 
Nel gruppo GV) si presentano le sfere di riflessione dei quattro 


tipi) 
y [Ooo tena 


its Saati et 


b) |‘ -#) +(1 - ar) += 
a,? + 144,? + 14b,c, = 1; 
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c) i ~Qy ee Ty +e 
rw + Ta,? + 2b,¢,=—1; 
2a, \? 1 

d) -_ “+(n — =i) +8 = Fer 
2a,? + Ta,? + Tb,¢, = 1. 


Quelle dei primi due tipi, che appartengono gia al sottogruppo 
FV) | sono insufficienti a limitarne il poliedro fondamentale (M. § 20), 
1+iVi4 
ae 





perché il punto é esterno a tutte le sfere dei tipi a), b). 


Si dimostra subito che questo punto non @ nemmeno interno ad alcuna 
sfera di riflessione dei nuovi tipi c), d); ma per esso passano due serie 
di tali sfere, le sfere di ciascuna serie c) o d) essendo tangenti fra 
loro ed ortogonali a quelle dell’ altra serie. 
Cid posto, consideriamo la porzione di prisma racchiusa in R fra 

i quattro piani 

6 1 ‘ 14 

1)§—0, 2§=4, 3)y=-0, 4-7 

esternamente alla sfera 

5) P+7r+o=—1 


e togliamone le porzioni interne alle quatto sfere dei rispettivi tipi c), d) 


6) e+(.—4)+¢- 


|= 
~ 


1\’ 1 
D (3) +0- 4) +03, 
1 5 \2 1 
8) (E—z) +(0— pz) team, 
3 eae. 
9) et(y— ty peat, 
, 1+iVis : _ . 
che passano pel punto singolare — ed hanno i massimi raggi 


fra le sfere delle due serie indicate. Dimostreremo che il poliedro P 
cosi definito & il poliedro fondamentale di G&V™. 


Il poliedro P ha 12 vertici, pei quali calcolando le rispettive 
coordinate troviamo 


V, =(0, 0, 1) intersezione delle faccie 1) 3) 5), 
Via 1 ia 
V, (0, -_ 3 V2 ” ” ” 1) 4) 6), 


ie Vu 
V; =(0, - = ’ ss) ” ” ” 1) 5) 9), 


ll 
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V7, = (0, Via +) insersezione delle faccie 1) 6) 9), 


.*? 
vy, =(4,0, ) . “ss 
vy, =(+, 4, $) ic ete 
r,=(4, 247%) »  » » 258), 
Y= (. a, <H) i io « eae 
vy, =(i, 3,4) » » » 9S, 
walt, 8) ~ » « 2 
vr, = (4, 3) _ »«» / 
V,, = (0, 0, «) ee » 1) 2) 3) 4), 


di questi vertici soltanto i due V,,, V,, sono singolari. Coi valori 
delle coordinate dei vertici cosi date esplicitamente, ci assicuriamo nel 
solito modo (Cf. (M) § 14) che nessuna sfera di riflessione di GV*4) 
attraversa P; resta soltanto a vedersi quante sostituzioni di G@“V™ 
trasformano P in sé medesimo. Qui conviene perd ricercare pit 
generalmente tutte le sostituzioni lineari di 1* 0 2° specie che cangiano 
P in s® medesimo, senza esigere che appartengano a G“V%4), percha 
in tal modo potremo decidere nello stesso tempo se @ possibile un nuovo 
ampliamento di G“Vi4), 

Ora osserviamo che in una trasformazione di P in sé stesso i due 
vertici singolari V,,, V, debbono permutarsi fra loro o restare 
singolarmente invariati. Poiché inoltre, fra diedri di P, i due agli 
spigoli V,V,, V,V, hanno rispettivamente l’ampiezza di 60° e di 45°, 
mentre tutti gli altri sono retti, lo stesso dovra valere delle coppie di 
vertici (V;, V;), (Vg, Vg). Dietro queste osservazioni dal semplice 
esame delle formole di Poincaré (M. § 1) risulta subito che non esiste 
aleuna sostituzione della specie cercata all’ infuori dell’ identita, onde 
concludiamo: 

Il poliedro P é il poliedro fondamentale di GV, Questo gruppo 
non é€ contenuto quale sottogruppo eccezionale in alcun gruppo piv 
ampio. 

Volendo ora il poliedro fondamentale del sottogruppo FV) bastera 
p- e. associare a P il suo simmetrico rispetto alla sfera 6), Questo 
nuovo poliedro ha i tre vertici singolari 
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iVia 1+ iVia 

’ —" ? 3 — 
corrispondenti alle tre forme quadratiche ordinarie 

(1, 0, 14), (2, 0, 7), (3, — 3, 5) 

a determinante — 14, le quali, insieme alla opposta (3, 1, 5) dell’ 
ultima, costituiscono un sistema completo di forme (ridotte) pel deter- 
minante D —— 14, Ne risulta che nella rete di poliedri, che da la 
divisione dello spazio corrispondente al gruppo F@Vi*), tutti e soli i 
punti del piano &, indici di numeri frazionarii del corpo quadratico 


(1,4 714), figurano come vertici di poliedri della rete. Aggiungiamo, 
senza pid farne oggetto di particolari considerazioni, che la medesima 


circostanza si potra constatare sugli altri gruppi fF, che passiamo 
ora a considerare (Cf. (M) Prefazione) . 


§ VI. 
Il gruppo GV) , 


Nel gruppo attuale si presentano le sfere di riflessione dei 
quattro tipi 


y [0-4 sey 07 


a+ Baki >= \ 


b) { 2) + ——te) += iat ? 
a,* + 17a,? + 17b,¢, = 1; 


c) \ a a) +(r ei opty +P=s5 
a,? + 17a,? + 4b,¢, = 2; 





a \2 
d) (§— 3) +0=3 va) indi oe 
a,? + 17a,? + 68b,c, = 2. 


Rispetto a quelle dei due primi tipi si presentava il punto singolare 
see, pel quale passano due serie di sfere dei nuovi tipi c) d). 


Si osservi di pid che il punto - = é alla sua volta esterno a tutte 


le sfere dei tipi c) d), mentre a per esso due serie di sfere dei 


tipi a) b). Scegliendo ciascuna volta nella serie le due sfere di massimo 
raggio, definiamo un poliedro P racchiuso in R dai quattro piani 





1I)E=0, 2)& 


esternamente alle 9 sfere 


1 
aa i 3) y=0, 


Sui gruppi di sostituzioni lineari. 


6) B+ n+ e—l, 
6) (¢—4) + (0-4) 4 2-8, 
) —% (4) +(e) +e Ht, 
, 8) (§—-3) +(1-ga) tf =a, 
| 9) (6-4) +(9- BY +e. 
10) (¢—4) +(n-#*)' peed, 
,~ * P+(1— pa) +! ae 
12) B+ (1-5) += ae 
13) e+(n— 2) peed 


Per le coordinate dei vertici di P troviamo col calcolo effettivo: 


V, =(0, 0, 1) 

V, =(+, 0, I) 

T(t shar 7 

y, mals, SF. py 
| eG 8) 


rn =(t, 2, 3) 


intersezione delle faccie 1) 3) 5), 


. * 


) ™ 


. 


Vit 1 
vy, =(0, M, 2) 
= _ ee Br 
Vs =(9, 2Vi7’ Vii) * 
17 1 
V, =(0, , 26 


Vio =(0, I 0) 





” 


”» 


” 


” 


” 


” 


” 


2) 3) 5), 
2) 5) 7), 
2) 7) 8), 
2) 6) 8), 
2) 4) 6), 


1) 4) 6), 
1) 6) 13). 


1) 12) 13), 


1) 10) 11) 12), 
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Vi; =(0, 4 Vit ‘) intersezioni delle faccie 1) 7) 11), 


“1B? 18 
Vio =(0, Fa’ 77) : die SSD, 
Vn=(z, 4, 0) » » » 6) 8)9), 
" =(s, =, rs) 4 » w» 6) 9) 10), 
Vu=(0 ay wa)” » » 8) 10) 18), 
¥.=(t, < x) _ » m2) 9) 10), 
nals B) .  . 4 nm, 
V.=(z. mr, ot) i » » 10) 12) 13), 
V.=(0, 0, + 00) . » x 1) 2) 8) 4). 


Col solito metodo ci assicuriamo che nessura sfera di riflessione di 
G&Vi) attraversa P. 

Ora, per facilitare la ricerca delle sostituzioni che cangiano P in 
sé medesimo, osserviamo che fra i diedri di P ve ne sono due di 60° 
agli spigoli 

VoVs, Vis Vis 
e quattro di 45° agli spigoli 
VsVy, VsVe, VirVia, Via Vis, 

mentre tutti gli altri diedri sono retti. In una trasformazione che 
cangi P in sé stesso i due vertici V;, V,,, come appartenenti 
simultaneamente ai primi ed ai secondi spigoli, debbono manifesta- 
mente permutarsi fra loro o restare ciascuno invariato. Nel 2° caso 
dovrebbero pure restare invariati V,, V,, V,,, V,,;; ma, esaminando 
il denominatore delle formole di Poincare (M § 1), si vede subito che 


tale sostituzione si riduce all’ identita. La sostituzione cercata deve 
dunque produrre gli scambi 


(Vs Vis) (V, Vis) (V, Vis) 
né ve ne possono essere due distinte ché altrimenti la loro combinazione, 
per quanto si @ visto, dovrebbe condurre all’ identita. Troviamo che 
la sostituzione cercata esiste effettivamente ed @ la ellittica a periodo 2 
iVi7.2+6 
32—iVi7 ’ 
appartenente a G‘V17), che lasciando fisso V,,; produce sugli altri 
vertici gli scambi 





«) 2 = 






















Sui gruppi di sostituzioni lineari. 47 


(V; V5)( V;, Vis) ( V; Vi5)( V, V;,) ( V; Vig) ( V, V;;) ( V,V, 1)( V, Vi2)( Vo Ve). 


Per avere il poliedro fondamentale P’ di GV) bastera dunque dividere 
P in due parti (equivalenti) con una sfera che passi pel circolo fisso 
della sostituzione «), i cui punti d’incontro col piano &y sono 


+ is. Si prender& ad esempio a questo oggetto la sfera 


Pte +e m2 
e del poliedro P si considerera soltanto la parte esterna a quest’ 
ultima sfera, ° 


g VIL. 


Il gruppo gC) 


In questo gruppo, secondo i risultati del § III, si offrono le sfere 
di riflessione dei quattro tipi seguenti: 


onesie 
jain 4M 


y (CRY # Oo sa) 4 a 
a,? + 39a,? + 156b,c, = 4; 


ay 3 » V39 
<) (s = st) + (1 Pe _* ) + C= sa 
3a,? + 134,2 + 12),¢, = 4; 


cw YP te : 1 
d) (: sa) t @- 2e 7) +O = ise? 
Ait) 
Quelle dei tipi a) b), che gia appartenevano al sottogruppo [ 
sono insufficienti a limitarne il poliedro fondamentale, a causa della 


presenza del punto singolare = “7 esterno a tutte le sfere di questi 


due tipi. Per questo punto passano due serie di sfere di riflessione 
dei nuovi tipic) d) e se in ciascuna serie scegliamo le due dei massimi 
raggi, veniamo a definire un poliedro P racchiuso in RF fra i quattro 
piani 
1 39 
1) E=0, 2 E=4, 3) 90, 4) ne 


esternamente alle due sfere del tipo a) 
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) &+e+e—1, 6) (6-4) 4(n-@) + e=1 
e alle quattro sfere dei tipi c) d) 

7) e+ (.9—) 4 eat, 

8) (¢—2) +(n—-) +e 4, 

9) P+ (1—p5) +e=a 

10) (5-5) +(1- Fe) +8 =a 

Per le coordinate dei vertici di P troviamo: 
V, =(0, 0, 1) intersezione delle faccie 1) 3) 5), 
v, =(}. 0, 4) »  » » %8)68), 
r=(,55:V3) » » » 25), 
V, =(, =, +) ” » » 2) 8) 10), 
r=(5,%%,t) » » 2) 7) 10), 
na(h Jers)» » 90D, 
vy, =(+, @, 1) » m » 906, 
vr, =(0, re 2 » » » 06), 
r=(,2,/73) » » » 08%, 
V.=(0, &, +) , “oe 
7,=(0, ©, $) » nm» w» 189%), 
Vir=( pe 7a) Kc = 
_— (i, -. 0) : » 7) 8) 9) 10), 
= (0, 0, + ow) 2 “ » 1) 2, 3) 4). 


Nessuna sfera di riflessione Jo attraversa e la sola sostituzione 


(ellittica a periodo 2) 
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pase) lee i, 


che appartiene al gruppo, lo cangia in sé stesso. Dividendo P in due 
parti col piano a 
una qualunque delle due pud assumersi a poliedro fondamentale di 
a 
G . 
§ VIII. 
I gruppi Gt V2), Gi V0), 


Per questi gruppi ci limiteremo a definirne i poliedri fondamentali, 
che si determinano applicando gli stessi metodi. 
A) Pel gruppo GV2) j quattro piani di riflessione 
1) §=0, 2) =F, 3) 7=—0, 4) n= 
insieme alle sette sfere 


6) P+ e+ e—, 


6) (¢-t) +(n—@) + eh, 
7) e+ (1-2) 0-4, 
8) (¢-3) +(0—-@) +e=35, 
0 (H+ mltet 
0) 0-1) (0a) tea 





 -a' 40-8) +e- 


limitano un poliedro P, non attraversato da ian altra sfera di 
riflessione con due soli vertici singolari, l’uno all’ infinito e l’altro nel 
punto as del piano €y. Oltre alla identitad, esiste la sola 
sostituzione (ellittica a periodo 2) 


Vi+iVs 2iV3 











*) Rai, Vitis’ 
V2 Vi 


che appartiene a G(V#1), e cangia P in sé stesso. Il poliedro fonda- 
mentale P’ di G&V#) si ottiene quindi dividendo P in due parti 
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equivalenti con una sfera che passi pel circolo fisso della B), per 
esempio colla sfera 


(}-3)'+(0-B)'+ 0-3, 


che lo contiene quale circolo massimo. 
B) Pel gruppo G“V%) j quattro piani 


1) €=0, 2) =>, 3) 7=0, 4) i, 


s 


insieme alle sette sfere di riflessione 


5) B+ e+e, 
6) e+ (n9—-) 4 eat, 
7) e+ (1-1) 4 e—4, 
8) e+(n—-)+e—1, 
9 (¢—2) +(0-™) + e=4, 
7 


ww) (¢—4) +(9-)'+e- 
m (ba) 40-8) +e- 5 


limitano un poliedro P, con un solo vertice singolare (all’ infinito), 
che non @ attraversato du alcuna sfera di riflessione e non ammette 
alcuna trasformazione in sé medesimo. Esso @ quindi il poliedro 
fondamentale di G@V%), 


— 
n 
~ 


= 
= 


Nota. 


Colla determinazione dei nuovi poliedri, eseguita in questa prima 
parte, vengono altresi risoluti i problemi fondamentali della teoria 
delle forme quadratiche di Dirichlet e di Hermite nei rispettivi campi 
quadratici (M § 21 s.s.). A questo proposito non é inutile osservare 
che insieme all’ ampliamento dei primitivi gruppi fF, & naturale 
procedere ad un corrispondente ampliamento nel significato dell’ equi- 
valenza di due tali forme. E chiaro infatti che, eseguendo sulle 
variabili x, y di una forma f di Dirichlet o di Hermite, a coefficienti 
interi nel corpo quadratico Q, una sostituzione 


sei + By’, 
) ly pat oy’ 


te yen tenn art HO ay 





= we w+ 
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Sui gruppi di sostituzioni lineari. 


con coefficienti interi in Q, ovvero appartenenti ad uno dei moduli JZ, 


H, K, che hanno servito all’ ampliamento di [, la forma trasformata 
f’ apparterra alla stessa specie. Due forme f, f’ si diranno dunque 
equivalenti se l’una si cangia nell’ altra con una sostituzione s) a 


determinante -- 1. I poliedri dei gruppi ampliati G® compiranno, 
nel nuovo campo dell’ equivalenza, lo stesso ufficio che i poliedri dei 


sottogruppi fF” nell’ antico campo. 


Parte 2°. 
Forme quaternarie. 


§ IX. 
Osservazioni fondamentali. 


¢ 
Sia 


(1) gm ETS, ad — By 


una sostituzione lineare a coefficienti a, 6, y, 0 arbitrarii (complessi). 
Consideriamo una forma quadratica di Hermite a variabili coniugate 
£513 50> Mo: 

F = 2,88 + (@_ + 445) E M9 + (t2— toy + 2yNN, 
Ove 2%, %, %3, %, indicano pel momento costanti arbitrarie reali. 
Effettuando sulle &y la sostituzione 


* = ab’ + Bn’, 
n= yb + on’ 
e contemporaneamente sulle coniugate la sostituzione coniugata 
A = ab) + Bom; 
No = Yb + 99% 
la F si trasforma in una forma F’ della medesima specie 
BY = a, 8&5) + (ae iy’) E ng + (@o’ — iy’) Eo 9 + 2,’ M9, 
i cui coefficienti si esprimono per gli antichi colle formole 
Wy = Oy L, + AY (Hy 43) + Ay y (%2— ts) + YYoX,, 
Ly + 1X, = a Box, + @9y(%2+ 425) + Bow(%,—t%s) + yIym,, 
Gq’ — 1X, = Oy Bx, + a) 0(x,—tx3) + BY) (%,+i%3) + 792,, 
«= BByx, + BO) (x,+ 64) + Byd (x, —tay) + JO)x,. 


Ponendo in evidenza le parti reali, possiamo scrivere: 


4* 








(t) 
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Hy = HH z, + (HP) ayy) Ly + i(aYy—Myy)X; + YM; 

ay = + (aBy-+ eB) 2, + + (ady-+.09-+ BY + Bor) xy 
+ + (@8,—0)3-+B 79 — Byy) as + > (78) +709)%4, 


(2) | , 
= + (a@,B—«By)a, + > (95 — ad,+ By, — Boy) x2 


+ * («by + @)9 — By — Boy) x3 + < (795 — 7p) 4, 
( ay’ = BByx, + (B9)+ yd) x, + (BO, — By0)aty + 8852. 


I due determinanti di F, F” sono eguali; si ha cioé 

(3) Wy)? + wy)? — ay 2 = 2, + ay? — 2%. 

Supponendo ora 2, %,%,%, non pid costanti ma variabili reali e 
trasformandole colla sostituzione quaternaria (2) in «,' 2,’ x,’ x, ne 
seguira, qualunque sia la sostituzione (1) l’identita (3). Alla sostituzione 


lineare (1) veniamo cosi a far corrispondere una sostituzione quater- 
naria a coefficienti reali: 





a hy , ay + My , t(@Y% — Gy 7) , Y7Yo 
+ («By+0B), 5(ad,+-«1,9-+By,+By?), = (a3.—a,5-+By, —Byy), +(78)+709) 


* (a B—aB,), £ (a3—03 y+ By) —By?)s 5 (039+ a9 — By, — Boy), £ (709 — 799) 
BBC Bd, + 499 (66,—-B9) , 96, 


e a determinante + 1, che trasforma in sé medesima la forma reale 
quaternaria 
p = «,? + 2? — 2, %,.*) 

Due sostituzioni (1) differenti fra loro s, s’ danno luogo a due sosti- 
tuzioni quaternarie (I) che indicheremo con S, S’ pure differenti fra 
loro, giacché risalendo dalla (I) alla (1) resta solo l’incertezza di un 
cangiamento simultaneo di segno in a, 6, y, 9, il che non altera la 
(1) (ne la (I). E importante poi osservare che al prodotto s‘s cor- 
risponde, nel senso sopra fissato, la sostituzione quaternaria SS’. 

Ne risulta che se consideriamo una serie di sostituzioni s sopra 
una variabile z costituenti un gruppo, le corrispondenti sostituzioni 
quaternarie S formeranno un gruppo isomorfo (oloedricamente) ed in- 
versamente. 

a i ae * 
*) Si osservera che ponendo 
Ly Uy Uy, Ly ey — Uy, Ly Ug, Ly = Uy 
la » si riduce immediatamente al tipo 
U6? + eg? + tg? — 1? 

















Sui gruppi di sostituzioni lineari, 53 


§ X, 
Gruppo riproduttivo della forma quaternaria 
&y* + Hy? — Ly 24, 

Ci proponiamo ora di dimostrare che, prescindendo da un cangia- 
mento simultaneo di segno nei coefficienti, le sostituzioni (I) sopra 
trovate sono le pid generali sostituzioni quaternarie reali a determinante 
+ 1 che trasformino in sé medesima la forma 

= 2,7 + 2,2 — 2%. 
Cominciamo per cid dall’ osservare che se 


Hy = yy By" + Ay Ly + Ayg%y + yyy’; 

By = Ayy Ly’ + Ayn Xo’ + gg Ly’ + yy Xy’, 

Ly = Ag, Ly + AyoXy' + Ayg Xs’ + ay, 2y,, 

Ly = Ay Ly yyy" + Ayy%y' + ay, 2, 

® una tale sostituzione, dovranno sussistere fra i coefficienti (reali) 
ai, le 10 relazioni 


(4) 


& —_— 
2 Gg, Any + 2A, yy — Ay, Ayn — Ayn Ay, = O, 
F € € 
(5) 2 dy, yg + 2g, G33 — 4), 4,3 — Gg ay, = 0, 
2 gy hy, 2 gy yy — Ayy Ayy — AA = — 1; 


€ 
2 yy Ay, + 2dy9Q33 — Ay_Myg — Ay3 Ay. =O, 
* janes cada’ — 
(5*) 2 Any Aq + 2 Ag Gs, Ayo M4 A144. = 0, 
‘7 . 
2 Ging Bg + 233434 — Ay3Mqq — yy My = 0; 


~ 


2 2 
An + Asi — Ay, 44, = 90, 


2 2 
Azz ++ O32 — Ay. Ay. = 1, 


(6) : : 
23 + a33 — Q13.%43 = 1 ? 
2 2 
G2g + O34 — A444, = 0, 
onde segue che la sostituzione inversa della (4) @ data da: 
= AyyX, — 2Ay4%, — 2Ag4H%y yg My, 


1 1 
* 
(4 ) 1 1 
Wy = — FAyghy fF  Ayg%y + gg %y — | Ag, 
i? Gy, %, — 2Aq,%q — 2A Hy + yy Hye 


Ora @ chiaro che se componiamo una sostituzione (4) con una sosti- 
tuzione della forma (I) 
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4" = By Hy Dy 2%_ + Diy Hy + Dy, %, 

din” = boy + Day Hy + dog ty + by4%,, 

is” = Dg4%, + dso + d53%3 + b5,2,, 

Gy” = Dy Hy A Dyn, + dg3%3 + DyyXy, 
il risultato saré nuovamente una sostituzione del gruppo riproduttivo 
di g. E facile vedere che disponendo in modo conveniente delle costanti 


a, B, y, & colle quali le 6;, sono composte, si pud fare in modo che 
nella sostituzione risultante sia nullo il nuovo coefficiente a,,. 


Basta per cid prendere a, y inguisa che si abbia 


By yO Oey ng (Wg yy) +H tg4 (Hy — Hoy) + Ay YP) =O 
ovvero moltiplicando per a,,*) ed osservando la 4* delle (6) 
{yg + (Gqy—454)Y} {Qy4% + (Gog +4434) %0} = 0. 
A questa si soddisfa nel modo pid generale lasciando y arbitrario 
(diverso da zero) e prendendo 
. axe $408 — Oe 
a a4 ’ ty 
Dopo cid si potra ancora prendere f ad arbitrio e determinare 0 da 
ad — By=—1. 


Questo risultato preliminare ci permette evidentemente di ridurre 
Ja dimostrazione del nostro teorema al caso in cui a,,—=— 0. L’ultima 


delle (6) da allora: 
dy = 0, dy = 0 
e conseguentemente, essendo a,, diverso da zero,**) dalle due ultime 
(5*) deduciamo anche 
Q2=9, a3 = 0. 
Le rimanenti relazioni fra le a si riducono alle seguenti 


Ay My = 1, Oya = a3: + ais, 
(7) Ay, Uyy = 2(Aq4 Ayy Agy Byy) , yy Ayg = 2 (gy Mog + Mg 3), 
da +de—=1, a+ a3 —1, Ay Az + As M33 = 0. 
Dalle tre ultime deduciamo 
As = + AQ, Ugg = F Ag} 


Yincertezza del segno si toglie osservendo che il determinante della 
sostituzione si riduce a 


*) Qui suppone a,, 20 ché altrimenti lo scopo che ci proponiamo sarebbe 
gia raggiunto. 
**) L'ipotesi 
Ayy = Agy = Ayy = Oy, = 0 
darebbe il valore zero pel determinante della sostituzione. 








———— 


a 





Sui gruppi di sostituzioni lineari. 55 


Ay 1 My4 (29 Gy — Mp3 Ago) 
e deve eguagliare |’unita positiva il che per le (7) da 
G33 = Aq2, = Ugg = — Ags 
Cosi indicando con g un angolo reale avremo per le (7); 





Gog —™ Ayq = COBY, Ay, = — a, = sin Y, 
2 2 
oon a ot ae ie 
at _* 44 a? 
cos gy 8in Gay COS ~ — gy 8in 
Pe nn Lk ee nk hk 
ay an 
Se a,, @ positivo bastera porre 
@ b x2 ; 
ee Gy —idy, ‘2 : 1 = 
a= Va,e ? b= = — e ? y=, 0 = —-—e 
Vay, ay 


per far coincidere la (1) coll’ attuale sostituzione. Quando poi a,, 
fosse negativo basterebbe cangiare tutti i segni delle a, come appunto 
si eya asserito. 


§ XI. 
Applicazioni. 


Nel gruppo totale continuo di sostituzioni (4) riproduttrici della 
forma 
Pp = xy + x,’ — 2, a, 
consideriamo un sottogruppo G discontinuo, privo cioé di sostituzioni 
infinitesimali. Tutte le sostituzioni di G, per quanto sopra @ dimo- 
strato, possono porsi sotto la forma di una sostituzione (1) ovvero di 
una tale sostituzione in cui siano cangiati simultaneamente i segni dei 
16 coefficienti. Le corrispondenti sostituzioni 


, az+B 


2 = 


yz+a 
formano un gruppo isomorfo [, privo esso pure di sostituzioni infini- 
tesimali, poiché se esistesse in [ una sostituzione infinitesimale sarebbe 
pure infinitesimale la sostituzione (I) corrispondente in G. L’isomorfismo 
di G, [ @ oloedrico se G non contiene la sostituzione 
|—1 0 0 0 
0 —1 0 0 
0 Oo —1 0 
0 0 QO —1 


ed @ invece meriedrico col grado m=2 di meriedria se questa sostituzione 
@ contenuta in G. Il gruppo discontinuo [ consente la rappresentazione 
geometrica di Poincaré ed @ quindi un gruppo poliedrico. 
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Dalla considerazione della speciale forma @ possiamo subito passare 
a quella di una forma reale quaternaria qualunque 


4 


y —- > Crs XL, 


1 


supponendo soltanto che essa sia riducibile con trasformazione reale 
al tipo 
Uy? + uy? + ts? — 4,7. 

E infatti la # sara altresi trasformabile con una sostituzione reale 7' 
nella forma g = x,’ + 2,7 -- %,%, e ogni sottogruppo K, privo di 
sostituzioni infinitesimali, che trasformi y in sé medesima, dara tras- 
formato con 7, il sottogruppo ZKT- riproduttivo di gm, privo di 
sostituzioni infinitesimali. 

Per arrestarci ad un caso di particolare interesse supponiamo che 
la forma @ sia aritmetica, abbia cioé i coefficienti c,, interi e prendiamo 
per K il suo gruppo aritmetico riproduttivo di sostituzioni a determinante 
+ 1, i cui coefficienti siano cioé interi. E evidente che K non contiene 
sostituzioni infinitesimali e da luogo quindi, nel modo superiormente 
descritto, ad un gruppo isomorfo poliedrico [ di sostituzioni sopra una 
variabile complessa. Fra i gruppi poliedrici [ cosi ottenuti meriterebbero 
uno studio speciale quelli che derivano da forme » che non possono 


annullarsi per valori interi (diversi da zero) delle variabili come p. e. 
la forma 


Qui ci limiteremo per altro a dimostrare come i gruppi quadratici [) 
e i gruppi ampliati G@ precedentemente studiati rientrino anch’ essi 


nella classe generale dei gruppi poliedrici, che provengono dai gruppi 
aritmetici riproduttivi delle forme quaternarie. 


Supponiamo che i coefficienti «a, B, y, 0 della sostituzione (1) 
percorrano i numeri interi del campo quadratico (1, i//D) e poniamo 
quindi 

a= a + ia,VD, B=86,+ ip,.VD, y=yt iy.VD, 

d= 0,+i0,/D, 
dove a, , &, B,, By, 71, ¥2» 9,, 92 sono razionali interi, indi alla forma 
di Hermite 

a, €E) + (a, + iV Dx) Em + (x, — iV D xy) Ey + HNN 

(essendo 2, 2, %, 2, costanti o variabili reali) applichiamo la sostituzione 
{* = af + Br, 
n= yi + dy. 

Col processo del §IX troviamo la corrispondente sostituzione quaternaria : 





” —— 








(Il) 





er 


— 








(1 
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a2+Dea,? , 2 (a4 71+ Daye) ’ 2 D(a 72-- a1) > we+Dy,? 


1) 0 By + DagBg, o&9s+8, ¥:+D (cg det Boye), D(a 5,—029;+ 6; 72—- Boys), 719s +Drede 


Op By—OyBy ,  Ogdy— ey De+Biy2—Berr » 0 9s+Degd,—(Biyi+D Boye), ¥291—7192 
BP + D8," , 2 (B,9;+ Be 93) ’ 2 D(B,5,— By) » Of+Ds" | 
che trasforma in sé medesima la forma quaternaria 

® = 2,2? + Da? — 4,%,. 
E manifesto che nella (II) i coefficienti saranno numeri interi; ma si 


vede facilmente che essi saranno ancora interi se (“> H é una di 
’ 


quelle sostituzioni, appartenenti ai moduli M, Ho K, colle quali nei 
§§ I, II abbiamo ampliato il gruppo FV) fino ad ottenere il gruppo 
GtiV>D) , 

Vediamo adunque che i gruppi ampliati GV) corrispondono ad 


un sottogruppo del gruppo aritmetico che riproduce la forma qua- 
ternaria ®. 


“Pisa, Agosto 1892. 











Ueber den Zusammenhang in Reihen mit einer Anwendung 
auf die Theorie der Substitutionen. 


Von 


P. Hover in Schnepfenthal. 


Die Betrachtung der Aenderungen, welche der Zusammenhang der 
Blatter einer Riemann’schen Flaiche in den Uebergangslinien erfiahrt, 
wenn man die Uebergangslinien durch andere ersetzt, fiihrt mit Noth- 
wendigkeit dazu, Producte cyklischer Substitutionen, welche dem Werthe 
nach gleich, der Form nach aber verschieden sind, auf diese Ver- 
schiedenheit ihrer Form von gewissen Gesichtspunkten aus zu be- 
trachten. Wenn man z. B. in der Arbeit des Herrn Liiroth ,,Note 
iiber Verzweigungsschnitte und Querschnitte in einer Riemann’schen 
Fliche“ (Bd. 4 d. Z.) und in der weiteren Ausfiihrung hierzu von 
Clebsch ,,Zur Theorie der Riemann’schen Fliche“ (Bd.6 4d. Z.) von 
der Anschauung der Riemann’schen Fliche abstrahirt, so behandeln 
beide Arbeiten nichts anderes als diesen Gegenstand fiir ein identisches 
Product von Transpositionen. Eine allgemeine Theorie der hier in 
Frage kommenden Begriffsverkniipfungen, wie sie die vorliegende Arbeit 
zu geben versucht, scheint indessen zu fehlen und méchte vielleicht, 
ganz abgesehen von dem Nutzen, den sie bei der Behandlung auf die 
Riemann’sche Fliche beztiglicher Fragen gewihren kann*), auch fiir 
sich einiges Interesse beanspruchen diirfen. 


A. Ueber den Zusammenhang in Reihen. 


§ 1. 


In der Reihe A,A,... A, mége jedes Glied als Gesammtvor- 
stellung einer bestimmten Anzahl von Elementen, also selbst als Reihe 
gedacht werden, wobei indessen die Anwendung des Wortes ,,Reihe“ 
den Fall nicht ausschliessen soll, dass die Anzahl der Glieder bez. 
Elemente sich auf Eins reducirt. Unter diesen Elementen — wir be- 
zeichnen sie kurz als ,,Buchstaben“ und stellen sie in der Folge durch 


*) Ich habe mich in dieser Beziehung auf ein kurzes Beispiel am Schlusse 
beschrankt. 
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kleine Buchstaben dar — kénnen sich gleiche finden, die demselben oder 
verschiedenen Reihengliedern angehéren kénnen und durch denselben 
Buchstaben dargestellt sind. Es kann also auch derselbe Buchstabe 
in verschiedenen Reihengliedern vorkommen, m. a. W. mehrere Glieder 
kénnen einen Buchstaben gemeinsam haben. Kann man aus mehreren 
Gliedern der Reihe A, A, ... A, durch einmalige Aufnahme jedes 
Gliedes eine Reihe A,A,;A,...A,A, bilden, in der je zwei auf- — 
einander folgende Glieder wenigstens einen Buchstaben gemeinsam 
haben, so soll eine solche Reihe A,Ag...A,A, eine ,,in der Reihe 
A,A, ... An enthaltene Reihenkette heissem Gehéren zwei Glieder 
oder zwei Buchstaben einer Reihe einer in ihr enthaltenen Reihenkette 
an, so sollen sie ,,zusammenhdngend im Gebiete der Reihe (in der 
Rethe) heissen. Die Betrachtung der Reihen hinsichtlich dieses Zu- 
sammenhanges bildet den Gegenstand dieses Abschnitts. 


§ 2. 

Man beweist zunichst leicht den Satz: Hingen zwei Glieder resp. 
Buchstaben einer Reihe im Gebiete der Reihe mit einem dritten zu- 
sammen, so hiingen sie auch mit einander zusammen. Sucht man 
daher zu einem beliebigen Gliede einer Reihe alle mit ihm im Gebiete 
der Reihe zusammenhiingenden Glieder auf, so wird dadurch aus der 
gegebenen Reihe eine Reihe ausgeschieden, in der je zwei Glieder resp. 
Buchstaben zusammenhiingen, wihrend kein Glied oder Buchstabe 
dieser Reihe mit einem der iibrigen Glieder resp. Buchstaben in der 
gegebenen Reihe zusammenhingt. Werden nun ebenso zu einem der 
letzteren Glieder alle mit ihm in der gegebenen Reihe zusammen- 
hingenden Glieder aufgesucht, so enthilt die hierdurch ausgeschiedene 
Reihe kein Glied der zuerst ausgeschiedenen Reihe. Man wird daher 
durch geniigende Fortsetzung dieses Verfahrens schliesslich simmtliche 
Glieder der gegebenen Reihe in Reihen oder Gruppen geschieden er- 
halfen, welche von der Beschaffenheit sind, dass je zwei Glieder resp. 
Buchstaben einer Gruppe im Gebiete dieser zusammenhingen, dagegen 
kein Glied einer Gruppe mit einem Gliede einer andern im Gebiete 
der gegebenen Reihe zusammenhiingt, sodass also auch keine zwei 
Gruppen einen Buchstaben gemeinsam haben. Es ist ferner leicht er- 
sichtlich, dass eine Scheidung der Glieder einer Reihe in Gruppen 
dieser Beschaffenheit nur auf eine Weise méglich ist, sofern jede 
Scheidung stets dieselben Gruppen liefert. Diese Gruppen sollen die 
in der gegebenen Reihe enthaltenen ,,transitiven Gruppen“ oder kurz 
die transitiven Gruppen der gegebenen Reihe heissen*). 


*) Eine Reihe mit nur einer transitiven Gruppe ist danach selbst als transi- 
tive Reihe zu bezeichnen. 
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Zwei der transitiven Gruppe eimer Reihe kénnen keinen Buch- 
staben gemeinsam haben. Es kénnen aber zwei Reihen in der Be- 
ziehung zu einander stehen, dass jeder transitiven Gruppe der einen 
Reihe eine transitive Gruppe der andern entspricht, die mit ihr alle 
verschiedenen Buchstaben gemeinsam hat, sodass also von zwei ent- 
sprechenden transitiven Gruppen jede dieselben verschiedenen Buch- 
staben enthilt, wie die andere. Wir sagen dann, die transitiven 
Gruppen beider Reihen ,,stimmen in den Buchstaben iiberein“. Eine 
soleche zwischen zwei Reihen A,A,...A, und B,B,...B, statt- 
findende Beziehung soll durch die Schreibweise A,A,...A,=B, B,...Bn 
ausgedriickt werden. Von dieser Beziehung gilt nun der Satz: 

(a) Wenn 


Ah, ..+ hg RD, . «Ty 
und 


An+1 An+e «6 Asta, = Brnys Bune eee Buton 
ist, so ist auch 
fa, A, eee Aanin, => Bz, Bs, xe Benim, 
Dabei bedeutet A,,As,.-.Ac,,,,, resp. By, Bs,..- Bs,,,, eime aus 
den Gliedern der Reihen A,A,...An und Anyi Anse... + Angn,, TESP. 
B,B,... Bn wd Bnyi Bris... Bnim, zusammengesetzte Reihe. 

Der Beweis ergiebt sich leicht daraus, dass zwei verschiedene 
in einer der beiden Reihen Ag, Ag,...Ac,,,, und Bs, Bs. - - Bays, 
zusammenhiingende Buchstaben auch in der andern zusammenhingen. 
Enthalt aber eine der beiden Reihen einen Buchstaben, der mit 
keinem von ihm verschiedenen zusammenhingt, so ist dieser Buchstabe 
auch in der andern Reihe enthalten und hiingt hier mit keinem von 
ihm verschiedenen zusammen. 

(8) Wéahlt man aus einer transitiven Gruppe eines oder mehrere 
Glieder aus, so giebt es unter den itibrigen Gliedern sicherlich eines, 
das mit einem der ausgewiahlten Glieder wenigstens einen Buchstaben 
gemeinsam hat. Daraus folgt, dass man die Glieder einer transitiven 
Gruppe stets so ordnen kann, dass jedes mit der Reihe aller voran- 
gebenden wenigstens einen Buchstaben gemeinsam hat und dass man 
hierbei das Anfangsglied beliebig waihlen kann. Bei einer solchen 
Anordnung der Glieder bildet dann die von dem Anfangsglied bis zu 
einem beliebigen Gliede erstreckte Reihe fiir sich eine transitive Gruppe, 
und umgekehrt ist auch jede dieser Bedingung geniigende Anordnung 
von der Art, dass jedes Glied mit der Reihe aller vorangehenden 
wenigstens einen Buchstaben gemeinsam hat. 


§ 3. 
(a) Es seien a,,, @x,,--+@x,, die in einem Gliede A, einer Reihe 
A, A,...A, enthaltenen gleichen und verschiedenen Buchstaben. Aus 


























Zusammenhang in Reihen. 61 


diesen Buchstaben denke man sich eine zweigliederige Reihe A; A,” 
gebildet, die jeden der Buchstaben ay,,, @x,,..-@x,, einmal und nur 
einmal enthalt, und denke sich diese zweigliederige Reihe an die Stelle 
von A, in der gegebenen Reihe gesetzt. Das Bilden dieser zwei- 
gliederigen Reihe soll dann ein ,,Spalten“‘ des Gliedes A; in die beiden 
Glieder A,’, A,” heissen, und die durch die gedachte Substitution aus 
der gegebenen Reihe erhaltene Reihe A,A,... Ay-1 Ax Ax” Appi... An 
soll aus der gegebenen Reihe durch diese Spaltung entstanden heissen. 
Ist es nun unmdglich, eines der Glieder einer Reihe so in zwei Glieder 
zu spalten, dass diese beiden Glieder in der durch die Spaltung aus 
der gegebenen entstandenen Reihe zusammenhingen, so nennen wir 
die Reihe ,,einfach zusammenhingend“, sind solche Spaltungen aber 
modglich, so soll die Reihe ,,mehrfach zusammenhdngend“ heissen. Aus 
dieser Erklirung fliessen die nachstehenden Folgerungen: 

(8) Eine Reihe, welche sich aus einer einfach zusammenhingenden 
Reihe durch Fortlassen eines oder mehrerer Glieder ergiebt (in ihr 
enthalten ist) ist wieder einfach zusammenhingend., 

(y) Kein Glied einer einfach zusammenhiingenden Reihe kann 
gleiche Buchstaben enthalten und mit einer der transitiven Gruppen, 
welche in einer aus beliebigen der tibrigen Glieder gebildeten Reihe 
enthalten sind, mehr als einen Buchstaben gemeinsam haben; und 
umgekehrt, jede Reihe, welche diesen Bedingungen geniigt, ist ein- 
fach zusammenhingend. 

Hat niimlich irgend ein Glied einer Reihe gleiche Buchstaben, so 
kann man dieses stets so in zwei Glieder spalten, dass diese beiden 
Glieder einen Buchstaben gemeinsam haben. Hat aber irgend ein Glied 
A, mit einer der transitiven Gruppen, welche in einer aus mehreren 
der iibrigen Glieder gebildeten Reihe enthalten sind, die beiden Buch- 
staben az,, Ax, gemeinsam, so braucht man nur A, in zwei Glieder 
A,’, A,” zu spalten, von denen das eine ax,, das andere dx, enthilt, 
um aus der gegebenen eine Reihe entstehen zu lassen, in der A,’, A,” 
zusammenhiangen. Dass auch die Umkehrung gilt, folgt aus 

(0) Wenn eine Reihe mehrfach zusammenhingend ist und keines 
ihrer Glieder gleiche Buchstaben enthilt, so enthiilt die Reihe stets 
eine Reihenkette Ag, Ag,...Ac,, von der Beschaffenheit, dass jedes 
Glied A,, derselben zwei Buchstaben ag, ,,@a, enthilt, welche auch 
in der von den iibrigen Gliedern der Kette gebildeten Reihe zusammen- 
hangen. 

Denn der Voraussetzung zufolge kann man durch Spaltung wenigstens 
eines Gliedes Ag, der gegebenen Reihe in zwei Glieder Aj,, Ag, aus der 
gegebenen eine Reihe entstehen lassen, in weleher Aj, und Ag, zu- 
sammenhingen, In dieser Reihe muss somit eine Reihenkette mit den 
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Gliedern Ag, und A,’ enthalten sein, die mindestens drei Glieder ent- 
halt, weil A;,, A,’ keinen Buchstaben gemeinsam haben, und also 
von der Gestalt sein muss: Ag,Ac,...Ae,,Ac,, WO Aa... Ag, der 
gegebenen Reihe angehéren. Ist nun der Buchstabe a,, den Gliedern 
A;,, A,,, der Buchstabe a,, den Gliedern A,,, Ag, u.s.f., der Buch- 
stabe aq,, den Gliedern A,,, Ac, gemeinsam, so wird man stets voraus- 
setzen diirfen, dass je zwei aufeinander folgende der Buchstaben 
Ge,» Ge,,+++ Ge, VON einander verschieden sind, da man andernfalls 
durch Fortlassen eines oder mehrerer der Glieder A ,, Ag,,... A, 
eine Kette bilden kénnte, die dieser Bedingung geniigt. Aisdann ist 
A,, Aq,..- Ac, eine in der gegebenen Reihe enthaltene Reihenkette 
von der verlangten Beschaffenheit. 


(e) Wie man daher auch die Glieder einer mehrfach zusammen- 
hingenden Reihe, in der kein Glied gleiche Buchstaben enthilt, ordnen 
mag, es findet sich stets wenigstens ein Glied, das mit der Reihe aller 
vorangehenden Glieder mehr als einen Buchstaben gemeinsam hat. 
Ordnet man dagegen in einer einfach zusammenhiingenden Reihe die 
Glieder so, dass die Glieder derselben transitiven Gruppe unmittelbar 
auf einander folgen und dass in jeder der transitiven Gruppen die 
Anordnung der Glieder die in § 2 (8) angegebene ist, so hat jedes 
Glied mit der Reihe aller vorangehenden héchstens einen Buchstaben 
gemeinsam. Denn jedes Glied einer der transitiven Gruppen hat mit 
der Reihe der vorangehenden Glieder derselben Gruppe nur einen 
Buchstaben gemeinsam, da diese Reihe fiir sich eine transitive Gruppe 
bildet (§ 2 (8), § 3 (y)), mit einem Gliede der iibrigen Gruppen aber 
iiberhaupt keinen Buchstaben gemeinsam. 

(m) Zieht man von der Anzahl aller in einer Reihe enthaltenen, 
gleichen und verschiedenen Buchstaben die Anzahl der verschiedenen 
unter diesen Buchstaben ab, so soll die erhaltene Differenz ,,die Wieder- 
holung in der Reihe“ heissen, Mittelst dieses Begriffs lisst sich die 
Entscheidung dariiber, ob eine Reihe einfach oder mehrfach zusammen- 
hangend ist, in folgendem Satz zusemmenfassen: 

Eine Reihe mit n Gliedern und r transitiven Gruppen ist einfach 
oder mehrfach zusammenhdngend, je nachdem die Wiederholung in der 
Reihe w= n — r, oder > n — r ist. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich als einfache Folgerung aus 
dem leicht zu beweisenden Hilfssatze: Die Wiederholung in einer aus 
den Gliedern zweier Reihen zusammengesetzten Reihe ist gleich der 
Summe der Wiederholungen in den beiden Reihen vermehrt um die 
Anzahl der verschiedenen, den beiden Reihen gemeinsamen Buch- 
staben. Nach diesem Hilfssatze ergiebt sich, wenn mit w. die Wieder- 
holung in der Reihe der ersten a Glieder, mit w_ die Wiederholung 
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im a'*" Gliede selbst und mit ¢, die Anzahl der verschiedenen Buch- 
staben bezeichnet wird, die das a'* Glied mit der Reihe der voran- 
gehenden gemeinsam hat: 


W = Wy = @, + Wa-1 + En) Wr—-1 = Dy_1 + Wr-2 + En—-1, 
Wa—2 = Wn_g + Wns + Ene u. 8. ff. 
mithin 
w= Zo + Laéa- 

Werden nun die Glieder der Reihe so, wie in (¢) fiir die einfach zu- 
sammenhingende Reihe angegeben wurde, geordnet vorausgesetzt, so 
haben x der Zahlen «¢, den Werth Null, diejenigen nimlich, welche 
von den Anfangsgliedern der transitiven Gruppen herriihren, die tibrigen 
nm —yr sind gleich 1, oder grésser als 1. Ist die Reihe einfach zu- 
sammenhingend, so sind alle von Null verschiedenen ¢. = 1, ausser- 
dem alle m=O, mithin ist w—=n—r. Ist die Reihe mehrfach 
zusammenhingend, so ist entweder wenigstens ein @, > 0, oder 
wenigstens ein ¢, > 1, auf alle Falle daher w >» — 1. 

Zusatz: Spaltet man jedes Glied A, so in @, + 1 Glieder, dass 
eines dieser Glieder alle verschiedenen in A, enthaltenen Buchstaben 
enthilt, darauf dieses Glied wieder so in é¢ Glieder*), dsss jedes dieser 
Glieder einen der «, Buchstaben enthilt, die A, mit der Reihe der 
vorangehenden gemeinsam hat, so sind im ganzen 

Za, + Zeé& — (n — 7) = w— (n— 1) 
Spaltungen der Art ausgefiihrt, dass die transitiven Gruppen der durch 
die Spaltungen entstehenden Reihen mit denen der gegebenen Reihe 
in den Buchstaben iibereinstimmen. Mehr successive Spaltungen dieser 
Art kann man nicht ausfiihren, denn nach Ausfiihrung von w—(n —r) 
solchen Spaltungen ist fiir die neue Reihe die Anzahl der Glieder 
n' =n+w—(n—r), 
die Wiederholung w’ = w, die Anzahl der transitiven Gruppen r’= 1, 
somit 
w’' — (n’ — r’) = 0, 
die Reihe also einfach zusammenhingend. 


Die Differenz w— (n—yr) soll ,,der Grad des Zusammenhanges“ 
heissen. 


§ 4. 

Der Inhalt der §§ 1—3 ist zum Verstiindniss des niichsten Ab- 
schnitts véllig ausreichend. Mit Riicksicht auf spiitere Anwendungen 
und um der Theorie des Zusammenhanges einen Abschluss zu geben, 
mag es indessen gestattet sein, die bisher entwickelten Ideen noch 





*) Fir o,=—0, ¢,=0, oder =1 bleibt das betr. Glied natiirlich un- 
verindert, 
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weiter auszufiihren. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall einer 
Reihe, in der kein Glied gleiche Buchstaben enthilt. 

Die Deutung, welche am Schlusse des vorigen Paragraphen die 
als Grad des Zusammenhanges bezeichnete Differenz w — (m — r) er- 
fahren hat, erschépft die Bedeutung nicht, welche dieser Differenz fiir 
die Theorie des Zusammenhangs zukommt. Diese Bedeutung ist eine 
weitergehende, jene implicite enthaltende. Um indessen dies nachzu- 
weisep, bedarf es einer Reihe von Begriffsbestimmungen, die im 
Interesse der Exactheit erforderlich sind und zuniichst gegeben werden 
sollen: 

Man kann auf eine als bestimmt gegeben vorausgesetzte Reihe 
andere Reihen dadurch beziehen, dass man sich die Buchstaben der 
gegebenen Reihe, simmtlich oder zum Theil wiederholt und zu neuen 
Reihen vereinigt vorstellt. Dabei ist es statthaft, einen Buchstaben 
der gegebenen Reihe beliebig oft (auch in einer Reihe) zu wiederholen. 
Solche Buchstaben, die also Wiederholungen desselben Buchstabens 
der gegebenen Reihe sind, und nur solche Buchstaben, sollen dann 
als ,,identische“ bezeichnet werden, wiahrend ,,gleiche‘‘ Buchstaben 
sowohl identische, als auch Wiederholungen gleicher Buchstaben der 
gegebenen Reihe sein kénnen, und _ ,,verschiedene“ Buchstaben stets 
Wiederholungen als verschieden vorausgesetzter Buchstaben sein sollen. 
Durch a® soll ein Buchstabe dargestellt werden, der die Wiederholung 
eines Buchstabens des Gliedes A, der gegebenen Reihe ist; dabei 
sollen die oberen Indices gleich oder verschieden sein, je nachdem die 
Buchstaben in dem soeben angegebenen Sinne gleich oder verschieden 
sind, sodass zur Darstellung identischer Buchstaben die oberen und 
unteren Indices gleich zu wihlen sind. 

Die in solcher Weise auf die gegebene Reihe bezogenen Reihen, 
um die es sich hier handelt, sind nun Reihen von Buchstabenpaaren 
a® a?, in denen also die Buchstaben jedes Paares Wiederholungen von 


Buchstaben eines Gliedes der gegebenen Reihe sind. Wir stellen eine 
solche Reihe dar in der Form 


ay am + am am + Gan +:::: 
Dabei kénnen die oberen Indices gleich oder verschieden sein. Um 
eine solche Reihe durch einen einzigen Buchstaben darzustellen, be- 
dienen wir uns in der Folge des Buchstabens P (bez. P;, P,.. .), und 
* yverstehen unter einer Summe mehrerer solcher Reihen, P,+ P,-+ P,+ ---, 
eine Reihe, die aus den Paaren derselben zusammengesetzt ist, wobei 
die Aufeinanderfolge der Paare gleichgiiltig sein soll. 
Zwei Paare heissen identisch, wenn die gleichstelligen Buchstaben 
in ihnen identisch sind, entgegengesetet, wenn der erste und letzte 
Buchstabe des einen mit dem letzten und ersten Buchstaben des andern 
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identisch ist. Entsprechend heissen zwei Reihen P,, P, identisch, oder 
entgegengesetzt, je nachdem die Paare der einen in irgend einer Reihen- 
folge genommen mit denen der andern identisch, oder entgegengesetzt 
sind. Durch denselben Buchstaben P (bez. P,, P,,...) werden stets 
identische, durch P und — P entgegengesetzte Reihen dargestellt. 

Versteht man unter k eine positive oder negative ganze Zahl oder 
die Zahl Null, so soll unter dem Product kP, das durch Multipli- 
ciren der Reihe P mit k entsteht, eine Summe verstanden werden, 
die aus P und — P ebenso zusammengesetzt ist, wie k aus + 1 und 
— 1. Danach versteht sich die Bedeutung der Summe k, P, +h, P,+--: 
von selbst. 

Kine Reihe P heisst eine ,,Null“ und wird durch das Zeichen 0 
dargestellt, wenn entweder sich ihre Paare so ordnen lassen, dass die 
Reihe die Gestalt erhiilt: 


Ny ™ % Me No Ns Ny-2 "pt My—-1 My 
1. a, a, + a, ay, > a,, e, + x + an, a, + c., a, ? 
oder wenn die Reihe eine Summe von Reihen dieser Gestalt ist. 

Zwei Reihen P, und P, heissen ,,gleich“, wenn die Summe 
P, + (— P,) eine Null ist. Eine ,,Gleichung“ P, = P, endlich ist 
der Ausdruck fiir die Gleichheit der beiden Reihen P, und P,. 


(«) Damit sind diejenigen Begriffsbestimmungen gegeben, die fiir 
die Weiterentwickelung der Theorie des Zusammenhanges erforderlich 
sind. Es liasst sich zeigen, dass man mit den soeben entwickelten Be- 
griffen der Summe, des Entgegengeseteten, der Null und der Gleichung 
ebenso operiren kann, wie in der Algebra, sofern man sich beim 
Operiren auf Addiren und Subtrahiren*) von Gleichungen und Multi- 
pliciren derselben mit ganzen Zahlen beschriinkt. Der nihere Nach- 
weis hierfiir mag dem Leser iiberlassen bleiben, man bedarf dazu des 
Satzes, dass man in einer Gleichung auf einer Seite beliebige Buch- 
stabenpaare hinzufiigen oder fortlassen kann, wenn diese 0 als Summe 
ergeben. ' 

Wir verstehen daher jetzt, ebenso wie in der Algebra, unter 
einer linearen Gleichung fiir die Reihen P,, P,,...P, eine Gleichung 
von der Form: 

k, P, + k,P,+- --+kP, =0, 
in welcher indessen k,,k,,...k,, die Coefficienten der Gleichung, 
positive oder negative ganze Zahlen oder die Zahl Null sind. Je 
nachdem eine solche lineare Gleichung, in der wenigstens ein Coeffi- 
cient von Null verschieden ist, fiir die Reihen P,, P,,...P, besteht, 


*) Das Subtrahiren einer Reihe P ist dann als gleichbedeutend mit dem 
Addiren von — P anzusehen, 
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oder nicht besteht, sagen wir, diese Reihen sind linear abhiingig von 
einander, oder linear unabhingig von einander, und zwar heisst P, 
linear abhingig von P,... P,, wenn der Coefficient von P, von 
Null verschieden ist; ist dieser Coefficient ausserdem gleich 1, so 
heisst P, linear und ganzzahlig abhiingig von P,...P,. Es ergeben 
sich weiter die folgenden Siitze: 

1) Sind n+ 1 Reihen P,’, P,y,. . . Piss linear abhingig von n 
Reihen P,, P,,...P,, so sind P,’, P,’,... Pay: linear abhingig 
von einander, 

2) Sind » Reihen P,’, P,’, ... P,’ linear und ganzzahlig abhiingig 
von » linear von eimander unabhingigen Reihen P,, P,,... Pr 
mittelst des Gleichungssystems: 


Py = ke: P, + kao P, + eee + kanPa (a = 1,2, es -n), 
so sind P,’, P,,...P, limear abhiingig, oder unabhiingig von ein- 
ander, je nachdem die Determinante des Coefficientensystems [k, 4] = 0, 
oder von Null verschieden ist, und P,, P,,...P, sind linear und 
ganzzahlig abhiingig von P,’, P,’,... P,’, oder nicht, je nachdem diese 
Determinante den Werth + 1 hat, oder nicht, 

(8) Die Reihen P, welche uns im Folgenden beschiftigen sollen, 
sind nun Reihen besonderer Beschaffenheit, die wir als ,,Cyklen“ be- 
zeichnen und in folgender Weise definiren: 

Eine Reihe P heisst ein Cyklus, wenn entweder ihre Paare sich 
so ordnen lassen, dass die Reihe die Gestalt erhilt: 

Il. aa, 4. a, a, aa a, a, +--+ a?*a? 44? "'a? 


Mp1 Mpy—1 My my,’ 


oder wenn die Reihe eine Summe von Reihen dieser Gestalt ist. 
Die EHigenschaft einer Reihe P, ein Cyklus zu sein, soll in der 
Folge durch P angedeutet werden. 


Es ist nun klar, dass die Anzahl der Cyklen einer Reihe un- 
endlich gross ist. Hs lisst sich aber zeigen, dass sie siimmtlich von 
einer bestimmten Anzahl linear von einander unabhiingiger Cyklen 
linear und ganzzahlig abhiingig sind, und diese Anzahl ist gleich dem 
Grade des Zusammenhanges der gegebenen Reihe. Zum Nachweise 
dieses sollen die nichsten Siitze dienen: 

1) Jeder auf eine einfach zusammenhingende Reihe bezogene Cylilus 
ist gleich Null. 


Jeder Cyklus liisst sich naimlich aus Reihen von der obigen Form 
I] zusammensetzen, Ist nun eine Reihe dieser Form auf eine einfach 
zusammenhiingende Reihe bezogen, so muss sich in ihr, wenn nicht 
M, =n, ist, ausser dem ersten Paar wenigstens noch ein Paar finden, 
dessen unterer Index gleich m, ist. Wire dies niimlich nicht der 
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Fall, so wiirde durch Spalten des Gliedes A,, der gegebenen Reihe 

in die beiden Glieder A,,, Ay, von denen A’ a*?, Aja enthielte, 

aus der gegebenen Reihe eine Reihe entstehen, in der A,,,, Ay, zu- 
"-1 


sammenhiingen wiirden. Sei nun On, Fm das erste unter den auf 





Ny % a" 

a,?a,, folgenden Paaren, dessen unterer Index m, =m, ist, Alsdann 
1 1 

muss %—1 =”, sein, denn sonst wire 


an, +0 t+ a +> +a, 

ebenfalls ein auf die gegebene Reihe bezogener Cyklus von der Gestalt 

II, in dem sich ausser dem ersten kein zweites Paar mit dem unteren 

Index m, finde, was, wie bewiesen, wenn m-_, nicht =, ist, un- 

moglich ist. Nun ist wieder 

ny) n nm). 

a,” a, + Me, . Serr * an. an 
ein auf die gegebene Reihe bezogener Cyklus von der Gestalt II, fiir 
den man den ganzen Schluss wiederholen kann: Der Cyklus muss, 
wenn nicht , = ist, ausser dem ersten wenigstens noch ein Paar 

mit dem unteren Index m, haben, und bestimmt man das erste dieser 
Paare, so muss der obere Index des ersten Buchstabens desselben 
gleich m sein. Da aber die Anzahl der Paare endlich ist, so muss 
man, in dieser Weise weiter gehend, einmal zu einem Paare mit dem 
unteren Index m, gelangen, dessen letzter Buchstabe den obern Index 

m» hat. Dann bilden die erhaltenen Paare einen Cyklus von der Ge- 

| stalt IT, in dem aber die siimmtlichen unteren Indices gleich m, sind, 

der also von der Form I, somit gleich ‘Null ist. Liisst man diese 

Paare aus dem gegebenen Cyklus fort, so ist auch die Reihe der iibrig- 

bleibenden Paare ein Cyklus, in dem wieder irgend ein Paar mit anderen 

zusammen Null ergeben muss, u. s. f. 


2) Unter den auf eine gegebene Reihe bezogenen Cyklen giebt es 
stets eine, dem Grade des Zusammenhanges der Reihe gleiche Anzahl 
linear von einander unabhiingiger Cyklen, von denen jeder auf die Reihe 
bezogene Cyklus linear und ganezahlig abhdngig ist. 

\ Wir beweisen zuerst, dass es eine dem Grade des Zusammenhanges 
gleiche Anzahl linear von einander unabhiingiger Cyklen giebt. Die 
gegebene Reihe A,A,...A, werde in der § 3 (pm) angegebenen Weise 
geordnet vorausgesetzt, sodass also die Glieder derselben transitiven 
Gruppe unmittelbar auf einander folgen und jedes Glied, die Anfangs- 
glieder der transitiven Gruppen ausgenommen, wenigstens einen Buch- 
staben enthilt, zu dem sich in der Reihe der vorangehenden Glieder 
ein gleicher findet. Die Anzahl aller: dieser Buchstaben ist, unter 
5* 
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Beibehaltung der Bezeichnung in § 3 (), gleich 2, & = w, da jetzt 
@,=0 ist. Von diesen Buchstaben wihlen wir aus jedem Gliede 
einen nach Belieben aus, sodass die Anzahl der ausgewiihlten Buch- 
staben gleich » —r ist, und bezeichnen die tibrigen w — (n — r), 
entsprechend der jetzt angenommenen Bezeichnungsweise, durch 


No a - ae 
m? Sm, *** Sq, (s = w -— (n r)), 


wobei m, > mg sein soll, wenn « > ist. Zu jedem Buchstaben 
a* wird nun einer der ausgewihlten Buchstaben, a,* gehéren, der 
a a 


demselben Reihengliede A, angehért. Zu diesen beiden Buchstaben 


a 


n n’ ‘ ° ° ° 
a,,, a, werden sich ferner in der Reihe der dem Gliede A, voran- 
a a 


gehenden Glieder gleiche Buchstaben finden, die im Gebiete dieser 
Reihe zusammenhiingen (§ 2 (8)). Daraus geht hervor, dass man immer 


einen Cyklus mit dem Buchstabenpaare a" a. wird bilden kénnen, der 


ausser diesem Buchstabenpaare nur Paare mit kleineren unteren Indices 
als m, enthilt. Ein solecher Cyklus wird daher auch keinen der Buch- 


Natt "e+e Ms x - , . 
staben Baits? mets °° Im, enthalten ; denn obgleich zwar unter diesen 


Buchstaben sich noch solche finden kénnen, deren unterer Index gleich 
m, ist, so findet sich doch unter diesen letzteren keiner, dessen oberer 
Index gleich nz oder m, ist. Wir stellen einen solchen Cyklus dar 
durch 


= nm, Ny Ne—1 Ne eit = 
P (9 Bn,? I2%q9 °° + Iq %m 1 Sng? Oa" ...0a ); 


Moet-1 m, 


indem wir allgemein einen Cyklus, der den Buchstaben a™ g, mal, 
den Buchstaben a” g, mal u.s. f. enthalt, durch 


P(g, Gs JoOn, +++ 9.0," ) 


darstellen wollen. Man kann also s = w— (n —r) Cyklen bilden 
von der Gestalt: 


Dp l,™ No ny M% 

P (a", Oar, Oar... Oa"), 

— m Ny Ny ns ) 

P(g, a, Bing? Oa, ee Oa, ’ 

D> n, No Ns ns ns 

P (9, Gy? 92 On.) a? 0 On, ++. 0 a, 
n 


Dp n, Ny ms—1 3 
P(g, Ons GJ2%n, -+ + J, 4 a ), 


’ 
Ms—) Ms 


die wir kurz durch P,, P,,... P, bezeichnen. Diese Cyklen miissen 
nun linear von einander unabhingig sein. Denn in der Summe 
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in der die Buchstaben k, positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, 


n e —_ . 
kommt der Buchstabe a, nur in P,, und zwar in dem Paare 
s 


a, a" vor. Je nachdem daher k, >0, oder <0 ist, ist diese Summe 


m ag 


gleich einer Summe, die den Buchstaben a, in k, Paaren a” a" , oder 
8s s s 
in —k, Paaren an a, enthalt und sonst nicht. Dann ergiebt also 


: n . n _ ‘ 
sicher das Paar a.’ a™*, bez. a" a* nicht mit andern Paaren der 
ms ms ™s Ms 


Summe zusammen eine Null und die Summe kann daher keine Null 
und folglich auch nicht gleich Null sein*). Soll also 


sein, so muss k, = 0 sein. Dann ist 


YEP - 31.7. 


a=1 a=1 
" "s-1 on, 
Wiire nun ke1 20, so folgt ebenso, dass das Paar «,” <—* bes. 
a= = 


: Rs—1 . : 
a"s—! Ons nicht mit andern Paaren der Summe 
= 


Ms} 


Null ergeben kénnte, dass also auch k,;—0 sein muss u.s.f. Die 
Cyklen P,, P,... P, kénnen daher keiner linearen Gleichung der Form 


> ke Po = 0 


a=1 


geniigen, in der ein Coefficient von 0 verschieden ist, d.h. P,, P,... P, 
sind linear unabhiingig von einander. 
Sei nun 


n, ny ms ) 
P(g, a.) 924, ithe Is, 


ein beliebiger Cyklus. a" a” sei eines der Buchstabenpaare desselben, 


ms 


*) Dass nur dann eine Reihe P =O sein kann, wenn P mit einer Null 
identisch ist, gehdrt mit zu den Siitzen, deren Beweis dem Leser tiberlassen 
worden ist. 
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die den Buchstaben a, enthalten. Wir fiigen zu diesem Cyklus hinzu 
die Summe 


— 4 Ms My -~— iat 
s 8 8 3 
P, + a, *m, + 4, On, + a, & 


m 3 m is 


und lassen aus der ganzen so erhaltenen Summe 
ans n, a" ee 
ay fp avas tax as fan ax = 0 


fort. Die hierdarch sii ilies ist, wie man leicht sieht, wieder 
ein Cyklus, den man sich auch aus 


P(g,a" a 9.0"! ) > 
dadurch entstanden denken kann, dass man die Summe 
a" a, .* a, a” n,? 
wo das letzte Paar als Paar von P, zu betrachten ist, durch 
a" a "s ersetzt, Da nun P, den Buchstaben a. nur einmal enthilt, 


80 wird der erhaltene Cyklus den Buchstaben at? nur g,— 1 mal ent- 
halten. Man erhilt daher, da auch die Summe 


" U 


‘ ” 
n Rs % n. on 
"3 | 8 { 8 . ao 0 
an, a, a ms a ms a ms G.., 


ist: 


P(g, a" Ges Got, ) +P,= P(g, a ee ge-10,.', (gs— 1) a, ), 


Ns 


P(g,a% .. Got, *)=— P+ P(g) a" ++Gs- 1, ~1(gs—1a a). 


Auf ganz ihnliche Weise ergiebt sich, wenn der Buchstabe a, des 


gegebenen Cyklus in einem Paare von der Form a’ a" enthalten 
vorausgesetzt wird, dass man stets 


P(g, an. * “Is a, ) = P, 4 P(g an ** “Gs—1 — ? (9s pos 1) a, ) 
setzen darf. Da man fiir 
P(g a ...g5-1 4 (gs— 1) a 


den gleichen Schluss wiederholen kann u.s. f., so erkennt man, dass 
sich stets eine positive oder negative ganze Zahl k,, die auch Null 
sein kann, muss bestimmen lassen, sodass 


P(g, an. Jey, )= :k, P, + P(h,a™ vel. 14, , 0a" 


wird, wo h,, h, ... hy1+ wieder positive ganze Zahlen sind. 


ms 
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- 
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Nun enthilt aber auch der Cyklus P,_; den Buchstaben a, nicht. 


Man wird daher auch folgern kénnen, dass fiir eine gewisse positive 
oder negative ganze Zahl k;_, sich 
P(h,a™ ror i Oan) = 


’ ° 
Us—2 a, 


ks Pra +? P(i, an, Mois atte 0a? *, Oa") 


M 59) Ms—} ms 
muss setzen lassen, Durch Fortsetzung dieser Schlussweise gelangt 
man zu dem Resultat, dass es eine Reihe positiver oder negativer ganzer 


Zahlen k,,k,,...k, (die auch Null sein kénnen) geben muss, fiir 
welche 


P (9, a”. i a.) -» k, P+ P(0 an 0am. 0 a,’ ) 


a=l1 


ist. Ks ist aber leicht zu sehen, dass 
n Ao ms 
P(00™, Oar » dat» 0a" ) =0 


ist. Denkt man sich nimlich aus der gegebenen Reihe die Buchstaben 


a, a”... @,’ fortgelassen, so kann ein Cyklus von der Form 
2 8 
=— ae 
P (Oa... Oa," ) 
m, ms 


auf die hierdurch erbaltene Reihe bezogen gedacht werden. Diese 
Reihe ist aber einfach zusammenhingend und der Cyklus daher nach 
dem vorigen Satz gleich Null. Es ergiebt sich also 


P(t ... ga? => beP., 


a=1 


und damit ist Satz 2 bewiesen. 

(y) Eine Gruppe linear von einander unabhiingiger Cyklen, die 
sich unter den auf eine gegebene Reihe bezogenen Cyklen angeben 
lassen, und von denen jeder andere auf die Reihe bezogene Cyklus linear 
und ganzzahlig abhingig ist, soll ,,ein primitives Cyklensystem der ge- 
gebenen Reihe“ heissen. Aus dem Vorangehenden ergiebt sich nun 
leicht der Satz: 

Die Anzahl der Cyklen eines primitiven Cyklensystems einer Reihe 
ist gleich dem Grade des Zusammenhanges der Reihe, und man erhdlt 
alle méglichen primitiven Cyklensysteme einer Reihe aus einem beliebigen 
unter ihnen P,P,... P,, wenn man in dem Gleichungssystem ~ 


Ps = >) kepPs (a= 1,2...8) 
p=1 
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den Coefficienten kag alle méglichen positiven oder negativen ganzen 
Zahlen beilegt, fiir welche die zugehirige Determinante des Coefficienten- 
systems [kag] = +1 ist. 

Zunichst nimlich kann die Anzahl der Cyklen in einem primitiven 
System nicht grésser als der Grad s des Zusammenhanges sein, weil 
je s+ 1 Cyklen von den s Cyklen des in (8) ermittelten primitiven 
Systems linear und ganzzahlig abhiingig sind ( (2)), folglich je s+ 1 
Cyklen linear von einander abhingig sein miissen (@(1)). Ebensowenig 
kann diese Anzah] kleiner als s sein, weil sonst die s Cyklen des in 
(8) ermittelten primitiven Systems linear von einander abhingig sein 
miissten. Ist nun P, P,... P, ein beliebiges primitives System, so 
hat man fiir je s Cyklen: 


P= >) kepPs, (a= 1,... 8) 
g=1 
wo die Coefficienten k.g positive oder negative ganze Zahlen sind. 
Hier muss («(2)) die Determinante [kas] -+-1 sein, wenn P, P,... P, 
linear und ganzzahlig von P,'P,...P, abhingig sein sollen, und 
ist [kes] = 1, so ist auch P,P, ... P, und folglich jeder Cyklus 
linear und ganzzahlig abhingig von P,’, P,’...P;, und diese Cyklen 
sind linear unabhingig von einander. 

Zusatz: Zu Anfang dieses Paragraphen wurde bemerkt, dass 
die Deutung, die der Grad des Zusammenhanges in § 3 (g) erfahren 
hat — als Anzahl der successive ausfiihrbaren Spaltungen, welche die 
Anzahl der transitiven Gruppen nicht indern — implicite in der jetzt 
ermittelten Bedeutung enthalten ist. Man denke sich niimlich ein 
primitives Cyklensystem so hergestellt, dass kein Cyklus zwei Paare 
mit gleichem unteren Index enthalt. Dann ist unmittelbar evident, 
dass eine Spaltung, welche zwei Buchstaben trennt, auf die ein Paar 
eines der Cyklen dieses Systems bezogen ist, immer eine Spaltung der 
ewihnten Art ist. Andererseits wird aber auch durch jede andere 
Spaltung die Anzahl der transitiven Gruppen wm 1 vermehrt, denn das 
primitive Cyklensystem der gegebenen Reihe bildet in diesem Falle 
gleichzeitig ein primitives System der durch die Spaltung entstandenen 
Reihe, die somit den gleichen Grad des Zusammenhanges, wie die 
gegebene hat. Man kann also sagen, dass man so oft nach einander 
Spaltungen der ersten Art ausfiihren kann, als durch die Spaltungen 
Reihen entstehen, die primitive Cyklensysteme besitzen, also, da durch 
jede Spaltung mit dem Grade des Zusammenhanges zugleich die Anzahl 
der Cyklen in den primitiven Systemen um eine Einheit sinkt, so 
oft mal, wie der Grad des Zusammenhanges angiebt. 





Se ee 
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B. Ueber Substitutionen. 
§ 1, 


Wenn man voraussetzt, dass in zweien oder mehreren Producten 
cyklischer Substitutionen keine zwei Factoren desselben Products 
gleiche Buchstaben enthalten, oder, wie wir in Zukunft sagen wollen, 
dass die Producte aus ,,nicht zusammenhingenden“ cyklischen Factoren 
bestehen, so kénnen die Producte nur dann gleichwerthig sein, wenn 
die Factoren des einen mit denen des andern in irgend einer Reihen- 
folge genommen iibereinstimmen, sofern man in dem einen oder andern 
etwa fehlende identische cyklische Factoren hinzufiigt. Lisst man aber 
als méglich zu, dass die Factoren eines Products Buchstaben gemein- 
sam haben, so kénnen die Producte bei gleichem Werthe verschiedene 
Form besitzen. Die Ermittelung von Beziehungen zwischen diesen 
verschiedenen Formen soll uns im vorliegenden Abschnitte beschiftigen. 
Hierzu sollen uns die in A entwickelten Begriffsverkniipfungen dienen. 
Indem wir uns dieselben auf ein Product cyklischer Substitutionen 
angewandt denken, denken wir uns an Stelle des Products eine Rethe, 
deren Glieder die Buchstabenreihen der einzelnen cyklischen Factoren 
des Products sind. Dabei werden wir aber der Kiirze halber die in A 
eingefiihrten Bezeichnungen einfach auf das Product tibertragen, und 
in diesem Sinne von einfach und mehrfach zusammenhangenden Pro- 
ducten, den transitiven Gruppen eines Products u. s. w. reden, Da 
ferner keine zwei der transitiven Gruppen einer Reihe einen Buch- 
staben gemeinsam haben, so ist klar, dass man in einem Producte 
cyklischer Substitutionen, ohne den Werth desselben zu iindern, die 
Factoren stets so gegen einander vertauschen kann, dass die Factoren 
derselben transitiven Gruppe unmittelbar auf einander folgen, nur 
diirfen diese ihre gegenseitige Anordnung nicht fndern. In dieser 
Form sollen daher der Einfachheit halber die Producte vorausgesetzt 
werden, wenn von den transitiven Gruppen die Rede ist. 

Wir wollen die Gesammtheit aller mit einem Product cyklischer 
Substitutionen gleichwerthigen Producte eine Gruppe*) gleichwerthiger 
Producte nennen. Da nun jede Gruppe gleichwerthiger Producte 
durch eines ihrer Individuen vollig bestimmt ist, so bietet sich zunichst 
die Frage nach denjenigen Verfahrungsweisen oder Operationen dar, 
welche es gestatten, aus einem Producte alle gleichwerthigen zu 
erhalten, Es lisst sich nun zeigen, dass man zwei beliebige gleich- 
werthige Producte durch wiederholte Anwendung dreier Operationen in 


*) Dass hier das Wort ,,Gruppe‘ nicht im specifisch gruppentheoretischen 
Sinne gebraucht ist, bedarf wohl keiner weiteren Ausftihrung. 
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einander iiberfiihren kann: 1) Versetzen von Factoren, 2) Zerlegen und 
Vereinigen cyklischer Substitutionen 3) Hinzufiigen oder Unterdriicken 
identischer Producte. Von diesen Operationen werden die beiden ersten 
im Verlaufe dieser Abhandlung niher charakterisirt werden, die dritte 
ist fiir sich verstindlich. Denkt man sich nun die Producte einer 
Gruppe dadurch in Classen geschieden, dass man je zwei Producte in 
dieselbe Classe, oder in verschiedene Classen bringt, je nachdem sie 
sich durch die beiden ersten Operationen allein in einander umwandeln 
lassen, oder nicht, so findet zwischen zwei Producten einer Classe 
ausserdem die Beziehung statt, dass die transitiven Gruppen derselben 
in den Buchstaben und im Grade des Zusammeuhanges iibereinstimmen, 
wahrend anderseits auch diese Beziehung zwischen Producten ver- 
schiedener Classen fehlt. Es wird also durch diese der Theorie des 
Zusammenhanges in Reihen angehdrende Beziehung die ganze Gruppe 
gleichwerthiger Producte in dieselben Classen geschieden, wie durch 
jene auf substitutionstheoretischen Principien der Umwandlung beruhende 
Scheidung. Wir werden dieses Resultat, welches das Schlussergebniss 
der vorliegenden Abhandlung bildet, indessen in einer etwas andern 
Form entwickeln, zu der man auf folgende Weise gelangt. 

Nach A §3 (q) ist der Grad des Zusammenhanges einer Reihe gleich 
w—(n—r), wenn w die Wiederholung in der Reihe, nm die Anzahl 
ihrer Glieder und r die ihrer transitiven Gruppen bedeutet. Ist nun 
N’ die Anzahl aller in der Reihe enthaltenen Buchstaben, N die 
Anzahl der verschiedenen unter ihnen, so ist 


w — (n-—r) = N’ — N ~ (n—r) = N’ —n—(N—-Y?). 


Stimmen die transitiven Gruppen zweier Reihen in den Buchstaben 
iiberein, so haben die Zahlen N und r fiir beide Reihen dieselben 
Werthe, und es hat somit die Differenz w — (n—vr) fiir zwei solehe 
Reihen denselben Werth oder nicht, je nachdem dies von der Differenz 
N’ — n gilt, oder nicht. Diese Differenz aus der Anzahl aller in einer 
Reihe enthaltenen Buchstaben und der Anzahl der Reihenglieder soll 
daher mit einem besondern Worte, als ,,Excess“ der Reihe (bez. des 
Products cyklischer Substitutionen) bezeichnet werden, Alsdann liisst 
sich die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei 
gleichwerthige Producte cyklischer Substitutionen derselben Classe 
angehdren, dahin aussprechen, dass die transitiven Gruppen des einen 
Products mit denen des andern in den Buchstaben und im Excess 
iibereinstimmen miissen. 
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§ 2. 
(ec) Es sei 
(A,)(Ap) « - « (Ant) (Ax) (Angt) « - - (An) = TT) 

ein beliebiges Product cyklischer Substitutionen. Zu irgend einem 
Factor (A;,) desselben kann man immer zwei cyklische Substitutionen 
(Ay), (Ax”) ermitteln von der Beschaffenheit, dass wenn 

TT, = (A;)(A,) « . « (Axa) (Ax’) (An) (Ants) (Ants)... (An), 

TT, = ce (A,) (Ay) > 2a (Ax_1) (Axys) (Ax’) (Ax+2) eee (A,) 
gesetzt wird, alsdann TT, =TT, Tl, =TT ist. Dabei sind (A;), (Ax’) 
dadurch bestimmt, dass die Buchstabenreihe A,” durch die Wirkung 
der cyklischen Substitution (A,4:) tibergeftihrt wird in A;,, und die 
Buchstabenreihe A, durch die Wirkung der cyklischen Substitution 
(A,_-1) tibergefiihrt wird in A;’. Diese Bildung eines neuen, dem ge- 
gebenen gleichen Products bezeichnen wir als ein Umwandeln des ge- 
gebenen Products durch Versetzen eines Factors um eine Stelle nach 
rechts, bez. nach links, niimlich des Factors (A;_:) um eine Stelle 
nach rechts und des Factors (A,4:) um eine Stelle nach links. Wird 
das gegebene Product cyklischer Substitutionen durch Versetzen eines 
Factors um eine Stelle in ein zweites, dieses wieder durch Versetzen 
eines Factors um eine Stelle in ein drittes u. s. f. umgewandelt, so 
nennen wir diese Bildung neuer, dem gegebenen Product gleicher 
Producte allgemein ein Umwandeln des gegebenen Products durch 
Versetzen von Factoren**). ‘Man itiberzeugt sich nun aus der Bildungs- 
weise der obigen beiden Buchstabenreihen A,’, A,’ leicht, dass man 
immer im Sinne von A § 2 (a) Ay Ay1==Ayx—1 Ay und Apps Ay = Ay Ang 
setzen darf. Folglich hat man auch: ™ 

A, A, ees A;_1 Ay Apis ‘ee A, 
= A, A, cee Aj9 Ax Ay—1 Any coe A, 
= A, A, eee Ay Ags Ay’ Agys eee Mes 

Ausserdem stimmen offenbar die in den Buchstaben tibereinstimmenden 
transitiven Gruppen auch in der Anzahl der Buchstaben und Glieder, 
somit im Excess iiberein. Gilt dies aber fiir die Umwandlung durch 
Versetzen eines Factors um eine Stelle, so gilt es offenbar fiir die 


Umwandlung durch Versetzen von Factoren iiberhaupt, und man 
erhalt den Satz: 


*) Die cyklischen Substitutionen, welche die Factoren eines Products bilden, 
werden in der Reihenfolge von rechts nach links ausgefiihrt gedacht, Die cyklische 
Substitution (A) = (abe...ef) soll die Buchstabenreihe abec...ef in be...efa 
tiberfiihren. 

**) Es ist klar, dass das in § 1 erwihnte Vertauschen der Factoren unter 


den Begriff des Versetzens fillt, dieses Vertauschen also keine neue Operation 
bedingt. 
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Kann man zwei Producte cyklischer Substitutionen durch Versetzen 
von Factoren in einander umwandeln, so stimmen die transitiven 
Gruppen des einen mit denen des andern in den Buchstaben und im 
Excess tiberein. 

(8) Bevor wir zur zweiten Operation tibergehen, soll “hier noch 
eines besonderen Falles der Umwandlung durch Versetzen von Factoren 
Erwihnung geschehen, der fiir einen zur Theorie der Riemann’schen 
Fliche gehérenden Satz von Wichtigkeit ist. Es ist klar, dass man 
mehrere Factoren immer so versetzen kann, indem man sie wiederholt 
um eine Stelle versetzt, dass sie in dem neuen Product unmittelbar 
auf einander folgen, sofern man nur ihre gegenseitige Anordnung un- 
verandert lisst. Es ist aber hierbei der Fall, dass die zu versetzenden 
Factoren am Anfange oder Ende des neuen Products auf einander folgen 
sollen, insofern bemerkenswerth, als in diesem Falle das Versetzen 
sich so ausfiihren lisst, dass die iibrigen Factoren des neuen Products 
eine besondere, allen gemeinsame Form der Abhiingigkeit von den 
iibrigen Factoren des*gegebenen Products erhalten. Nennt man niim- 
lich eine cyklische Substitution (A;’) bez. (A;,”) die links, bez. rechts 
adjungirte Substitution eines Factors (A,) in einem Producte cyklischer 
Substitutionen, wenn 


(A;) (AQ) - . - (Ae) (Ax) (Any) - . - (An) 
== (Ax) (A,) (AQ)... (An-1) (Amps) « - - (An) 
== (A,)(AQ) - « - (Ant) (Aap) « « - (An) (Ae’) 

ist*), so kann man den folgenden Satz heweisen: 

Sollen mehrere Factoren eines Products cyklischer Substitutionen 
so versetzt werden, dass sie am Anfange (zur Linken) oder Ende (zur 
Rechten) des neuen Products unmittelbar auf einander folgen, so kann 
dies in soleher Weise geschehen, dass an die Stelle der tibrigen Factoren 
des gegebenen Products ihre rechts, bez. links adjungirten Sub- 
stitutionen in umgekehrter Reihenfolge treten; in Formeln, wenn 
(A;,). (Anta)-+-(Aetert+---+4,) die zu versetzenden Factoren sind, dass 


(A,)(A,).+- (Ag,—1)(Ab,) (Ant). ++ (Aart —t) (Agta) (Abepirtt) ++ «(Ai pirti—t) 
ee (An... thm 1 +1) on (Ab -++48 yg —1) (Ab, +--+) (Ag, +----thyy +1) nan (An) 


= (A,). . (Aj4.. phi +1) (Abg,+--'+%m _ 1) o* (Aj,4.. +hm—1 +1) .- -(Aj+e—1) eee 


wos (Alggt)(Aijat)--.(Ay) (Ar) (Aietin) «++ (Aarte--tm) 


onl (Ax,)(A,+2,) ee (Au+----+4m) ° (Aj) w(Agy.. sp +1) (Ag+ -++km =e eee (Akt. ttn 1H) 


re (Ai, 44,1) en (Ai,41) (Ai, -1) ae (AY) 


wird. 





*) Der erste und letzte Factor sind dabei mit ihrer links, bez. rechts ad- 
jungirten Substitution identisch zu denken. 
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§ 3. 

(«) Um die spiitere Darstellung nicht zu unterbrechen, mégen 
zuniichst hier zwei Formeln Platz finden, die im Folgenden zur An- 
wendung gelangen und sich leicht durch wiederholte Anwendung der 
Formel ergeben, welche ausdriickt, dass ein Product zweier cyklischen 
Substitutionen mit einem gemeinsamen Buchstaben einer einzigen 
cyklischen Substitution gleichwerthig ist. Diese beiden Formeln sind: 


CL) nme emp ig Hl Epithet Onebighestiiy_g pny My Ay ++ + Any) 


si (n,41 An+2°** Gn,+n.) F (Qn,+ne+1 An,+m+2 °° * An,+netm) 


© (Gti mpg Ht Un pinp mpg $2098 Eaypmet tempo tay 1) 
* (Gn, Ontng Gn-pngtns © * + One pnb ++ +mp_1) 
= (Gy Ay + An Gata + + + apn, On partt tt Ont arte On part mpl * 
8 Abin beep tpg Orbit ppg Hl ttt Otis ppg tomy) 9 
(2) (Gn, Onjpm, Gnypnetm °° Onybnet mp1) 


| F (Gn, Ga, +1 ors n+-m—1) (Gn,+n, Any} ny+1 os Gn+ net m—1) 


. . 


+ (Gay partspmp ig Um biche bmp ig bt tt Ane tne bmp 9+ my_4 —1) 

© (Gti emp Sabie pimp EL Onn pssetmy My Ag + + + On—1) 
= (Gy By + + + On, Ont? * + Anpny Anypngtt * 8 + Ontnetny On net mgt * 

6 Antes iip gy mc bach tmp pth ttt Ont: +-pnp_+n,)*)- 


Riickwirts gelesen (indem man beide Seiten jeder Formel gegen 
einander vertauscht) enthalten diese Formeln eine Darstellung einer 
cyklischen Substitution als einfach zusammenhiingendes Product 
cyklischer Substitutionen. 

Zusatz: In diesen Formeln ist ferner der Satz enthalten: 

Fiigt man einem Product nicht zusammenhiingender (§ 1) cyklischer 
Substitutionen zur Rechten oder Linken eine cyklische Substitution 
als Factor hinzu, die mit jeder der Substitutionen des Products einen 
und nur einen Buchstaben gemeinsam hat, so ist das ganze Product 
einer einzigen cyklischen Substitution mit allen verschiedenen Buch- 
staben gleichwerthig, welche die Buchstaben einer jeden der Substitu- 
1) tionen in derselben cyklischen Aufeinanderfolge enthilt, in der sie in 
der Substitution vorkommen. 


*) Sind mehrere der Buchstaben a, , a, 4,,,-.. in der cyklischen Substitu- 
tion zur Rechten auf einander folgend, so enthalten die Producte zur Linken 
identische cyklische Factoren, die man je nach Bediirfniss fortlassen kann, 








te 
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(B) Jede der transitiven Gruppen eines Productes cyklischer Sub- 
stitutionen (§ 1) wird — als Product aller in ihr enthaltenen Factoren 
gedacht — sich im allgemeinen als Product mehrerer nicht zusammen- 
hiingender cyklischer Factoren darstellen lassen. Lisst sich daher das 
ganze Product als Product von g nicht zusammenhingender cyklischen 
Factoren (die identischen mitgerechnet) und als Product von 7 transi- 
tiven Gruppen darstellen, so muss g>~r sein. Ist das Product ein- 
fach zusammenhingend, so ist stets g—yr. Gesetzt nimlich, dieses 
gelte fiir das Product (A,)(A,)-++(An-1), so folgt es auch fiir das 
Product (A,) (A,)+++-(An-1)(4,) Denn die Substitution (A,) hat, 
da das Product einfach zusammenhiingend sein soll, mit jeder der 
transitiven Gruppen von (A,) (A,)---+ (Ani), mit der sie Buchstaben 
gemeinsam hat, einen und nur einen Buchstaben gemeinsam (A § 3 (y)) ‘ 
Wird daher (A,) mit den cyklischen Substitutionen, welche diesen 
transitiven Gruppen gleichwerthig sind, multiplicirt, so ist zufolge 
(@) Zusatz dieses Product einer einzigen cyklischen Substitution gleich- 
werthig, und mithin ist auch jede der transitiven Gruppen von(A,)(A,)-- 
- + (A,_1) (A,) gleich emer einzigen cyklischen Substitution. Da nun 
fiir den Fall n = 1 auch ge =r= 1 ist, so folgt, dass allgemein fiir 
das einfach zusammenhingende Product g@ =r sein muss. Bezeichnet 
nun weiter EZ den Excess des Products, N die Anzahl aller in ihm 
enthaltenen verschiedenen Buchstaben, so hat man, da die Differenz 
E —(N—r) den Grad des Zusammenhanges angiebt (§ 1), fiir das 
mehrfach zusammenhiingende Product E > N — yr folglich auch 
E> N — @, fiir das einfach zusammenhiingende Product E = n — r 
= N—g. Daraus ergeben sich die Siitze: 

1) Jede der transitiven Gruppen eines einfach zusammenhdngenden 
Products cyklischer Substitutionen ist einer einzigen cyklischen Substitu- 
tion gleichwerthig, die alle verschiedenen in der Gruppe vorkommenden 
Buchstaben enthiilt. 

2) Lésst sich ein auf N verschiedene Buchstaben beziigliches Pro- 
duct cyklischer Substitutionen als Product von @ nicht zusammenhiingen- 
den cyklischen I actoren darstellen, so ist das Product einfach, oder 


‘mehrfach zusammenhingend, je nachdem sein Excess EK = N — @, oder 


> N— @ ist. 

Zusatz: Aus dem ersten dieser beiden Sitze wird man endlich 
leicht noch den Satz folgern: 

Hangen zwei Buchstaben in einem einfach zusammenhiingenden 
Product zusammen, so hiingen sie auch in jedem gleichwerthigen Pro- 
duct zusammen. 

(y) Enthalt ein einfach zusammenhiingendes Product cyklischer 
Substitutionen eine einzige transitive Gruppe, ist es also selbst transitiv, 
so ist es zuf. (8) 1 einer einzigen cyklischen Substitution mit allen 
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verschiedenen Buchstaben gleichwerthig. Jedes Ersetzen einer cyklischen 
Substitution durch ein gleichwerthiges, einfach zusammenhiingendes 
und transitives Product cyklischer Substitutionen soll nun ein ,,Zer- 
legen“* der cyklischen Substitutionen in cyklische Factoren heissen, 
und umgekehrt soll jedes Ersetzen eines transitiven, einfach zusam- 
menhingenden Products cyklischer Substitutionen durch die gleich- 
werthige cyklische Substitution ein ,, Vereinigen“ der cyklischen Factoren 
des Products zu einer cyklischen Substitution heissen. 

Zusatz: Aus dem Beweise in (8) ergiebt sich, dass man jedes 
Vereinigen cyklischer Factoren auf ein wiederholtes Vereinigen cyklischer 
Factoren mittelst der Formeln in (a) zuriickfiihren kann. Ebenso 
liisst sich auch jedes Zerlegen einer cyklischen Substitution auf ein 
wiederholtes Zerlegen mittelst der Formeln (a) (riickwirts gelesen) 
zuriickftihren, m. a. W.: ist die cyklische Substitution (A) dem einfach 
zusammenhiingenden Producte (A,)(A,) +--+ (An) gleichwerthig, so 
kann man die Factoren dieses dadurch erhalten, dass man (A) mittelst 
einer der Formeln (@) zerlegt, einen der erhaltenen Factoren wieder 
zerlegt u.s.f. Zuniichst niimlich enthilt (A) die Buchstaben von (A,,) 
in derselben cyklischen Aufeinanderfolge (@ Zusatz), wie (A,), denn 
(A) ergiebt sich durch Multiplication von (A,,) mit den gleichwerthigen 
cyklischen Substitutionen der transitiven Gruppen von (A, )(A,)-++(An—1), 
mit deren jeder es einen Buchstaben gemeinsam hat. Dann aber kann 
man (A) mittelst der Formel @ 1 so zerlegen, dass der erste Factor 
zur Rechten gleich (A,) ist. Erhilt man hierdurch (A) = (,)(2L,).. 
.-(,)(An), so kann man (A,) (A)... (Am—1) = (20,) (M,) -.. (QL) als 
eine Darstellung von (A,)(4,)--+(Am—1s) als Product nicht zusammen- 
hingender Factoren ansehen, und jede der transitiven Gruppen von 
(A,)(A,)-++(Am-1) ist daher einem der Factoren (2,), (%,) - - - (,) 
gleichwerthig. Ist nun diejenige unter den transitiven Gruppen von 
(A,)(Ay) +++ (Am—1), die (An—:) enthilt, mit (%,) gleichwerthig, so 
folgt wiederum, dass man (A,,-;) durch Zerlegen von (2%) mittelst 
der Formel @ 1 erhalten kann, u. s. f. 

(0) Wird in einem Product cyklischer Substitutionen eine der 
Substitutionen in cyklische Factoren zerlegt, oder werden mehrere 
auf einander folgende cyklische Factoren — sofern sie ein transitives 
einfach zusammenhiingendes Product bilden — zu einer cyklischen 
Substitution vereinigt, so erhiilt man ein neues, dem gegebenen gleich- 
werthiges Product cyklischer Substitutionen. Aus diesem kann man 
ebenso ein drittes, aus diesem ein viertes berleiten u. s. f. Dieses 
Bilden neuer, dem gegebenen gleichwerthiger Producte nennen wir 
nun ein Umwandeln des gegebenen Products durch Vereinigen, bez. 
Zerlegen von Factoren. Nimmt man zu dieser Operation noch die des 
Versetzens von Factoren hinzu, indem man sich also das gegebene 











80 P. Hoyrr. 


Product durch eine dieser beiden Operationen in ein weites, dieses 
wiederum durch eine dieser beiden Operationen in ein drittes u. s. f. 
umgewandelt denkt, so soll dieses Bilden neuer, dem gegebenen 
gleichwerthiger Producte allgemein als ,,Umwandeln“ des gegebenen 
Products bezeichnet werden, — Es ist klar, dass, wenn von zwei Pro- 
ducten cyklischer Substitutionen TT, und TI, sich das eine, TT, in TI, 
umwandeln lisst, sich alsdann auch TI, in TI, umwandeln lassen muss. 

Wird in dem Producte cyklischer Substitutionen (A,)(A,)-+-(Ax)++- 
--+(A,) die Substitution (A;) zerlegt, idem man (A;) = (Ay)(Aiz)--+ 
+++(Ajgm) setzt, sodass also (Aj)--+ (Asm) einfach zusammenhiingend 
und transitiv ist, so hat man im Sinne von A § 2 (a): 

A; = Au Ai +--+ Aim, 
folglich auch: 
A, A, Md Aj_1 A; Agi eee A, 
= A, A, ore Aj_1 Ax Aj se 7 Axess oe , ae 

Ausserdem miissen die in den Buchstaben iibereinstimmenden transi- 
tiven Gruppen auch gleichen Excess haben, da der Excess einer 
eyklischen Substitution gleich dem jedes gleichwerthigen einfach zu- 
sammenhingenden Products ist (6 , 2). Gleiches gilt fiir das Vereinigen 
mehrerer auf einander folgender Factoren und folglick auch fiir jede 
durch wiederholtes Zerlegen resp. Vereinigen bewirkte Umwandlung 
iiberhaupt. Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit dem Satz in § 2 a: 

Lassen sich zwei Producte cyklischer Substitutionen in einander 
umwandeln, so stimmen die transitiven Gruppen des einen mit denen 
des andern in den Buchstaben und im Excess iiberein. 

(e) Bevor wir zum niichsten Paragraphen iibergehen, soll noch 
eines besonderen Falles der Umwandiung Erwihnung gethan werden, 
desjenigen nimlich, dass die in einander umzuwandelnden Producte 
Producte von Transpositionen sind. Es lisst sich zeigen, dass die 
Umwandlung zweier Producte von Transpositionen in einander (wenn 
sie tiberhaupt moglich ist) sich stets durch Versetzen von Transposi- 
tionen allein bewirken lisst. Da niimlich jede durch Vereinigen von 
Transpositionen bei der Umwandlung etwa auftretende cyklische Sub- 
stitution (abe ...klm) sich in Transpositionen zerlegen lisst, indem 
man etwa (abe... kim) = (ab) (be)... (kl) (lm) setzt, und alsdann 
jedes Versetzen von Factoren offenbar auf ein Versetzen von Trans- 
positionen zuriickfiihrt, so wird zum Beweise unserer Behauptung nur 
der Satz erforderlich sein: 

Zwei gleichwerthige und einfach zusammenhingende Producte von 
Transpositionen kann man stets durch Versetzen von Transpositionen 
im enander umwandeln. 

Zum Beweise dieses Satzes nehmen wir an, es seien TT, = TT, 
zwei gleichwerthige Producte von Transpositionen, von denen wir 
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zunachst nur TT, als einfach zusammenhingend voraussetzen wollen. 
Es sei ferner (am) die erste Transposition zur Rechten in TT, und TI,’ 
das Product der tibrigen Transpositionen, sodass TT, = TT, (am) ist. 
Alsdann hingen zuf. 6 Zus. a und m in TI, zusammen, und TT, ent- 
hilt daher, wenn nicht die Transposition (am) selbst, so doch eine 
Kette von Transpositionen (ab), (be), (ed), ... (kl), (lm), deren Glieder 
irgendwie in TT, vertheilt sind. Wird nun (ab) wiederholt um eine 
Stelle nach rechts oder links versetzt, so werden hierdurch die Trans- 
positionen (cd),... (kl), (lm) nicht verandert, da sie keinen Buch- 
staben mit (ab) gemeinsam haben. Dagegen wird man immer bewirken 
kénnen, dass (bc) in (ac) tibergeht, indem man (ab) so oft um eine 
Stelle versetzt, bis sie denjenigen Platz einnimmt, den (bc) in dem 
gegebenen Product TT, einnahm. Alsdann ist TT, in ein Product um- 
gewandelt, das die Kette (ac), (cd), ..., (kl), (lm) enthilt. Ebenso 
wird man dieses Product in ein solches mit der Kette (ad), ...,(Kl), (lm) 
umwandeln kénnen, und so fortfahrend, schliesslich TT, in ein Product 
mit der Transposition (am) umgewandelt erhalten, die man endlich 
durch wiederholtes Versetzen um eine Stelle nach rechts an die erste 
Stelle zur Rechten bringen kann. Bezeichnet nun TT,’ das Product der 
iibrigen Factoren in dem hierdurch erhaltenen Product, so hat man 
TT, = TT, (am), mithin TT,’ =TT,’. Nun ist aber (A, § 3, (8)) TI,’ wieder 
einfach zusammenhingend, und man kann daher fiir die Producte 
TT,’, TT,’ mit Beziehung auf die erste Transposition zur Rechten in TT,’ 
dasselbe Verfahren wiederholen. Fiahrt man hiermit fort, so wird man 
einmal TT, in ein Product umgewandelt erhalten, das von rechts nach 
links die simmtlichen Transpositionen von TT,, in derselben Reihen- 
folge mit TT, enthilt. Ist auch TT, einfach zusammenhiingend, so ist 
damit TT, in TT, umgewandelt, denn alsdann ist zufolge (8) 2 der Excess 
von TI, dem von TT, gleich, nimlich gleich N — 9; der Excess ist 
aber bei einem Product von Transpositionen der Anzahl der letzteren 
gleich, ; 

Zusatz, Es folgt hieraus, dass man die Umwandlung zweier 
Producte von cyklischen Substitutionen in einander, wenn dieselben 
keine identischen cyklischen Factoren enthalten, auch dadurch bewirken 
kann, dass man die Substitutionen der einen in Transpositionen zerlegt, 
das erhaltene Product durch Versetzen von Transpositionen in ein 
anderes umwandelt und schliesslich die Transpositionen wieder zu 
eyklischen Substitutionen vereinigt. 


§ 4. 

Nachdem in den beiden vorigen Paragraphen der Begriff des Um- 
wandelns von Producten cyklischer Substitution in einander erértert 
worden ist, sollen jetzt die Bedingungen fiir die Méglichkeit einer 

Mathematische Annalen, XLI, 6 
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Umwandlung zweier Producte in einander ermittelt werden, was (§ 1) 
gleichbedeutend mit den Bedingungen dafiir ist, dass die Producte der- 
selben Classe angehéren. Zuniichst miissen zwei Producte, wenn eine 
Umwandlung derselben in einander méglich sein soll, gleichwerthig 
sein, sodann miissen sie der in dem Satz § 3 (0) ausgesprochenen 
Bedingung geniigen. Umgekehrt sind aber auch, wie jetzt nach- 
gewiesen werden soll, diese Bedingungen fiir die Méglichkeit der Um- 
wandlung hinreichend. Wir werden uns bei diesem Nachweis auf die 
Betrachtung transitiver Producte beschrinken kénnen. Denn stimmen 
die transitiven Gruppen eines von zwei gleichwerthigen Producten mit 
denen des andern in den Buchstaben iiberein, so miissen offenbar auch 
die in den Buchstaben tibereinstimmenden transitiven Gruppen gleich- 
werthig sein, und aus der Méglichkeit der Umwandlung dieser in 
einander folgt ohne Weiteres die Méglichkeit der Umwandlung der 
Producte in einander. 

Um eine kurze Ausdrucksweise zu erméglichen, soll in der Folge 
unter einem ,, Absondern“ einer oder mehrerer cyklischen Substitutionen 
aus einem gegebenen Producte ein Umwandeln dieses Products in ein 
anderes verstanden werden, das die betreffenden Substitutionen als 
Factoren am Anfange oder Ende enthilt.*) Das Product der iibrigen 
Factoren in dem neuen (durch die Umwandlung erhaltenen) Product 
soll alsdann der (bei dem Absondern verbleibende) ,, Rest“ heissen. Da 
ferner der Begriff des Zerlegens einer cyklischen Substitution es ge- 
stattet, die Substitution (abc...klm) durch das Product (abc.. .kim) 
(a) (b) (ec)... (k) © (m) oder (a) (0) (¢).. . (&) (D (m) (abe... kim) 
zu ersetzen, so wird man das Absondern immer so einrichten kénnen, 
dass der Rest wieder alle verschiedenen Buchstaben des gegebenen 
Products enthilt. In dieser Form wollen wir bei den folgenden 
Siitzen, um die Allgemeinheit der Darstellung nicht zu beeintriichtigen, 
den Rest uns dargestellt denken. 

(a) Wahlt man unter den Buchstaben eines transitiven Products 
cyklischer Substitutionen beliebige aus, so kann man stets eine cyklische 
Substitution dieser Buchstaben angeben, die sich aus dem gegebenen 
Product absondern liisst. 

Zum . Beweise dieses Satzes bezeichne (A,) (A,)...(A,) das ge- 
gebene Product: Man denke sich die Reihe A, A,...A, so geordnet, 
dass jedes Glied mit der Reihe aller vorangehenden wenigstens einen 
Buchstaben gemeinsam hat. A,,Ag,...A,g, sei die hierdurch sich 
ergebende Reihe. In jedem Gliede Aa, dieser Reihe denke man sich 
von denjenigen Buchstaben, die es mit der Reihe aller vorangehenden 





*) Die abgesonderten Substitutionen brauchen in dem gegebenen Product 
selbst nicht enthalten zu sein. 
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gemeinsam hat, alle bis auf einen fortgelessen, ohne die Aufeinander- 
folge der Buchstaben in Ag, zu aindern, und bezeichne mit A,, die 
iibrigbleibende Buchstabenreihe. Alsdann ist die Reihe Aj, Ag,...Aa,, 
mithin auch A,’A,’... A, einfach zusammenhingend und transitiv. 
Denkt man sich nun jeden Factor (A;) mittelst einer der Formeln in 
§ 3 (a) riickwirts gelesen, etwa der ersten, so in Factoren zerlegt, 
dass der erste Factor zur Rechten gleich (A;) wird, und erhilt man 
hierdurch 
; (Ax) = (Ax1) (Azz) - «- (Aemy) (Ai), 

so wird jetzt 

(A,)(Ag).»-(An) = (Ayr) (Aga) - « (Atm) (Ay) (Ao1)(Ao2) « « « (A2m) (Ae’)-- 

++(An1)(Anz)-.+(Anm,) (An) + 


Die Factoren (A,’), (A,’),...-, (An) dieses Products versetze man 
so, dass sie in dem neuen Product am Anfang oder Ende unmittelbar 
auf einander folgen (§ 2 (8) und vereinige sie darauf zu einer ein- 
zigen cyklischen Substitution (A’). (§ 3 (y)). Alsdann enthalt (A’) 
alle verschiedenen Buchstaben des gegebenen Products und kann wieder 
mittelst einer der Formeln in § 3 (@) so zerlegt werden, dass der erste 
Factor zur Linken oder Rechten eine cyklische Substitution mit den 
ausgewahlten Buchstaben wird. 

Zusatz: Das ganze durch das Absondern einer cyklischen Sub- 
stitution aus einem transitiven Product sich ergebende Product muss 
zufolge § 3 (0) wieder ein transitives Product mit allen verschiedenen 
Buchstaben des gegebenen Products sein. Der Rest indessen kann 
intransitiv sein, d. h. aus mehreren transitiven Gruppen zusammen- 
gesetzt sein. Jmmer aber muss jede der transitiven Gruppen des Restes 
wenigstens einen Buchstaben der abgesonderten Substitution enthalten, 
da sonst das ganze, durch die Absonderung erhaltene Product intransitiv 
wire. Wenn daher stimmtliche Buchstaben der abgesonderten Substitu- 
tion einer der transitiven Gruppen des Restes angehiren, so muss dieses 
die einzige sein, die der Rest enthdlt, oder der Rest bildet ein transitives 
Product (mit allen verschiedenen Buchstaben des gegebenen Products); 
entgegengesetaten Falles ist der Rest intransitiv. 

(B) Stellt man ein transitives Product cyklischer Substitutionen als 
Product nicht zusammenhingender cyklischer Factoren dar, und wiahlt 
aus mehreren dieser Factoren je einen Buchstaben nach Belieben aus, 
so kann man jede cyklische Substitution der ausgewihlten Buchstaben 
aus dem gegebenen Product absondern, und der Rest bildet wieder ein 
transitives Product; enthdlt die abgesonderte Substitution von jedem der 
nicht zusammenhingenden cyklischen Factoren einen Buchstaben, so 
ist der Rest ausserdem einer einzigen cyklischen Substitution mit allen 
verschiedenen Buchstaben gleichwerthig. 


6* 
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Ist nimlich TT = (2,) (2,) . . - (Ue) die Darstellung des gegebeneu 
Products TT als Product nicht zusammenhiingender cyklischer Sub- 
stitution, so kann man, wenn a, ein beliebiger Buchstabe von (%,), 
a, ein beliebiger Buchstabe von (,) ist, zufolge («) jedenfalls (a, a,), 
etwa zur Linken absondern. Bezeichnet dann TT, den Rest, so hat 
man TI = (a, @,) TT; , TT, =(a_a,) (U,)(A,)-..(Wy). Hier ist (a, a.) (,) (,) 
einer einzigen cyklischen Substitution (%,,) mit allen verschiedenen 
Buchstaben von (%,) und (%,) gleichwerthig (§3 a), es sind daher a, 
und a, in einer der transitiven Gruppen von TT, enthalten (§ 3, 6, Zus.) 
und TT, ist folglich ein transitives Product mit allen verschiedenen 
Buchstaben von TT (a, Zus.). Daher kann man aus TT, die Transpo- 
sition (a, a,) wieder zur Linken absondern, wenn a, ein beliebiger 
Buchstabe von (%,) ist, alsdann (a, a.) (@, a5) zu (a, @) a3) vereinigen, und 
erhalt, wenn TT, den alsdann verbleibenden Rest bezeichnet, T—=(a,a,a,)1., 
TT, = (Yjo3) (Wy) --- (Me), wo wieder (Y,,,) eine cyklische Substitution 
mit allen verschiedenen Buchstaben von (2,), (2,), (2,) bedeutet. 
Daraus folgt wieder, dass a,, @,, a, einer der transitiven Gruppen 
von TI, angehéren miissen, dass folglich TT, transitiv ist u.s.f. Dabei 
kann die Reihenfolge der Factoren (2,) (%,)... (WM), mithin auch die 
der Buchstaben a,, a,,... nach Belieben gewihlt werden. Wird aus 
jedem dieser Factoren ein Buchstabe ausgewahlt, so ergiebt sich fiir 
den Rest TTo-1 = (Yi,2...2), wo (Y,2...¢) eine cyklische Substitution 
mit allen verschiedenen in (,), (M,) ... (M,) enthaltenen Buchstaben, 
somit mit allen verschiedenen Buchstaben des gegebenen Products ist. 

Zusatz: Aus einem identischen, transitiven Product kann man 
jede beliebige cyklische Substitution von Buchstaben des Products 
absondern und der Rest ist stets wieder transitiv. 

Zusatz 2: Enthilt die abgesonderte Substitution von jedem der 
@ nicht zusammenhiingenden cyklischen Factoren einen Buchstaben, 
so ist ihr Excess gleich g — 1, der des Restes grésser oder gleich 
N — 1, wenn die N die Anzahl aller verschiedenen Buchstaben ist 
(§ 3, (B) 2), mithin der Excess des ganzen durch das Absondern er- 
haltenen Products und folglich auch der Excess des gegebenen transi- 
tiven Products E > N—1-+(@—1). Der kleinste Werth, den der 
Excess eines auf N verschiedene Buchstaben beziiglichen, transitiven 
Products haben kann, das einem Product von @ nicht zusammen- 
hingenden Factoren gleich ist, ist somit N + @ — 2. 

(y) Ist ein auf N verschiedene Buchstaben beziigliches Product 
cyklischer Substitutionen einem Producte von @ nicht zusammenhingen- 
den cyklischen Factoren gleichwerthig, so kann man aus demselben 


y (E-—(N —e)) Paare gleicher Transpositionen, und nicht mehr ab- 
sondern, wenn E den Excess des Products bezeichnet; fiir @ = 1 kinnen 
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dabei die Buchstaben der Paare nach Belieben aus den Buchstaben des 
gegebenen Products ausgewihlt werden. 


Ist nimlich E > N — @ so ist (§3, (8) 2) das Product mehrfach 
zusammenhangend und enthilt daher mehrere Substitutionen (A,,), 
(Aa,), +++» (Aa,,), fiir welche die Reihe Ag, Aa,...Ae,, eine Reihen- 
kette von der in A § 3, (0) angegebenen Beschaffenheit bildet. Ist 
nun (Ag,) diejenige unter diesen Substitutionen, die in dem gegebenen 
Product am weitesten nach rechts steht, und sind ag, _,, da, diejenigen 
beiden Buchstaben derselben, welche auch durch die Kette Ag, Ag,. 
- Aa, Agiy +s .A,,, zusammenhingen, so gehéren Qa, 11 Ga, einer 
der transitiven Gruppen an, aus denen das Product der Factoren zur 
Linken von' (4g,) in dem gegebenen Product zusammengesetzt ist. 
Somit kann man aus dem Product dieser Factoren zufolge (a) die 
Transposition (dq, ,@a,) absondern, ausserdem aber kann man diese 
Transposition auch aus (A,,) absondern, und kann also das gegebene 
Product in ein anderes umwandeln, das die beiden Transpositionen 
(Ga, _,%ay) > (Ga,_,%a,) enthalt, die man endlich durch wiederholtes Ver- 
setzen um eine Stelle nach links oder rechts an den Anfang oder Ende 
des neuen Products bringen kanu. Wenn also E > N — 9, so kann 
man jedenfalls stets ein Paar gleicher Transpositionen absondern. 
Dann ist aber der Rest wieder demselben Product nicht zusammen- 
hiingender Factoren gleichwerthig, somit wiederum sein Excess > N —g. 
Ist der Excess des Restes > N— 0, so kann man aus dem Reste 
wieder ein Paar gleicher Transpositiohen absondern u. s. f. Da ausser- 
dem der Excess des beim Absondern eines Paares aus einem Product 
verbleibenden Restes um 2 Einheiten kleiner als der Excess des Products 
ist (weil der Excess des ganzen Products unverindert bleibt), so kann 
man erstens auch nur, wenn E > N —@ ist, aus dem gegebenen 
Product ein Paar gleicher Transpositionen absondern, und ausserdem 
aus den Resten genau so oft mal, als fiir diese der Excess > N — 9 
bleibt, also, da nach dem Absondern des letzten Paares der Excess 


m 


des Restes gleich N—g sein muss, im ganzen 3(E —(N —@))-mal.*) — 
Ist @ = 1, so ist der nach dem Absondern irgend eines Paares (ab) (ab) 
verbleibende Rest wieder einer einzigen cyklischen Substitution gleich- 
werthig, mithin (§ 3, (B) Zus.) transitiv, und man kann folglich zufolge 
(«) aus ihm die Transposition (ac) absondern, wo ¢ ein beliebiger 





*) Hierin liegt zugleich ein neuer Beweis des bekannten Satzes, dass H um 
eine gerade Anzahl grisser als N — @ sein muss. Als Ergiinzung dieses Satzes 
ergiebt sich hieraus in Verbindung mit (8) Zus, 2, dass H=N-+o—2r-+2kh, 
k>0, sein muss, wenn das Product r transitive Gruppen enthilt. 
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(von @ und Bb verschiedener) Buchstabe des gegebenen Products ist. 
Erhalt man nun hierdurch fiir dieses TT = (ab)(ab)(ac)T1’, sodass TT’ 
den Rest bezeichnet, so kann man das so erhaltene Product weiter 
dadurch umwandeln, dass man (ac) zweimal um eine Stelle nach links 
versetzt, und das hierdurch erhaltene Product (ac)(cb)(cb)TT’ endlich 
dadurch, dass man die beiden Transpositionen (cb) nach einander 
um je eine Stelle nach links versetzt. Dadurch ergiebt sich nun 
TT = (cb) (cb)(ac)TT’, und es ist somit an Stelle des Paares (ab) (ab) 
jetzt das Paar (cb) (cb) aus TT abgesondert. Ebenso zeigt man, dass 
man an Stelle des Paares (cb) (cb) ein Paar (ed)(ed), also tiberhaupt 
ein Paar mit zwei beliebigen in TT enthaltenen Buchstaben absondern 
kann. Dasselbe gilt aber auch von jedem der nach dem Absondern 
eines oder mehrerer Paare erhaltenen Reste. 

(0) Es sei nun TT irgend ein transitives Product cyklischer Sub- 
stitution mit N verschiedenen Buchstaben und E der Excess desselben. 

Ferner sei 

TT = (2) (2,) - . - (Ue) 

die Darstellung von TT als Product nicht zusammenhingender cyklischer 
Factoren. Wir wihlen aus (2,) einen beliebigen Buchstaben a,, aus 
(%,) einen beliebigen Buchstaben a, u. s. f. aus (%,) einen beliebigen 
Buchstaben ag aus und sondern die cyklische Substitution (a,a@,...a¢) 
aus TT ab. Erhalt man hierdurch TT = (a,a, .. . @)TT’, sodass TT’ der 
Rest ist, so ist zufolge (8) TT’ einer einzigen cyklischen Substitution 
mit allen N Buchstaben gleichwerthig, und man kann zufolge (y) aus 


TT’ $ (E’— (N— 1)) Paare gleicher Transpositionen absondern, deren 


Buchstaben nach Belieben unter den N Buchstaben ausgewihlt werden 
kénnen, wenn man unter EF’ den Excess von TI’ versteht. Wir wiihlen 
der Einfachheit halber die Buchstaben siimmtlicher Paare gleich den- 


selben Buchstaben a,b. Nach Absondern aller + (E’ —(N— 1)) Paare 


ist der Rest ein einfach zusammenhingendes und transitives (weil einer 
einzigen cyklischen Substitution gleichwerthiges) Product, dessen Factoren 
daher zu der gleichwerthigen cyklischen Substitution, sie heisse (A), 
vereinigt werden kénnen. Dadurch ist nun TT in ein Product der 
folgenden Gestalt: 


(a; a, .. . Mg) (ab)F’— Y—-9(A) 
umgewandelt, wobei E’ + @—1— EH, E’ = E — (g—1) sein muss, 
weil E’ der Excess von TT’ ist und der Excess von TT demjenigen von 
(@, a... .@)TT’ gleich sein muss. Ist nun TT, ein zweites, TT gleich- 
werthiges und transitives Product mit denselben N verschiedenen Buch- 


staben und demselben Excess, so folgt ebenso, dass sich dieses in 
ein Product von der Form 
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(aya, ... dg) (ab) - A’) 
umwandeln lassen muss, wo aber offenbar auch (A’) = (A) sein muss, 
weil Ti, = TT ist. TT und TT, lassen sich also in dasselbe dritte Pro- 
duct, folglich in einander umwandeln. Daraus folgt aber, wie zu 
Anfang dieses Paragraphen bemerkt wurde, auch die Méglichkeit der 
Umwandlung zweier gleichwerthigen Producte in einander, von denen 
die transitiven Gruppen des einen mit denen des andern in den Buch- 
staben und im Excess tibereinstimmen. Wir fassen dieses Resultat mit 
dem Satz § 3, (0) zu dem Schlusssatz zusammen: 

Damit zwei Producte cyklischer Substitutionen sich (im Sinne von 
§ 3, (0)) in einander umwandeln lassen, ist nothwendig und hinreichend, 
dass die Producte gleichen Werth haben, und dass die transitiven 
Gruppen des einen mit denen des andern in den Buchstaben und im 
Excess tibereimstimmen. 

Zusatz: Stellt man ein beliebiges Product cyklischer Substitutionen 
als Product nicht zusammenhingender cyklischer Factoren dar, so kann 
man zu letzterem Paare gleicher Transpositionen in solcher Weise 
hinzufiigen, dass die transitiven Gruppen des hierdurch entstandenen 
Products mit denen des gegebenen Products in den Buchstaben und 
im Excess iibereinstimmen. Dann aber lisst sich das gegebene Product 
in dieses Product umwandeln. Daraus geht hervor, dass man zwei 
beliebige gleichwerthige Producte cyklischer Substitutionen, die sich 
nicht mittelst der beiden Operationen des Versetzens und Zerlegens 
resp. Vereinigens von Factoren in einander umwandeln lassen, dadurch 
in einander tberfiihren kann, dass man als dritte Operation das Hinzu- 
fiigen bez. Fortlassen von Paaren gleicher Transpositionen und iden- 
tischen cyklischen Factoren hinzunimmt {vergl. § 1). 


Beispiel. 

Als Beispiel fiir die Anwendung der hier entwickelten Theorie auf 
die Theorie der Riemann’schen Fliche mége der von Clebsch und 
Gordan entdeckte, in ihrem Buche tiber Abel’sche Functionen mit- 
getheilte und dort als merkwiirdig bezeichnete Satz von der gesonderten 
Existenz der beiden Reihen von Fundamentalpunkten auf der Riemann’- 
schen Fliche dienen. Man wird finden, dass dieser Satz, wenn man 
von der Anschauung der Riemann’schen Fliche abstrahirt, sich im 
Wesentlichen auf folgende Form bringen lisst: 

Wahlt man in einem identischen, transitiven Producte von Trans- 
position mit N verschiedenen Buchstaben N — 1 Transpositionen aus, 
deren Buchstabenpaare eine transitive, einfach zusammenhingende 
Reihe bilden, so bilden die Buchstabenpaare derjenigen Transpositionen, 











88 P. Hoyer. Zusammenhang in Reihen. 


welche den iibrigen Transpositionen in dem gegebenen Product ad- 
jungirt sind,*) wieder eine transitive Reihe mit allen verschiedenen 
Buchstaben. **) 

Zum Beweise dieses Satzes mittelst der obigen Theorie braucht 
man sich nur die ausgewahlten Transpositionen abgesondert zu denken. 
Dies kann durch Versetzung derselben zufolge § 2 (8) so geschehen, 
dass der Rest von den, den tibrigen Transpositionen in dem gegebenen 
Product adjungirten Transpositionen gebildet wird. Werden nun die 
abgesonderten Transpositionen zu einer cyklischen Substitution ver- 
einigt, so gehéren je zwei Buchstaben dieser verschiedenen der nicht 
zusammenhangenden (in diesem Falle identischen) cyklischen Factoren 
an, mit deren Product das gegebene gleichwerthig ist. Daher ist zu- 
folge § 4 (6) der Rest ein transitives Product (mit allen verschiedenen 
Buchstaben). 


Schnepfenthal, September 1892. 

*) Ob rechts oder links adjungirt, ist beim identischen Product gleich- 
giltig. 

**) Man kann daher aus diesen wieder N—1 eine einfach zusammenhiingende 
Reihe bildende auswihlen, die alsdann den Fundamentalpunkten zweiter Art 
entsprechen, wenn die zuerst ausgewiihlten denen erster Art entsprechend gedacht 
werden. 


Zur Theorie der Maxima und Minima einer Function von 
zwei Verinderlichen. 


Von 


Vicror v. DANTSCHER in Graz, 


I 


Die Herren G. Peano*) und Ludwig Scheeffer**) haben 
darauf aufmerksam gemacht, dass die bis dahin iibliche Darstellung 
der Theorie der Maxima und Minima einer Function von zwei oder 
mehreren Veriinderlichen unzureichend ist. Scheeffer insbesondere hat 
in der genannten Abhandlung ,,diesen Gegenstand vollstindig erledigt, 
soweit das durch Entwicklung der Function in eine Potenzreihe iiber- 
haupt mdglich ist“, wie sich Herr 0. Stolz in dem Aufsatze: Maxima 
und Minima der Functionen von mehreren Verinderlichen, Sitz.-Ber. 
d. k. Akad. d. Wiss. in Wien, Juni 1890, ausdriickt, in welchem die 
Theorie von Scheeffer auf Functionen von mehr als zwei Veriinder- 
lichen ausgedehnt werden soll. ‘ 

Wenn ich nun darangehe die Théorie der Maxima und Minima 
einer Function von zwei Verinderlichen noch einmal zu entwickeln, 
so geschieht dieses keineswegs aus dem Grunde, weil ich glaube, dass 
die vortreffliche Arbeit von Scheeffer irgend einer Erginzung oder 
Verbesserung bediirfe, sondern lediglich in der Absicht zu zeigen, dass 
das von den Herren Peano und Scheeffer angeregte neue Problem 
seine Lésung auch auf einem Wege finden kann, der principiell von 
demjenigen verschieden ist, den Scheeffer eingeschlagen hat. 

Der Grund, warum die iltere Theorie zu keinem befriedigenden 
Abschlusse gelangen konnte, findet Scheeffer darin, dass man bei 
der Zuriickfiihrung des Problems in das Gebiet der Functionen von 
einer Verinderlichen, die Flichenumgebung der zu untersuchenden 
Stelle P, durch die Gesammtheit der Geraden durch P, in der 


*) A. Genocchi, Caleolo differenziale e principii di calcolo integrale, pubbli- 
cato con aggiunte dal Giuseppe Peano, Torino 1884, N. 183—136, p. XXIX. 

**) In der nachgelassenen Abhandlung: Theorie der Maxima und Minima 
einer Function von zwei Variabeln, Math. Ann, Bd. XXXV, p. 541—576. 
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Darstellungsebene ersetzte und sich damit begniigte zu untersuchen, 
ob die gegebene Function f(z, y) auf jeder dieser Geraden im Punkte 
P, ein Maximum resp. Minimum habe — und gelangt zu der Ansicht, 
dass auf diesem Wege das Ziel iiberhaupt nicht zu erreichen sei. 

Der erste Satz des § 3. der angefiihrten Abhandlung lautet 
niamlich : 

»Nachdem wir erkannt haben, dass aus dem Stattfinden des Maxi- 
mums, resp. Minimums einer Function f(z, y) auf allen einzelnen durch 
den Nullpunkt zu legenden Geraden noch keine Schliisse auf ein 
Maximum oder Minimum in der Ebene gezogen werden kénnen, tritt 
die Frage nach erweiterten Kriterien fiir die Maxima und Minima der 
letzten Art auf.“ 

Ich glaube aber, dass ein so scharfsinniger Forscher wie Scheeffer 
diese seine Ansicht bald zu der Aussage modificirt hitte: 

»Aus dem Stattfinden eines Maximums, resp. Minimums auf allen 
durch den Nullpunkt zu legenden Geraden kann ,,nicht ohne Weiteres“ 
auf ein Maximum resp. Minimum in der Ebene geschlossen werden‘ 

wenn ihn nicht der Tod so vorzeitig seinem edlen Streben ent- 
rissen hiitte, 

Meines Erachtens liegt naimlich der Grund, warum die iltere 
Theorie zu keinem befriedigenden Abschlusse gelangen konnte, nicht 
darin, dass man bei der Zuriickfiihrung des Problems in das Gebiet 
der Functionen von einer Verinderlichen die Flichenumgebung der 
Stelle P, durch die Gesammtheit der Geraden durch P, in der Dar- 
stellungsebene ersetzt hat und sich begniigte zu untersuchen, ob auf jeder 
derselben f(a”), ¥%) ein Maximum resp. Minimum sei, sondern darin, 
dass man dabei unterlassen hat die Ausdehnung des Intervalles zu 
beriicksichtigen , in welchem auf jeder solchen Geraden, und zwar zu 
beiden Seiten von P,, f(x), yY)) grésser, resp, kleiner, als jeder Nach- 
barwerth ist, 

Um dieses niiher auszufiihren denke ich mir die simmtlichen Ge- 
raden (in der Ebene der rechtwinkligen Coordinaten x, y) durch den 
Punkt P, (mit den Coordinaten x,, y,) dargestellt durch die Formeln: 
(1) “= ty + de, Y= Y% + He, 
in welchen 4 und w reelle Verinderliche bezeichnen, deren Quadrat- 
summe gleich 1 ist, @ eine reelle Verinderliche bedeutet, welche sowohl 
positive als negative Werthe annehmen kann. 

Jedem solchen Werthepaare 4, w entspricht dann bekanntlich 
eine und nur eine Richtung Ji, in der xy Ebene, fiir welche, wenn 


A 
xy = 90° vorausgesetzt wird, 


A A — 
cos Yu, = 4, cos yIa, = sin Ita, = w 
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ist, Die durch (1) dargestellte Gerade sei mit G,,, bezeichnet; tx, sei 
ihre positive Richtung. Wenn nun f(z), y) fiir jede solche Gerade 
ein Maximum resp. Minimum ist, so ist die Differenz 


f(%)+40, Yo He) — Feo» Yo) <0 im Falle des Max., 
> 0 im Falle des Min. 
fir alle Werthe von @ eines gewissen Intervalles 


— Pin < @ <, aus 
welches.sich zu beiden Seiten von P, ausdehnt, so dass also p,, und 
qi positive von Null verschiedene Grossen sind (von welchen die 
kleinere mit 72, bezeichnet wird); fir e——p,, und @ = qa, ist 
diese Differenz gleich Null. 

Ich behaupte nun: 

Wenn die untere Grenze r der positiven Verdnderlichen rz_ tm 
Bereiche 2* +- w® = 1 von Null verschieden ist, so ist f(a, y)) auch 
fiir die Flichenumgebung der Stelle x,, y, ein wahres Maximum, resp. 
Minimum; ist dagegen diese untere Grenze r gleich Null, so findet an 
der Stelle x), yy fiir die Function f(x, y) weder ein Maximum noch 
ein Minimum statt. 

Die Definition des Maximums resp. Minimums der Function f(a, y) 
an der Stelle 2, y) ist, wie bekannt, so zu stellen: 

f(%, Yo) ist ein Maximum, resp. Minimum, wenn sich positive 
Zahlen 0 und « so klein angeben lassen, dass fiir jedes (reelle) Werthe- 
paar h,k des Bereiches 0 < h? < 62,0 < ik? < & die Differenz 

[eo th, Yo+h) — f(x, Yo) < 0 ist (im Falle des Maximums), 
> 0 ist(im Falle des Minimums), 
oder (was im Wesentlichen dasselbe besagt): 


wenn sich eine positive Zahl d so klein angeben liisst, dass diese 
Differenz fiir jedes (reelle) Werthepaar h, k des Bereiches0 < h?-+-k? << @? 
das angegebene Verhalten zeigt. 

Um die obige Behauptung zu begriinden, sei Folgendes bemerkt. 

Schligt man, wenn x > 0 ist, mit dem Radius r den Kreis K 
aus dem Centrum P), so ist fiir jeden von P, verschiedenen Puokt P 
(mit den Coordinaten x, y) im Innern von K 


f(x, y) — f(%o» Yo) <0 (im Falle des Max, auf jeder Geraden G,,), 

> 0 (39 ” ” Min. ” ” ” ” ), 

weil dieses ja fiir alle Punkte des Durchmessers von K durch P der 
Voraussetzung zufolge stattfindet. be 

Also ist jede positive Zahl, welche nicht grésser ist als r, eine 


solche Zahl d, wie sie zum Stattfinden eines Maximums, resp. Mini- 
mums erforderlich ist. 
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Ist dagegen r = 0 und man schligt mit einem beliebig klein an- 
zunehmenden Radius r den Kreis ® um P,, so giebt es stets Gerade 
G,, durch P,, fiir welche 7, <r ist; es existirt also keine solche 
Zahl d. 

Dabei sind nur ,,eigentliche‘‘ Maxima resp. Minima — nach der 
Bezeichnung des Hrn. Stolz — beriicksichtiget worden; will man den 
Begriff des Maximums, resp, Minimums etwas weiter fassen, so dass 
fiir die Differenz f(z,+h, yy +k) — f(a py) auch der Werth 0 noch 


zugelassen wird, so miissten die Grenzen — y,, und q, dahin erklirt 
werden, dass 


f@o+4e, YotHe) — F(%o1Y%) SO (im Falle des Max.), 
> 0 (im Falle des Min.) 
ist, solange — pry»<@< qiy ist, wihrend fir ge——p,, und 
@= qi, die vorstehende Differenz nicht nur verschwindet, sondern 
zugleich auch das Vorzeichen wechselt. 

Die Entscheidung, ob fiir eine gegebene Function f(x, y) an einer 
Stelle 2), y, in deren Umgebung f(z, y) nach ganzen positiven 
Potenzen von « — 2%,=h und y — y, =k entwickelt werden kann, 
und an welcher die ersten partiellen Ableitungen nach x und y beide 
verschwinden, ein Maximum, resp. Minimum stattfinde, ist somit auf 
die Untersuchung zuriickgefihrt, ob die Grésse r von Null verschieden 
ist oder nicht. Ist in der vorausgesetzten Entwickelung die »'* Dimen- 
sion die erste, deren Glieder nicht simmtlich verschwinden, so wird 
gesetzt: 

(2) F@o+h, Yok) — f(%o. Yo) = g(h, k) = (h, kn 

+ (h, K)n41 Tee: (n>2), 
wobei (h, k), die Summe der Glieder nm‘ Dimension in h und k be- 
zeichnet u.“s. Ww. 

Fiihrt man dariu ein: 

(3) h=4o, k=pe, (?+H°=1), 

so ergiebt sich: 

(4) g (hy B) = @"[(4, Hn + (A, Ht +++] = oO" PCO; 4, H+). 

Der Factor 9" kann abgesondert werden, weil dem Werthe e = 0 die 
Stelle h = 0, k =O selbst entspricht. 


Die Groésse ry ist demnach nichts Anderes als die untere Grenze 
der absoluten Betriige der reellen Wurzeln der Gleichung: 


(5) 705 4, w) = (4, wn + (A, M)apre +++ > = 0. 
Daraus ergiebt sich sofort: 


I. Ist (h,k), eine definite Form, da. h. eine solche, welche den 
Werth Null fiir das einzige Werthepaar h = 0, k =O annimmt — 
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was nur eintreten kann, wenn m gerade ist — so ist (A, mw), fiir alle 
betrachteten Werthe 4, w von Null verschieden, |(4, «),| hat daher 
eine von Null verschiedene untere Grenze x. 


Nimmt man dann die positive Zahl t, so klein an, dass die Ent- 


wickelung von f(%-+h, ¥ +) — f(%o; Yo) fiir das Werthepaar h=—r,, 
k—t, unbedingt convergirt, so hat’ 


\(4, H)n4r@ + (A, M)npo@? + --> 
fiir den Bereich 
: V2+w=1, |el = 
eine endliche obere Grenze Qt, und ist nach dem bekannten Satze 
von Cauchy 


(A, wnt] SS (= 123...), 
0 


folglich 
(4, w)nti@ (As H)ng29? Fs | SM | as 
fiir | 
ie | < %. 
Ist somit die positive Zahl t, < Rt =; 


so ist fiir den Bereich 4* + u* = 1, |e| <1, 
\(A, w)n| = * > |(A, ngs @ + (A, B)ngoQ? +++ +|. 


Die Gleichung (5) hat daher gewiss keine Wurzel g, deren absoluter 
Betrag nicht grésser ist als t,; die Grésse r ist also von Null ver- 
schieden und findet somit ein Maximum, resp. Minimum statt, je nach- 
dem (h, k), eine negative oder positive Form ist. 


Il. Ist (h, k), eime indefinite Form, d.h. eine solche, welche fiir 
reelle Werthepaare h, k sowohl positive als negative Functionswerthe 
annimmt, so ist auch (A, w), eine solche Form. 

Es giebt nimlich dann Werthepaare 


h = oA, k == @ u, 
fiir welche a a 

(h, k)n = @"(4, Hn > 0 
ist, aber auch Werthepaare 


L 


=i, 
(3. e" (2, Wa < 


Haben @” und 9” gleiche Vorzeichen, so haben (2, mu), und 
(a, it)» entgegengesetzte; haben @" und 9” entgegengesetzte Vor- 


= on, 
fiir welche 


ist. 
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zeichen, so ist m ungerade und haben (A, ji), und (2, it)» gleiche Vor- 
zeichen. 
Setzt man aber dann: 


h—(~@) (—2), k=(-O(-B, 


so haben (4, fi), und Lok, —t)n entgegengesetzte Vorzeichen. 
Es lisst sich nun leicht zeigen, dass in diesem Falle die Gleichung 


O= (A, wa + (A, H)nti@ +: 
in jedem noch so kleinen Intervalle — « < 9 < ¢ von Null verschiedene 
Wurzeln hat, dass also r = 0 ist und somit f(x, y,) weder ein Mazi- 
mum noch ein Minimum ist. 
Zuniichst lisst sich fiir |g| eine Begrenzung t so klein angeben, 
dass die Vorzeichen von 


9 (0; 4, i) _— (a, itn + (2, HM) nti @ +.:-- 
und 


1) = (i, a) + (2, Mare +> 


beziehungsweise mit jenen von (A, ja), und (A, i)» iibereinstimmen, also 
entgegengesetzt sind, solange |@| < t ist. 

Man kann daher, wie klein auch ¢ sein mag, stets von Null ver- 
schiedene Werthe 9, angeben, fiir welche 


>» 


(0; 


am (005 4,0) >0, ple34,H) <0, —e<a<s 
ist. 

Jedem Paare reeller Zahlen A, w, fiir welche 4? + uw? = 1 ist, 
entspricht im Intervalle 0 <<  < 2a” ein und nur ein Werth a, fiir 
welchen cos@ = 4, sin@ =u ist. Bezeichnet man fiir den Augen- 
blick m(@; cos @, sin w) mit O(@, w), so ist 

©(g,,0)>0, O(e,,@)<0; (cosH =A, sind—G@ u.s. w.) 
folglich giebt es zwischen @ und @ sicher einen Werth @,, fiir welchen 
O(Q%, @9) = 0 ist. 

Q, ist daher eine Wurzel der Gleichung 9(@; 4), 4.) =O im 
Intervalle —é < @, << € (Ay = COS @, fy = Sin @). 

Es kann endlich auch der von Scheeffer zuerst untersuchte Fal! 
eintreten, dass (h, k), eine semidefinite Form ist, d. h. eine solche, 
welche zwar fiir von 0, 0 verschiedene reelle Werthepaare h, k ver- 
schwindet, aber ihr Vorzeichen dabei nicht wechselt; sie enthalt noth- 
wendig reelle Linearfactoren und zwar jeden einzelnen in gerader 
Potenz. » ist nothwendig gerade und daher auch (A, w), eine Form 
derselben Art. 

In diesem Falle kann nicht unmittelbar entschieden werden, ob 
f(%o Yo) ein Maximum, resp. Minimum ist oder nicht, wenu nicht 

















a 
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etwa ausnahmsweise eine Zerlegung von g(h, k) in zwei Factoren 


g,(h, k) und g,(h, k) stattfindet, welche beide mit indefiniten Formen 
beginnen. 


Sind 
kh —hyk, kah — hak, ..., knh — hnk 


die simmtlichen verschiedenen reellen Linearfactoren von (h, k)n, 
so ist: 


(hf) = (Tey h—he, ki)" (Keg h—Itg he)” «. « Kem o—Trn Be)? (ty Bn 9 chet) 9 


wobei (h, k)n—2 (by-blr +++ hm) eine definite Form oder eine Constante ist. 
Die einzelnen Paare h,, k,; h., ka; .., sind natiirlich nur bis auf eine 
willkiirliche multiplicative Constante bestimmt. 

Jedem solchen Linearfactor kyjh — hnk(m=1, 2, ..., m) entspricht 
ein Linearfactor 4 — Am von (A, w),, Wobei zu setzen ist: 


Ry k 
(6) Am —_ ? n =- — a 


VR +R, Vii, +, 
mit beliebigem Vorzeichen von Vie, + Ke 


Nihern sich 2, w einem solchen Werthepaare 4, u,,, fiir welches 
(4, #)n Verschwindet, so werden von den Wurzeln der Gleichung 


9(05 4, u) = (4, Hn + (A, W)ntie@ +--+ = 0 
eine oder mehrere unendlich klein. Dabei kann man offenbar den 
Fall ausschliessen, dass alle (Am, @m)n+» (vy > 1) mit verschwinden, 
weil ja dann (0; 4m, Hm) = 0 fiir jeden beliebig kleinen Werth von 
@ erfiillt ist, also /(%), y)) weder ein Minimum noch ein Maximum ist. 

Es handelt sich jetzt nur darum zu untersuchen, ob unter den 
mit G, “), zugleich unendlich klein werdenden Wurzeln der Chieheng 
(oe; 4, u) = 0 reelle vorkommen, oder nicht. 

Kommen reelle Wurzeln nicht vor, so ist r >0O und f(x, Yo) 
ein Maximum, wenn die semidefinite Form (h, k),, soweit sie nicht 
verschwindet, negativ ist — was kurz durch (h, k), <0 bezeichnet 
werden soll —, ein Minimum, wenn (h, k), > 0 ist. 

Kommen aber reelle Wurzeln vor, so ist r= 0 und daher f(x, y) 
weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Die Untersuchung wird nun, wie folgt, eingeleitet. 

Um A, w in der Nahe von 4, wm zu betrachten, wird gesetzt: 


a Ady +, b= Um +0*). 
*) Da die Veriinderliche @ sowohl positive als negative Werthe annehmen 
kann, so geniigt es in den Ausdriicken (6) fiir 2,, und w,, nur einen der beiden 


Werthe der Vii, + ke zu beriicksichtigen, wie auch die folgenden Entwickelungen 
leicht erkennen lassen. 
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Wegen 4? + uw? = 1 und pd + ui, = 1 muss sein: 

(8) u? + vo? + 2anu + 2unv = 0. 

Von den Gréssen A, und gm ist sicher eine von Null verschieden; 
folglich kann aus (8) von den Verinderlichen u und v stets eine nach 
ganzen positiven Potenzen der andern entwickelt werden. 


Ist wy zZ 0, so ergiebt sich: 
- Um + |” a — (2am ute us ), 


wobei, da « und v dail verschwinden sollen, die Quadratwurzel so 
zu bestimmen ist, dass sie fiir «= 0 den Werth wy, erhilt, Also ist 
zu setzen: 


ES 1 
————_——_—_- (24, 4 + w?)” 
Vim — (2am e +u?) = wm >) (— (2) = @y 
v=0 Vv by 7” 


Die Entwickelung convergirt, solange |w| << |Am + 1| ist, und kann 
in eine Potenzreihe von wu verwandelt werden. Man erhilt: 











(9) = Cyut+ Ow +---+ Cut+---, 
92*—9 4 42x-—-q 
10 C “= 2) —1~ (2 )- aaa 
v0 Hr (Gt) 238 
Die Anfangsglieder sind 
a a 1 42, 
(11) oe —-"u - -_ 43 — — thn ut — ‘ 
Pan 2m 24m 8 Hn 
Ist Am 20, so ergiebt sich die Entwickelung: 
144 
¢12) ics se a i alice _ inn x. 5 . > oe a 
; m Ban 22h 84, 
Fiihrt man nun diese Entwickelungen: 
_ me. | eee —_ _ 
(13) A=Aynt+u, C= Um bn = 2s u . (Um 20) 
oder: | 
Un 1 
(14) sae “aan — w— eee, Bim + (Am 20) 


in p(Q; 4, u) ein, so ergeben sich die Potenzreihen: 


(15) Units @) = (Ante tn — su — +++) 


a 
+(ant+u, Se ss) ete: 
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(18) yn (0, @)—= (am — Fv — ++ wm +0), 


u 
+ (am — ft o—--, ta +0) ets 


welche fiir hinreichend kleine Werthe von |u| und |g|, bez. |v| und 
|@| sicher convergiren und nach Dimensionen in wu und g, bez. » und 
o, geordnet werden kénnen. Da (Am, Um)n = ist, so ist Ym (0,0)—0; 
der Fall, dass (0, @) identisch verschwindet, kann, wie bereits be- 
merkt wurde, ausgeschlossen werden. Ist 9? die niedrigste Potenz in 
Um(O, @), so hat die Gleichung y, = 0 genau p*) mit uw, bez. v, zu- 
gleich unendlich klein werdende Wurzeln g. 

Nun kommt es darauf an zu entscheiden, ob unter diesen Wurzeln 
reelle vorkommen, oder nicht. 

Wenn die Gleichung == 0 keine reelle Wurzel @ hat, welche 
mit w, bez. v, zugleich unendlich klein wird, so lisst sich nicht zu 
jedem beliebig kleinen positiven ¢ ein positives 0 so klein angeben, 
dass im Intervalle — ¢ << @ < « eine von Null verschiedene Wurzel o 
von Wm =O liegt, die zu einem Werthe u, bez. v, im Intervalle 
—0<u, bez. v < 0d gehért; es giebt daher dann positive Zahlen 0 
und ¢, so klein, dass die Function ,, welche mit wu, bez. v, und @ - 
zugleich verschwindet, im Bereiche 


—dO <u, bez. v <4, —e<co<e 


an jeder von 0, O verschiedenen Stelle u, @, bez. v, @, von Null 
verschiedene Functionswerthe annimmt, welche nothwendig von dem- 
selben Vorzeichen sind. Wiire niimlich~ etwa v(o', vu’) > O und 
wv(y , vw’) <0, so miisste auf jedem stetigen Uebergange von der 
Stelle @’, w’ zur Stelle @”, «”, der ganz im Innern des betrachteten 
Bereiches liegt und nicht durch die Stelle 0,0 geht, eine Stelle u,, @, 
liegen, an welcher %,, verschwindet; solche Stellen giebt es aber eben 
nicht. Es ist somit (0,0) selbst ein Maximum, resp. Minimum, 
wenn die Gleichung ~, =O keine mit wu, bez. v, zugleich unendlich 
klein werdende reelle Wurzel besitzt. 

Offenbar gilt auch das Umgekehrte: wenn 7%,,(0, 0) ein Maximum 
oder Minimum ist, so hat die Gleichung », — 0 keine reelle mit u, 
bez. v, zugleich unendlich klein werdende Wurzel. 

Hat dagegen die Gleichung ym =O reelle mit w, bez. v, zugleich 
unendlich klein werdende Wurzeln, so ist #(0, 0) weder ein 
Maximum noch ein Minimum und umgekehrt; wenn #,(0,0) nicht 
ein Maximum oder Minimum ist, so giebt es in jedem noch so kleinen 


*) Weierstrass, Abhandl, a. d. Functionenlehre, Berlin, 1886, p. 111. 
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Bereiche — 0 < u, bez. v << 0d, —é&< @ < € von 0, 0 verschiedene 
Stellen u,@, bez. v, o, fiir welche ¥, —O ist. 

Durch diese Ueberlegung ist die Entscheidung, ob die Gleichung 
%m = 0 reelle mit «, bez. v, zugleich unendlich klein werdende Wurzeln 
hat oder nicht, auf die Untersuchung zuriickgefiihrt, ob Y,(0, 0) ein 
Maximum, resp. Minimum ist, oder nicht. Es liegt daher nahe die 
bereits gewonnenen Kriterien I und I] anzuwenden, d. h. %, nach 
Dimensionen in « und g, bez. v und g, zu ordnen und nachzusehen, 
ob die Glieder niedrigster Dimension eine definite oder indefinite Form 
bilden. Dabei hat man jeden der m von einander verschiedenen reellen 
Linearfactoren wyA — Anu (m—1, 2,...m) zu beriicksichtigen, 
wobei es, da uw und w zugleich unendlich klein werden, selbstver- 
stindlich geniigt, fiir diejenigen Linearfactoren, in welchen A und &m 
beide von Null verschieden sind, von den Functionen om(u,@) und « 
Wm(v, @) nur eime zu betrachten. 

Es ergiebt sich somit die folgende Regel: 


III. Beginnen die Entwickelungen der Functionen 


Wy, Vor +++ Um 


sdimmtlich mit definiten Formen, so ist f(x), y)) em Maximum, wenn 
die semidefinite Form (h,k), <0 ist, ein Minimum, wenn (h,k), >0 ist. 

Beginnt aber auch nur eine der Functionen ym mit einer indefi- 
niten Form, so ist f(x, y,) weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Unentschieden bleibt der Fall, wenn von den simmtlichen Func- 
tionen w, zwar keine mit einer indefiniten, wohl aber eine oder 
mehrere mit einer semidefiniten Form beginnt. 

Dann ist eben auf jede solche Function y,, das angegebene Ver- 
fahren abermals anzuwenden, womit iibrigens nicht gesagt sein soll, 
dass man auf diesem Wege die Entscheidung unter allen Umstiinden 
erzwingen kann. 

Zuniichst mégen einige Beispiele durchgefiihrt werden. 





1. Beispiel. 
(Peano, l.c., auch von Scheeffer behandelt.) 
g(h, k) = k* — (p? + 9°) WK + p?g?ht, 
9 (0; 2, uw) = w* — (p* + GQ’) A? we + pPg? At’. 
Die semidefinite Form gu* hat nur den einzigen. Linearfactor yu, 
folgiich ist: 
A4,=1, w =O oder 4,——1, wo, =0. 


Nach (14) hat man daher zu setzen: 


1 
A=1—-—v?—.--,, u=U” 
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und erhilt: 
¥,(v, @) = 0? — (p? + g*) ve + p?g?o? + (0, es +°-- > 
Die Glieder 2. Dim. in v und @ bilden eine indefinite quadratische 
Form , folglich ist g(0, 0) weder ein Maximum noch ein Minimum. 


2. Beispiel. ‘ 

(5. Beispiel von Scheeffer, auch von Stolz behandelt, |. c. pag. 9.) 
g(h, k) = h?k* — 3h4k® + h8k? — 3hk7 + 8 — 10h"k + 5h, 
Pp (9:4, 6) =A? wt—3A4 uw Q-+ (25 w?—3Aw'+ uF) Q?— LOAM wg? +54" 9% 

Die semidefinite Form A?‘ enthalt die Linearfactoren 4 und u; 
man hat also: 

. A,=0, wm =1; A,=1, w= 0; 
fiir den Linearfactor 4 ist daher zu setzen: 
A=u, u=l—iw—..,, 

fiir den Linearfactor w: 


Sek oO ~--y b= vv. 


Somit ist: 
v,(u,o) = w(l—20...)— 3ut(i _ 2 wu... ) Q 
7 


+ [ we —w...j— 3u(1 — 2 .. + (1—4u?...)| he 
— 10u'9(1 -- S wu... .) o® +5 u!? 0°. 
Die Glieder niedrigster Dimension, u? + 9, bilden eine definite 


quadratische Form. 
Ferner ist: 


Y,(v, 0) = vi(l1— v?...) — 303 (1 — 20’... @ 
| +[v% — 307...) —307(1 40...) +05] ¢ 
— 10v0(1 — 5v?...) @® + 5(1 — 6v?...) @% 





Die Glieder niedrigster Dimension sind: 


vi—Bote-+otgt—ot(ot duet et)—v?(o— 24) 9) (p 8149), 
bilden somit eine indefinite Form; folglich ist g(0,0) weder ein Maxi- 
mum noch ein Minimum. 

Zugleich ersieht man, dass die Glieder — 3hk’?, — 10h°k und 
5h'? ohne Einfluss sind. 


7* 
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3. Beispiel. 
g(h, k) = — h?k?(h — k)? + Q2hk® — 5A2K + BASIKA + Atk 
— Th? + 6hk — 10R3 + h2k® + Bhtk!— 448 +..., 
p (934, w)—= — A?u?(A — uw)? 


+ [2du®— 5 aw 4 329 ut + Ata — TA5u? + Gary] o 
+ [— 10a + ap 4 Batu — 4y'] 9? +. 
Hier sind 3 Linearfactoren zu beriicksichtigen: 

WA—Aw= A, wA— Aww, MyA—Agum—dA—u, 
Also ist: 





1 1 
4=0, wm=1, 4——1, w=0, 44 WF a 
Dem entsprechend wird man setzen: 
1 
Amu, A=—1f sv, Amat a, 
wel— sw... uv, pm — 4 . 
und erhilt: 4 
%(u, @) =— w+ 2ug — 497+ .--,, 
2 (¥, @:) = — v? + bug -- 1097+ --., 


° 3 5 
¥;:(¥,e)—=—wW+lue— set+-::, 


Es beginnen somit alle drei Functionen y mit definiten quadra- 
tischen Formen; die semidefinite Anfangsform ist, soweit sie nicht 
verschwindet, negativ: g(0,0) ist demnach ein Maximum. 


II. 


Das angegebene Verfahren lisst sich noch leicht so modificiren, 
dass zur Durchfiihrung desselben keinerlei Reiheneniwicklung er- 
forderlich ist. 

Um zu untersuchen, wie sich die Function g(h, k) verhalt, wenn 
sich h,k einer Stelle hy —4no, km = no niahert, an welcher die 
semidefinite Anfangsform (h, k), verschwindet, wurde gesetzt: 


; h= (An + 4) @, k = (tm + ¥) @. 
Hieraus folgt: 
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folglich liisst sich auch + nach ganzen positiven Potenzen von v ent- 
wickeln in der Form: 





k Bn 1 Buy 2 
a an — v ——-_ "4% « 
h An ¥ 4 + 245, + 
Setzt man also: 
k u , 
(17) : ~_ +k, 
so ist: 
, 1 3 uy, 
(18) kh’ = —-v+ —v’+ :--- 
an 2a 


eine mit v zugleich reelle und unendlich kleinwerdende Verinderliche. 
Fiihrt man nun fir & den Ausdruck (f# oh k’) h in g(h, k) ein, 
m 
so ergiebt sich: 
(19) g(h, k) = h* ym (h, k’) 
ftir 
Fo 


(20) am(h, b’) = (, 7 +h’) + ( a + r) awk 


wobei zu bemerken ist, dass (, fu) = 0 ist, so dass die Function 
m 


am kein von h und k’ unabhingiges Glied enthiilt, 

Andrerseits ist g(h, k) = e"%m(v, 9); wenn somit die Gleichung 
Wm =O eine mit v zugleich unendlich klein werdende reelle Wurzel 
o hat, so hat auch die Gleichung zy, —0 eine mit %’ zugleich un- 
endlich klein werdende reelle Wurzel h. “Denn mit v zugleich wird 
auch k’ reell unendlich klein und einer reellen mit v unendlich klein 
werdenden Wurzel g entspricht zufolge der Relation h= (Ay + u) @ 
eine reelle unendlich klein werdende Wurzel h der Gleichung x, = 0. 
Offenbar gilt auch das Umgekehrte: wenn die Gleichung ym = 0 
eine mit k’ unendlich klein werdende reelle Wurzel h besitzt, so wird 
mit k’ auch v reell unendlich klein, und mit h, zufolge der Relation 


h = (Am + uv) 9, da Amn ZO ist, auch 9. 
Ist tm 20, so lisst sich eine vdllig analoge Betrachtung an- 
stellen; es findet dann die Entwickelung statt: 








a u a 31 
a a Sos ie a 
Uy +e bin Mm 2 Um 
Setzt man 
h An , 
Fmt" 


so ist 
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34 
h’ = -u+ — yr... 
m 2 Hin 
eine mit « zugleich reelle und unendlich klein werdende Veranderliche. 
Fiihrt man in g(h,k) ein: 


4 
h—=(™ 44 ‘\ i 
_ hte 
und bezeichnet das Resultat mit k"y,(h’,k), so kann die Function 


%m(u, @) fiir den vorliegenden Zweck durch y,,(h', k) ersetzt werden. 
Damit ist die folgende Regel begriindet: 


IV. Beginnen die Funetionen x, %., -. + Xm stimmtlich mit defi- 
niten Formen, so ist f(x,y) eim Maximum, wenn (h, k), <0 ist, 
ein Minimum, wenn (h,k), >0 ist. Beginnt aber auch nur eine der 
Functionen 4, %. «++ %m mit einer indefiniten Form, so ist f(x, yo) 
weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Beginnt zwar keine der Functionen 4,, %2, .-- Y%m mit einer in- 
definiten Form, wohl aber eine oder mehrere — sie seien durch 4, 
charakterisirt — mit einer semidefiniten Form, so ist fiir jede dieser 
Functionen 4, weiter zu untersuchen, ob x,(0,0) ein Maximum, resp. 
Minimum ist oder nicht. 

Hat jede Function y, an der Stelle 0, 0 ein Maximum oder ein 
Minimum, so ist f(x, yo) selbst ein Maximum, wenn (h, k), <0 ist, 
ein Minimum, wenn (h, k), >0 ist. Hat aber auch nur eine der 
Functionen y, an der Stelle 0, 0 weder ein Maximum noch ein Minimum, 
so ist auch f(x, Yo) weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Bei dieser Untersuchung der Functionen y, kann es aber ebenfalls 
geschehen, dass semidefinite Anfangsformen auftreten; tritt diess fort- 
gesetzt ein, so fiihrt das Verfahren eben nicht zum Ziele. 


Dieses zweite Verfahren lasst sich auch wiabhidingig von dem 
ersten rechtfertigen; hierzu sei Folgendes bemerkt. 
Beschrankt man die reellen Veranderlichen s und ¢ durch die 
Bedingungen : 
<li, ?<i, 
so ist fiir jedes reelle Werthepaar h, k entweder h=sk, oder k = th. 
Setzt man nun: 


g(sk, k) = k*((s, 1), + (8, Lnpr hk +--+] =k U(s,h), 

gh, th) sani h((l, t)n + (1, tmp h +:-‘j]= he Vth, t), 
so wird die Frage, ob es Zahlen @ und « giebt, so klein, dass im 
Bereiche 0 < h? < 8?, O<k? < &, g(h, k) nicht verschwindet, darauf 
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zuriickgefiihrt, zu untersuchen, ob die Gleichung U(s, k) = 0 reelle 
mit (s, 1), zugleich unendlich klein werdende Wurzeln k hat, und ob 
die Gleichung V(h,¢t) =O reelle mit (1, ¢), zugleich unendlich klein 
werdende Wurzeln h hat. (Die Factoren k* und h™ kommen dabei 
nicht in Betracht, weil zufolge h = sk mit k auch h verschwindet und 
zufolge k = th mit h auch hk). 

Ersteres kann offenbar nur eintreten, wenn sich s einer reellen 
Wurzel der Gleichung (y, 1), = 0 niihert, letzteres, wenn sich ¢ einer 
reellen Wurzel der Gleichung (1, 2), = 0 niihert. 

Jedem reellen Linearfactor kh — — von (h,k), entspricht, 


wenn k) Z 0 ist, eine reelle Wurzel —— der Gleichung (y, 1), =0; 


falls h®) Z 0 ist, eine reelle Wurzel sa der Gleichung (1, 2), = 0, 
v 


Ist somit (h,k), eine definite Form, so haben die Gleichungen 
(y, I» =O und (1, 2), = 0 iiberhaupt keine reellen Wurzeln 
und kénnen positive Zahlen 0 und « angegeben werden, so dass 
g(h, k) im Bereiche 0 <h? < 0%, O< hk? < & nicht verschwindet. 

Die unteren Grenzen g und g’ der absoluten Betriige von (s, 1), 
und (1, ¢), fiir reelle Werthe von s und é sind niimlich in diesem 
Falle von Null verschiedene positive Zahlen, folglich giebt es auch 
fiir die absoluten Betrige von h und k Begrenzungen @ und ¢ so 
klein, dass 

q > |(8s, Dayik-+---|, wenn k? < & ist, und 
a> |(1,8n4.h +---|, wenn h? < 6? ist; 

also ist g(h,k) im Bereiche 0 < kh? << 0%, O< hk? < & von Null 
verschieden und hat das Veuidies von (h; ~ 

Ist dagegen (h, k), eine indefinite Form, so giebt es in jedem 
noch so kleinen Bereiche 0 < h? < 02, 0< kh? < & Stellen hy, ky, 
an welchen g(h, k) verschwindet. 

Unter den reellen Linearfactoren von (h, k), muss namlich dann 
mindestens einer, kh — hk, in ungerader Potenz g”) vorkommen. 

Ist nun h”) 20, h, f ein Werthepaar, fiir welches k®) ) —h™£—=0 
ist, so ist: 

kK (h + @&) —hM (E+ B) = kMa — hm B. 

Fir hinreichend kleine Werthe von @ und B hiingt das Vorzeichen 

von (f +a, f+ Da von dem der Potenz (k™a — hw By ab, 


(¥) 
| >|- - |» 80 wechselt ka —h”B mit B zu- 





Macht man also | TO 
A gleich sein om Is: » und —_" auch (ha — hep). 
Es giebt daher Werthepaare h, k = th; h, i = ik, so beschaffen, 


dass h und h gleiche Vorzeichen haben, (fh, &), und Gi, I)» aber ent- 








| 
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gegengesetzte ; folglich haben auch (1, é), und (1, t)n entgegengesetzte 
Vorzeichen. 


| Nun kann die positive Zahl t so klein angenommen werden, dass 
(1, Bal > [(1,Feiah + + | 


(1, @)a| > I(1, e)epah + > -| 
| ist, fiir |h| < +. 


| Fiir solche Werthe von hk haben daher V(h,¢) und V (h, t) ver- 
\ schiedene Vorzeichen. 
| 


| Sind nun @ und ¢ beliebig kleine positive Zahlen, so kann man 
| doch h, so klein wihlen, dass nicht nur |h,| < t und @ ist, sondern 


auch |th,| << ¢ und lé 2, | <é ist; dann giebt es aber — wenn etwa 


| - = a —_ 
| t< ¢ ist — im Intervalle t << ¢< ¢ gewiss einen Werth ¢,, fiir 
| welchen V(h),¢t) =O ist; folglich ist fiir das Werthepaar h,, ky —=t,h, 


gly, ky) =9, OSA? <0? und O<k? < &. 
| Aualoges gilt, wenn koZ0 ist. Dann giebt es Werthepaare 
1 h,k und h,k, fiir welche k und & gleiche Vorzeichen, (s, 1), und 
(s, 1)» dagegen entgegengesetzte haben. 
Ist endlich (h, k), eine semidefinite Form, so ist fiir jeden ihrer 
i reellen Linearfactoren ky,h — hyk, deren jeder nothwendig in gerader 
Potenz vorkommt, besonders zu untersuchen, ob bei der Anniiherung 
7 k h 
i yon Ld an — (wenn kun Z0 ist) oder von > an “J (wenn kim ZO 
| m m 


q ist) es reelle Werthepaare h,k giebt, welche die Gleichung g(h,k) =0 | 


i) erfiillen und einem beliebig kleinern Bereiche 0 < h? << 0, O<k? < ¢ 
| angehéren, oder nicht. ; 


| Um diess zu entscheiden setze man, wenn hy» Z0 ist, 
k & ° k , 
| Fag th’, alo k= 7 +k) bY); 


dann wird: 


| gh, ym de[(1, 5h +e) + (ge th) at] 
= hr ym(h, k’); 
| wenn lim Z 0 ig 


} 

h hy, , : h 4 . e, 
| a7 Et: also h—= (Gr tu) ks 
| pia al 


*) Solche Substitutionen hat Weierstrass in der Theorie der algebraischen 
Functionen von einer Veriinderlichen angewendet. 








a ne SE 
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dann wird: i 3 
m U n ‘ 
g(h,b) =e [(G" +h, 1) + (GE +a, t) et | 
= k* x, (h’, k). 

Nun weiss man: beginnt y,(h,k’) mit einer definiten Form, so 
giebt es positive Zahlen 6, und &,, so klein, dass ym(h, kh’) im 
Bereiche: 

O<h<d2, O<k?<e O<h+hk'?) 
von Null verschieden ist; folglich ist auch g(h, k) im Bereiche: 


o<wsai, @—astc@tn O< +R 
la ie Ay, =h= hy, 
von Null verschieden; a fortiori daher auch fiir alle Werthepaare h, k 
dieses Bereiches, fiir welche 0<h? + kh? Of ist. Beginnt y(h’, k) 
mit einer definiten Form, so giebt es positive Zahlen 0,, und &,, so 
klein, dass y(h’, k) im Bereiche: 

O0<h?<dy?, O<kh? ca O<h?+P) 
von Null verschieden ist, folglich ist auch g(h, k) im Bereiche: 

FO SES GE +O, OSM Sea OCH +R) 
von Null verschieden; a fortiori daher auch fiir alle Werthepaare h, k 
dieses Bereiches, fiir welche 0 < h? +k? < «5 ist. 

Beginnen daher alle Functionen xy (wenn hy und ky, beide von 
Null verschieden sind, geniigt es selbstverstiindlich nur eine der beiden 
Functionen ym(h, k’) und ym(h', k) za beriicksichtigen) mit definiten 
Formen, so gilt Folgendes: (h, k), verhalt sich nach Ausschluss der 
m Theilbereiche: 
ky Ul k ky Uy 
—~-e<s <2 +e (m=—1,2,...m, wenn alle h, von 

1s ia Null verschieden sind) , 
oder der m Theilbereiche: 


m 


ee ee. ' ‘ rae ’ 
Tg SHS GH en (2... m), —b' <7 <4, 
(wenn eine der Gréssen hy, also etwa h, = 0 ist), 


im iibrig bleibenden Bereiche h,k, der fiir den Augenblick mit X 
bezeichnet sein mag, wie eine definite Form; es giebt daher eine 
positive Zahl 6,, so klein, dass g(h, k) fiir alle Werthepaare h, k in ®, 
fiir welche 0 < h? + k? < 0,? ist, von Null verschieden ist. 

Macht man also die positive Zahl d kleiner als jede der Zahlen 
0), 0;,... Om (wenn alle h,, von Null verschieden sind), beziehungs- 
weise kleiner als jede der Zahlen 0), &, 0,, ... Om (wenn h, = 0 
ist), so ist g(h, k) im Bereiche: 
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O<R+h <a? 


von Null verschieden, somit f(x,, y)) oder g(0, 0) ein Maxiwum, wenn 
(h, k)n <0 ist, ein Minimum, wenn (h, k), > 0 ist. 

Beginnt aber auch nur eime der Functionen ym, 2. B. y;(h, k’) 
mit einer indefiniten Form, so giebt es in jedem noch so kleinen 


Bereiche 0 < h? < 0%, O<k’? < &’? Stellen h, k’, fiir welche 
k, 

ui(h, k’)=90 ist; also, wegen k= es Le i’) h, auch in jedem 

noch so kleinen Bereiche 0 < h?< 07, O<k?< & Stellen h, k, 


fiir welche g(h,k) =O ist, wenn niimlich (|5¢ +. :’) d<é ge 
macht wird. 

Somit ist in diesem Falle f(a), y)) oder g(0, 0) weder ein Maximum 
noch ein Minimum. 

Beginnt von den Functionen y,...%m zwar keine mit einer in- 
definiten, wohl aber eine oder mehrere — sie seien durch x, charak- 
terisirt — mit semidefiniten Formen, so erhalt man unmittelbar keine 
Entscheidung, wenn nicht etwa ausnahmsweise'eine soleche Function 
4s in zwei Factoren zerfallt, deren jeder mit einer indefiniten Form 
beginnt, in welchem Falle weder ein Maximum noch ein Minimum 
stattfindet. 

Es muss dann fiir jede dieser Functionen besonders untersucht 
werden, ob 7,(0, 0) ein Maximum resp. Minimum ist, oder nicht; ist 
jedes y,(0,0) ein Maximum, resp, Minimum, so ist f(x,y,) ein Maximum, 
resp. Minimum, je nachdem (h,k), <0, resp. > 0 ist. 

Ist aber auch nur eine der Gréssen 7,(0, 0) kein Maximum, resp. 
Minimum, so gilt dasselbe auch von f(%), Yo): 

Als Beispiel will ich das schon nach dem ersten Verfahren be- 
handelte Beispiel Nr. 5 von Scheeffer, aber etwas verallgemeinert, 


betrachten. Es soll nimlich untersucht werden unter welchen Um- 
stinden die Function 


g(h, k) = h?k*+ 2 Ah*k 4. Bh*k? + Chk? + Dk§ + Eh”k + Fh 
(A, B,...F reelle Zahlen) an der Stelle h = 0, kK =O ein Minimum 
habe oder nicht. 

Fiir den ersten Linearfactor h der semidefiniten Form h?k* setze 
ich h =h’k und sondere k® ab; fiir den zweiten Linearfactor k setze 
ich kK =hk’ und sondere h® ab. 

Dann ergiebt sich: 

a(R’, k) = h'?*4+Dk?+ Ch’'k?+2 Ah'*k+Bh' *k?+ Eh’ © h5+ Fh’ 2k 8, 
to (h, kh’) = kh’? (B+ 2AhK' +k’?)4+ FR°+ Ehok’+ Ch?k' 7+ Dh?k’®. 


4%, beginnt demnach mit einer definiten Form, wenn D > 0 ist; mit 
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einer indefiniten, wenn D < 0 ist; mit einer semidefiniten, wenn 
D = 0 ist. 

% beginnt mit einer indefiniten Form, wenn A? — B > 0 ist; 
mit einer semidefiniten, wenn A? — B< 0 ist. 

g(0, 0) kann also nur ein Minimum sein, wenn: 

(I) D>0, 44 —B<0 ist; dl) D>0, Aa&t-—- B=0O ist; 
(il) D=0, A*—B<0 ist. 

Im Falle (III) zeigt sich aber sofort, dass y, den Factor h’ ent- 
hilt; folglich ist y,(0,0) und daher auch g(0, 0) weder ein Maximum 
noch ein Minimum. 

Im Falle (I) ist zu untersuchen, ob 4,(0,0) ein Minimum ist, 
oder nicht, Setzt man k’ = hk” und sondert h‘ ab, so ergiebt sich: 
wie kh’ *(B4+2Ak" +h?) + FR+-. += FR+ Bh"t+..-. 

Ist daher BF’ >0, was wegen B> A? erfordert, dass F' > 0 
ist, so beginnt yo; mit einer positiven quadratischen Form und ist 
g(0,0) ein Minimum. Ist BF =—0, also F =O, so enthilt zy, den 
Factor k’, ist also x,(0, 0) und g(0, 0) kein Minimum; dasselbe gilt, 
wenn F < 0 ist, wobei yo, mit einer indefiniten Form beginnt. 

Im Falle (II) ist zu untersuchen, ob die Function 

Ao (h, k) == kh’? (Ah + kh’)? + FAS + Ehok’ + Ch?k’? + Dh?k’’ 
an der Stelle h=0, k’ =O ein Minimum hat oder nicht. 

Fiir den Linearfactor k’ der semidefiniten Form k’?(Ah + k’)? 
setze ich k’ = hk” und sondere h' ab; fiir den Linearfactor Ah + k’ 
setze ich k’ = (— A+ k”)h und sondere h* ab. Dann ergiebt sich: 
yai(h, kh’) = FR? + APh"? + ERK” 42AK"3 + h"4+ Chok"7 

+ Dik’, 
qe2(h, kh”) = (F— AE)h? + APk"? + ERK” — 2AkK"3 + kh"! 
+ Ch'(—-A+k’Y + Dh®(—A+k"). 

Daraus ersieht man: wenn A? /’>0 und zugleich A?(F—AE)>0 
ist, so beginnen y21 und yo. mit definiten Formen und ist somit 
g(0, 0) ein Minimum. Ist entweder A? F< 0 oder A?(F—AE) <0, 
so beginnt eine der beiden Functionen 721, y2,2 mit einer indefiniten 
Form und ist g(0, 0) kein Minimum. 

Ist 44F>0, A(F—AE)=—0, also F= AE, so beginnt 
%2,2 mit einer semidefiniten Form und ist nachzusehen, ob die Function 
y2,2(h, k”) = Ak”? + Elk” — QAkK"34 k"44+ EW(—A+k’Y 

+ Dh'(— A+k") 
an der Stelle h =O, k” =O ein Minimum hat, oder nicht. Dazu 
setzt man k” = hk", sondert h? ab und erhilt: 
ta.a(h, k”) = k" (APR + Eh) +++ 
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Wegen A?F' > 0 ist auch AE > 0, folglich E20; 42,2,1 be- 
ginnt daher mit einer indefiniten Form; 42,2(0, 0) ist also kein 
Minimum. 

Ist AF=0, A(F—AE)>0O, so ist F=O, 

t2,1(h, k”) —= APk"? +.--- 
enthalt den Factor k”, also ist y21(0, 0) kein Minimum. 


Ist endlich 
A’AF=0 und A*(F — AE)=0, 


so sind noch folgende vier Unterfiille zu unterscheiden: 
a) A? =O, F2>0, 
b) A? =—0, F=—0O, E 
ec) A? =0, F=0, E=0, 
d) A?>0, F=0, E= 0. 
Im Falle a) ist: 
42,1 = Fh? + Eh?k” + k"* + Chek’? + DNK'S = yoo. 
Setzt man h = hk” und sondert k”? ab, so ergiebt sich: 
42,1,1 = 42,21 = FRe+ kK? + EW Pk’ +.---. 


Ist somit F > 0, so beginnen beide Functionen mit einer definiten 
Form, also ist g(0,0) ein Minimum. Ist F#’< 0, so beginnen beide 
Functionen mit einer indefiniten Form, g(0, 0) ist kein Minimum. 

Ist F —0, wie in den Fallen b) und c), so haben yo, und 7,2 
(da auch A = 0 ist) den Factor k”, folglich ist g(0, 0) kein Minimum. 

Im Falle a) endlich enthalt yo, den Factor k”*, folglich ist g (0, 0) 
kein Minimum. 

Die betrachtete Function g(h,k) hat somit an der Stelle h = 0, 
k =O dann und nur dann ein Minimun, 


wenn: D>0O, A? —B< 0, F>0 ist, 
oder: D>0O, 4?7—B=0, 4F>0, F—AE>0O ist, 
oder: D>0O, A? =—=B=0O0, F> 0 ist. 

Das Glied Chk’ ist ohne Einfluss. 


IIL. 


Es ist jetzt noch zu untersuchen, unter welchen Umstiinden dieses 
Verfahren nicht zum Ziele fiihrt, und zwar deswegen, weil wnbeschrdnkt 
oft Eutwickelungen mit semidefiniten Anfangsformen auftreten. Duabei 
kann man sich auf den Fall beschrinken, dass eine Function x, wie 
sie das Verfahren liefert, mit der 1'** Potenz (/ eine gerade Zahl) 
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eines einzigen (reellen) Linearfactors beginnt und alle aus ihr ab- 
geleiteten Functionen dasselbe Verhalten zeigen. 

Enthilt nimlich die semidefinite Anfangsform einer Function y mehr 
als einen reellen Linearfactor, ist sie also von der Form L,?* L,**..., 
wobei L,, L,,... verschiedene Linearfactoren bezeichnen, so sind die 
Dimensionen der Anfangsformen der den Linearfactoren L,, L,,.. 
entsprechenden Functionen 4,, %, .-- gewiss nicht grésser als 
24,, 24,, ...3 es tritt somit eine Erniedrigung der Dimensionen der 
Anfangsformen ein. 

Liese Erniedrigung kann aber, soweit semidefinite Anfangsformen 
in Betracht kommen, nicht unter die Zahl 2 herabgehen; wenn sich 
somit bei der Fortsetzung des Verfahrens unbeschrinkt oft Functionen 
mit semidefiniten Anfangsformen ergeben, so muss diess schliesslich 
in der Weise geschehen, dass Functionen y auftreten, die mit einer 
geraden Potenz eines einzigen reellen Linearfactors beginnen und 
durch das angegebene Verfahren fortwiihrend Functionen derselben 
Art liefern. 

Es sollen nun die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
aufgesucht werden, unter welchen eine Function x ein derartiges Ver- 
halten zeigt. Um mehrfach accentuirte Verinderliche zu vermeiden, 
will ich die Untersuchung zuniichst fiir eine Function 


(21) g(h, k) = (ah + bk! + pus + pus +o 
selbst durchfiihren. ; 

Dabei sind a und 6 reelle Zahlen, welche nicht beide gleich Null 
sind — ich nehme insbesondere an, dass 6 von Null verschieden 
ist —, U ist eine gerade Zahl, gi41, Pry2,-... sind biniére Formen in 
h,k von den Dimensionen 1+ 1, 1+ 2,.... 

Jede Function g(h,k), welche mit einer geraden Potenz eines 
einzigen reellen Linearfactors beginnt, kann —- eventuell durch Aenderung 
ihres Vorzeichens — auf die Form in (21) gebracht werden. 

Das Resultat der Substitution 


(22) p= — Fh hk’ 


in g*), wird nach Absonderung des Factors h', — nur fiir den Zweck 


*) Wenn g(h, k) convergirt, solange |h| << d, |k| << ¢ ist, so lisst sich eine 
positive Zahl #<d so klein angeben, dass 
+ e+1Oe<e 
ist; also convergirt Vg sicher im Bereiche 


= hi <<, |k'1<% 
Analoges gilt fiir Vg. 
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dieser speciellen Untersuchung — mit Vg(h,k) oder Vg bezeichnet, 
so dass also 


1 P ‘ 
(23) Vo(h, k) =~, g(h, —th+hk’) ist. 
Das Resultat der Substitution (a Zz 0) 
(24) h=— -k+Xk 


in g, wird nach Absonderung des Factors k', mit Vg(h,k) oder Vg 
bezeichnet , so dass also 


— b ‘ . 
(25) Vg(h,k) = > g(—2k+Wk,k) ist. 


Die Zeichen V und V werden aber bequem auch noch in einem etwas 
weiteren Sinne gebraucht. Ist z. B. 


Vg =(a’h+ bk} +--- 


und man setzt ; 
k’ = —<-h+hk", 
so wird das Resultat dieser Substitution nach Absonderung des Factors 
ht, als VVg = V*g bezeichnet, u. s. w. 
Ich bezeichne ferner, wenn w,(h, k) eine ganze homogene Function 
p- Dimension in h, k ist, 
(26) op (h, — - h+ hk) = WP [Yp,0 + Vp,rk + Ypok’? + ++ > bp, pk’? ]. 


Die Frage kann dann so ausgedriickt werden: 
Wie muss die Potenzreihe g(h, k), welche selbst mit der /'e" Potenz 
eines einzigen reellen Linearfactors beginnt, beschaffen sein, damit die 


aus ihr durch beliebige Wiederholung der Operationen V und V ab- 
zuleitenden Functionen 

Vg, Vg, V?g, VVg, VVg, V2g, ... in inf. 
simmtlich mit der /'" Potenz eines einzigen (reellen) Linearfactors 
beginnen. 

Zunichst sollen einmal die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafiir ermittelt werden, dass mit g zugleich auch Vg mit 
der J‘ Potenz eines Linearfactors beginne. 

Aus (21) folgt: 

(27) Vg = 0K! + hl ipso + Prprk’ +++] +--- 
+ h? [pr42,0 + Gi4aik’ +-- o4**:> 

Damit keine Glieder unter der /'** Dimension auftreten, muss sein: 

Pian. =O fir A+ u<cl—1. 
Daraus folgt, dass g,;, den Factor (ah + bk) enthalten muss. 
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Bezeichnet man die Linearform ah + 6k durch f,, so muss 
also sein: 


(28) pia = fy *yen (A= 1,2, ...1—1), 
wobei yz, eine binire Form in h, k von der Dimension 24 bedeutet. 
Dann ist 


Pi42,1-A45 = bi-4 V2a,¥ (v = 0, 1, a 24), 
also 


(29) Vg = DK"! + BE hk (yao +++) + OPK? (ye ot -) +e 
+ DARK? (93,0 +2) be ORK (y2-2,0 + + >») 
+H(gsot-:-)+:-:: 

Nun sind die Bedingungen leicht anzugeben, unter welchen Vg 


mit der J'" Potenz eines Linearfactors beginnt. 
Setzt man 


Yo = lh» 
unter fj, eine quadratische Form in h, k verstehend, so muss sein: 


721,0 = (3) fi,0 (A=2,3,...1—1), 2,0 = fio. 
Hieraus folgt: 


‘ t\. 
(30) Yea = (;) fot + fiGeaa, a= fe + figer, 
wobei gs, .-- Qe--1 biniire Formen in h,k von der Dimension ihrer 
Zeiger sind. 

Also muss sein: 
(31) e Pin = Uf" fe, 

pus (4) fit fe + fH gu = 2, -.. 0. 

Das erste Ergebniss ist somit folgendes. 

Damit g und Vg mit der /'e" Potenz eines Linearfactors beginnen, 
muss g die Form haben: 


(32) g = Eh + fel’ + i" G3 Ps HF fi Gea + Gea +s, 


und zwar ist dann: 


(33) Vg = (jnoh + dk’)! + (hy kya + 

Zur Abkiirzung wird gesetzt: 
(34) fooh + bh’ = fooh + firk’ = f,. 

Dieselbe Form fiir g wiirde sich ergeben, wenn — unter der 
Voraussetzung dass az 0 ist — verlangt wird, dass auch Vg mit 


der 1'*" Potenz eines Linearfactors beginnen soll. 


Damit ferner auch Vg (eventuell VVg, VVg, V2g) mit der 
Jee Potenz eines Linearfactors beginne, ist offenvar nothwendig und 


hinreichend, dass Vg (eventuell Vg) selbst die Form von g in (32) 
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habe; d. h., wenn f,“ eine quadratische Form in h, k’ bedeutet, die 
Form habe: 


(35) Vo =[hO + FOF Fe 
Aus (32) folgt aber: 


t—1 
(36) Vg =[f,%+ forhk’+ fnehk 7-4 >) BARR H* (Quart +++) 
a=1 
+ BH (geet -:)+---- 
Hierin haben die Glieder der J‘ Dimension bereits die nothwendige 
Form, nicht aber die von den Dimensionen 1+ 1, 7+ 2,... 21, 
wie nach (32) erforderlich ist, indem dort erst die Glieder von der 
Dimension 27+ 1 ab unbeschrinkt sind. 
Um zunichst den Gliedern der Dimension / + 1 die nothwendige 
Form zu geben, muss gemacht werden: 
i-1 


(37) Of," far hk’ +> b* geapso htt kh’ + Merzio Ait! 


4=1 
_— 17,0 7. 

Die Gréssen 3,0, .-- Gz1,0 und @er41,9 miissen also so be- 
stimmt werden, dass die Function (nach Absonderung des Factors h?) 
P2r41,0 h*- + b gei-1,0 hi? k’ +++ yy §22+1,0 hi—! 5’ t-4 + -°: 

a b—1 g3,0 &° 
theilbar wird durch (foo + bk’)'4, d.h. also geradezu gleich wird 
{3,0 (j2,o% st bk’) -, 


Also muss sein: 
t—1\ -a 
Ger1,0 = 1-1) fz0 go (A=2,...1—1), 
P2141,0= fao 33,0, 
wihrend g3,o willkiirlich bleibt. 


Setzt man also g, = /f,, unter f, eine beliebige cubische Form 
in h, k verstehend, so ergiebt sich: 


1—1\ -a-4.- 
§ea+1,0 = (; _ i) fxo fx0 (€4=2,...1—1), 


P2i+1,0 = liso. fs,0 
und daraus weiter: 
j.. l po | - id , 
(38) 441 =1(,_ i) fo“ fs thigee (A=2,...0—)), 


Paps = Lf," fs + fi ger, 


wobei die g,’... gz, biniire Formen in hk, von der Dimension ihrer 
Zeiger sind, 





| 
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Aus (37) folgt dann: 


(39) fo = fs,oh? + far hk’, 
f.“ ist also durch f,, f, und f, bestimmt. 
Fiihrt man die Ausdriicke (38) in (32) ein, so ergiebt sich: 


4) g=Th +h + Siz) pens 
4=1 


Rat 
+ > 4 i, Geare -+ P2ite + eee, 


Fant 
und daraus: 


(41) Vg = fi" + UOT pL faadk’® + (9) fo? fae’? 


+> . (i=1) BY" [fgto” fan + (4 — 1) fxo” faa fo] Wet B’t- at 


4=1 


+>) bi-4 Gj22+2,0 hits 5-4 + P2i+2,0 hi? + (h, k’\its +°: 


4=1 


Damit nun ferner auch die Glieder der Dimension 1+ 2 in Vg 
die Form der Glieder gleicher Dimension in g bekommen, miissen die 
Functionen g:2;2 und 2,42 so bestimmt werden, dass 


(42) Uj, fe Wh’? + (9) fi fe WR”? 


t 
+>)3(,73) ga | vy fy1 + (A 1) iO” fe,1 fs,0] pit! kt 


A=1 


i—l 
+ DP UF isn WH RE garys,o ht — (2) FOP? fe" RU fy 


A=1 


wird, wobei f,) eine vorliufig noch unbestimmte cubische Form in 
h,k’ ist. 
Die Function (nach Absonderung des Factors h?) 


t—1 
Por+9,0h! +> b'—* gorreoht kh’ '—4 


a=l1 
+31 Ga 1) Bal fei + 1) 2,1 [30] RA“? Ka 


muss daher theilbar werden durch f\)'*, also gleich werden einem 
Producte: 
(Cyh? +O, hk +O, 82) (faoh--dK)-* 


Mathematische Annalen, XLII. 
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Durch Vergleichung der Coefficienten von k*, hk''-! und h?k'!- 3 
ergiebt sich: 
(43) C, = Ubi, OC, = 1 (fo, fsa + C—1) fora fs0) + B 94,0, 


Cy —_ 6,0 oF (t—2) f2,0 4,0 « 


Vergleicht man ferner die Coefficienten von h*k''-*, so erhilt man 
fiir A= 3,4,...,,3—1 


, 1—2 ‘ 1—2 1—2 , 
(44) gers20= (4-3) f20 "960 + (G- )—@-2) (,—3)) 20 Gao 
und fir 4=/ 
(44’) P2i+2,0 = ino * (360 — (l— 2) feo 4 )« 
Aus (42) folgt nun nach Absonderung des Factors ied a 
(45) Lf, foghk’? + (3) f2:h?K? + 12(C,R2-+ 0, hk +C, 2) 


L\ .ay (1) ¢ 
—(b) i +780 ®. 
Damit, wie sich hieraus als nothwendig erweist, 
(5) fine? + W(CyR?-+0, 0K +.0,8 2) — (9) fs" 
theilbar wird durch f,“, also gleich einem Producte 
h?(Dh+D,k) fF, 


in welchem D, = gio, D, = 1 fs, sein muss, ist, wie die Vergleichung 
der Coefficienten von h‘ ergiebt, erforderlich: 


, l - , 
(46) 6,0 = (5) fo + (l—1) feo (4,0 « 
Fihrt man diesen Ausdruck in ta ein, so folgt: 
. l\ (l— a1, 
(47) gri20 = (5 = fxo d+ (ari) i fe,.0 S40, 
pen gilli g 


wihrend die Grosse gi willkiirlich bleibt. 
Seizt man g, = /f,, wobei f, eine biquadratische Form in h, k 
bedeutet, so hat man aus (47), (46) und (44): 


gartn0 = (5) (429) fai? fo +2 (424) feo feo, (2.01) 


l\ .:-2, niin ws 
P2420 = () fro fro + lfzo fro 


und daraus: 
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Grape = (3) ‘i 3) fot? fs? + (4 1) foo fa + fi geap, 
(48) a 


l - = ind ow” 
pase = (9) fal? fa + half + fig, 


wobei die g’ binaére Formen in h, k von der Dimension ihrer Zeiger 
sind. 

Fiihrt man diese Ausdriicke (48) in (40) ein, so erhalt man fiir 
g die Formel: 


(49) g= Y (i) i Pat, +> G= i) fi? fo? fs 
+ S'( ) G=i) ite +> (A221) FB 


i—1 


+ Dt Gzaps + Pas +: -: 
4=1 


als nothwendig und hinreichend dafiir, dass in Vg die Glieder bis zur 
Dimension 1 + 2 einschliesslich dieselbe Form haben wie in g selbst. 

Fiir die in (42) eingefiihrte Function f,{ ergiebt sich aus (45) 
nach Absonderung des Factors 1j,“) 

(50) f,™ = faoh 4. fs,1 h?k + fo2hk’?. 

Um nun diese Rechnungsresultate zu verallgemeinern und zur 
Kenntniss der nothwendigen Form von g zu gelangen, wenn auch Vg 
und V’g mit der 1'*" Potenz eines Linearfactors beginnen sollen, wird 
foleende Ueberlegung angestellt. 

Bildet man mit den bisher eingefiihrten Functionen f, (welche 
nicht identisch verschwinden darf), f,, f,;, f, und den weiter noch 
einzufiihrenden Functionen j,, f,, ..., die nur die eine Bedingung zu 
erfiillen haben, dass die Reihe f, + f, +f, -+ +--+ in inf. fiir hin- 
reichend kleine |h|, |k| convergirt, die Function 


(51) G= [fi + fe + fs +--+ in inf f, 
so ist sofort zu ersehen, dass das Resultat beliebig vieler Operationen 


V oder V (soweit dieselben iiberhaupt anweudbar sind) stets eine Func- 
tion ist, welche mit der /'° Potenz eines Linearfactors beginnt. Ins- 
besondere ist: 


2 3 t 
(52) VG= jee + h> ine ke + n> fh o+-- | 


@=0 @=0 


— (f,' + f." + is’ > ee J, 
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wenn gesetzt wird: 

fi’ = foohk + fir k’ = feoh + dk, 
fo! = fo h? + for hk, 

fs’ = fro h? + far h? h + forhk?, 





























(53) 
ort _ ott 
f'= fr+t.0 hy + fv Wt kK $oos +> rr v4 h* k=, 
2° 2 
wobei a die kleinste ganze Zahl bezeichnet, welche nicht kleiner 
ist als tt, a die grésste ganze oa, welche nicht grdésser ist 
als ~ :. so dass fiir ein gerades v 
y+1 y+i1 
. . z+ 1, + =F 
und fiir ein ungerades v 
y+1i =v +1 y+i_ v+i 
ee ee Pi 


ist. 
Wenn in f, der Coefficient von & von Null verschieden ist, so gilt 
dies auch vom Coefficienten von & in f,'; also existirt auch V?G und 
beginnt mit der /'*" Potenz eines Linearfactors, u. s. w. 
Zur Abkiirzung bezeichne ich die nach Dimensionen in h, k ge- 
ordnete Entwickelung von G durch: 


(54) EHO 4 O44 O42 ++ >= >),. 


m=t 
®,, ist eine ganze ganzzahlige Function von j,, f,, ..., fm—sp1, deren 
Form aus dem polynomischen Lehrsatze wohl bekannt ist: 
—_ ve. I! eM 2% > *m—1-+1 
(55) On => #4! vel... Vmn—i4i! Tx Tes + + - Vet —34-1 
(My, Mgt bt Omi = 1, 
a, V; + Hy Vo + ie %m—i-1 YVm—i41 = M HX, < Meee < %m—1+1) « 





Die Summe derjenigen Glieder von ®,,, welche den Factor f, nicht 
enthalten, wird durch %,"! bezeichnet, die Summe derjenigen Glieder, 
welche f,? nicht enthalten, durch 0,”!, u. s. w. 

Man kann somit die bisherigen Ergebnisse auch so ausdriicken: 


Damit g und Vg mit der /'" Potenz eines Linearfactors beginnen, 
muss nach (32) sein: 





rn 
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(56) g= ©, + O41 4+ Of"! +® of; i +.. -+ of! 
+ fr $3 + fi 20s bees + figer-1 + Manat: 


Es ist dann: 
Vg = fOr" +--+ und FO = fooh + fia h = fy. 


Soll auch Vg? mit der 7" Potenz eines Linearfactors beginnen, so muss 
Vg die Form (56) haben, d. h. wenn ©,,(f,?,..., faa) kurz mit 


(1) ‘ , : 
®,, bezeichnet wird — so muss sein: 


a) @) 
(57) Vg= 4+ O41+°°>. 


Damit also in Vg die Glieder der Dimension 1+ 1 die nothwendige 
Form haben, muss nach (40) sein: 


9 =O + Orgs + Of + UI + + ONG 
$1,723) fH Rt 
+ On + 10— 0) i fyb Up fy 
+3 fi * eae + peage +: 


A= 
Nun ist aber: 
ol 41 () = 5) fit p2- 1, = of; (a=2,...,)), 


Ht = O42 und if" fs = os, , also 
iH i=l 
(58) g=O,+- O41 +9142 +>) ol +> g- Goate + Poate+-:. 
Dann ist in der That: sie i 
Vg= foot 1g jO+--: auth +s Gas ..+ und 
F{) = fooh® + farhh’ = fit. 
Damit ferner auch die Glieder von der Dimension | + 2 in Vg die jetzt 
nach (58) nothwendige Form ras haben, muss nach (58) und (48) sein: 
i-+41 


g -> Ona + DOH +1 


+> [G23 RoR + IGT) RE 


>> fi gtags + pags +--+ 
A=1 
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Es ist aber: 
ons" + wi = Fi4s, 
ois + (3) (G24) ee ate $043) PH 
=o @a—4,...,14+1), 
and (9) ff? f+ Us fe Odie, 


somit: 


3 i-+2 i—1 
(59) 9— Donat Dol + Di gia + prs ++ 
4a=0 A=4 A=1 
Dann ist in der That: 
se l i . (iat 
Vg= fo + Lf" 1 jo + (2) fi’ . jo + a oe ae 


”  @ qt) 
= 9 + O41 + Ouys +-:: 
3) = faoh® + fash?’ + foghh’? = fy’. 
Fir i= 0,1, 2 ist somit in Erfahrung gebracht: 


Damit in Vg die Glieder bis zur Dimension / + i einschliesslich 
die nothwendige Form haben, muss sein: 


und 


i+1 33 
(60) g — 248 4 Sout; aie +21 i * st eas + Perpi-i +: 
A=2+i 
und zwar ist dann: 
‘ 
(1) 
Vg= >) O42 + cee 
A=0 


und fiir die Functionen f{”, f{”,..., f die Form 
(60a) J — fro + falOK +--+ ig yah? WF 


constatirt, d. h. ihre Identitait mit den Functionen f,,..., fiys- 


In den ,4; und /5'**"! welche in (60) vorkommen, treten die 
Functionen f,, f.,-.-, fire auf. 

Nun ist zu untersuchen, ob diese Bedingungen auch fiir die Glieder 
der Dimension 1+ 7+ 1 in Vg gelten. 

Die nothwendige Form dieser Glieder ist: 


( = 
Oni = 14 Os + G,. oo fee Depegt - 
Andererseits ist aus (60): 
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i= =e 
Sy A tit! J t—a cai PS oe 
+ (Sir rigso + *) HH Parpept.o + 


Also muss gemacht werden: 


(61) Poipigs,o Vt! + 2 hia Syd i4-1,0 Rett Kita 


i+1 
+|¥ > 23 + So, asa | 
(+i+1) 


A=2+i 
it 
= LF Ari} + (i> o's Depepa ? 


wobei die Glieder der Dimension / + 7¢ + 1 aus V{} durch [V { } ]peps 
angedeutet werden. 

Vergleicht man nun die / + i-+ 2 Coefficienten von hit*+, .. 
k’4++ der rechten und linken Seite, so ergeben sich ebensoviele 
lineare Gleichungen fiir die 1— 1 Gréssen Oiberue die Grosse g2a4i+1,0 
und die i-++ 3 Coefficienten a!) _,, (t= 0,1,...,¢-++2) der Function 


(23 diese Anzahl 7-+-i+3 ist also um eine Hinheit grésser als 


die Anzahl der Gleichungen. 

Betrachtet man aber g(‘'),, als eine willktirliche Grosse, so werden 
dann diese linearen Gleichungen, welche mit (2) beseichnet sein 
mégen, die iibrigen der eben genannten Gréssen als lineare Functionen 
von gi}, eimdeutig bestimmen, vorausgesetzt, dass ihre Determinante 
nicht Null ist. 

Vergleicht man die Coefficienten in der Aufeinanderfolge der 
Glieder mit 

hit K-28, hit4h '-8,.,. petit, hit®kt-1, WHE. KH, 
und schreibt die zu bestimmenden Gréssen in der Anordnung 


1) 
0? We or Garr, ss» Wigs 


so bemerkt man sofort, dass in der Determinante dann alle Elemente 
links von der Hauptdiagonale gleich Null sind; in der Hauptdiagonale 
selbst ist der Coefficient von {') eb (A=2,3,...1—1) Be, der 
(c= 0,1,...¢+2) ist 1b. 


Die Determinante ist daher, abgesehen von dem Factor 1+5, selbst 


(t—1) (+-2i-+-4) 
2 


P : 
Gi)s,09 9{9 3,0 yeeey G8)4-1,09 PS) 41, 


(1 
VON .,4,4, ist 1, der von af}, ,, 


nur eine Potenz von b, nimlich b , und als solche der Voraus- 


setzung zufolge von Null verschieden. 
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Es giebt somit ein und nur ein System linearer Functionen von F 
G59, Wwelches die Gleichungen (2), oder die Gleichung (61) erfillt; 
dasselbe kann nun aber ohne alle Rechnung aus der Function G ent- 
nommen werden, 


Bringt man — G auf die Form (60) von g, setzt also: 
i+1 


(62) G = 2% + lo ee +51 ft * Goress + Dein +: 
A=2+i 


so sind die = natiirlich bekannt; f/-* Syas, , ist nimlich die Summe 
derjenigen Glieder von %424:41, welche den Factor f,'—* enthalten. 

Die nothwendige Bedingung daftir, dass in VG die Glieder der ; 
Dimension 1 +- i + 1 die erforderliche Form haben, ist eine Gleichung, | 
welche sich sear (61) nur dadurch unterscheidet, dass an die Stelle 


von Gh+441,0) ia tritt, (A=1,...,4— 1), an die Stelle von 
P2i+i+1,0, Priiti0s und an de Stelle der Coefficienten a!/r.- die 
Coefficienten aji2-<¢ der Function fi,2 treten. Von VG@ weiss man 
aber, dass die Glieder der Dimension / + ‘ “a 1 sicher die nothwendige 


Form haben; also miissen die Grdssen Mididias M2:,:41,0 und die 
Coefficienten der Function 


iP _, iss 
feta firso hit® + fizerhiHh +--+ ex isa k= 


' (i) 
die Gleichungen (2) erfiillen, wenn man gf35 = Gji30 setzt. 


Diprpin: enthilt das Glied (ga i) fi* 2-1 fias, 


GPr41 enthalt daher das Glied 1 (om ian 1) fo? fias; 
4:42 insbesondere (A= 1) enthiilt das Glied Jf,'—'f,4s, also ist 
Sis = lfi+4s- 

Die Gréssen Gases o (A==2,...,/—1) sind also in der That lineare 
Functionen von | ae = lfizs 9. 


Wahlt man also fiir die willkiirlich bleibende Function G{.5 die 
Bezeichnung /f;43, so muss sein: 
(i) 
gSh+et10 = = Garipso (4—2,...,J—1), P2rpitio = Por ipi0. 
inca folgt: 


ei = OP) a" + fi oh) (A=2,...,0—1), 
ons = OBL + fs ai 


(i) (i) 
*) OL); 4, ist die Summe derjenigen Glieder von G, atizi» Welche den 
Factor f, nicht enthalten. 


che 


—_ a 
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Fiibrt man diese Ausdriicke in (60) ein, so ergiebt sich: 


i+1 
I= S Di42 + oth + if fits 
Aa=0 


l+i 


+2 [ote + fr yes sa) + Oss 


A=38+i 


i 
+> fH HD + Pee to 
Aa=2 


oder wegen 
Oath + Uf fess = Oris 
und | 
®) Tee +.  akbede Gy! [!] i= O!5 [-—2+i+2] , 
i+2 t+i+1 
(63) 9 a Pr +2) — +5 fi? oS + parpite + - 


A=i+3 
Das ist aber genau der Ausdruck fiir g, der aus (60) hervorgeht, wenn 
man i-+ 1 an die Stelle von i setat. Zugleich ist: 
oH 1) 
Vg =>) O43 stale 
A=0 

und fiir die Function f,{), die fiir die Functionen {,”) bis {,. beobachtete 
Form constatirt, oder ihre Identitat mit fizs. 

In den Ausdriicken ,4, und olf 7 tl kommen vor die Funce- 
tionen f,,.. +, fits 

Der Auedrack (60) giebt daher fiir jede Anzahl ¢ die Form an, 
welche g haben muss, damit in Vg die Glieder bis zur Dimension 
1+ ¢ einschliesslich dieselbe Form haben wie in g selbst; fiir i = / 
insbesondere giebt er die Form an, welche g haben muss, wenn Vg 
und auch V?g mit der /'" Potenz eines einzigen Linearfactors be- 
ginnen sollen, nimlich: 

i+1 t—1 
(64) g= 2) Di42 + Soni" +> tA giteagt b psiys + 
i= 

Kine ganz analoge Betrachtung zeigt, dass der Ausdruck (60) ebenso 
auch die Form angiebt, welche g haben muss, damit — vorausgesetzt, 
dass azo ist — in Vg die Glieder bis zur Dimension | + i ein- 
schliesslich dieselbe Form haben wie in g, selbst, 

In dieser Art kann nun die vollstindige Induction durchgefihrt 
und die Form angegeben werden, welche die Function g haben muss, 
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wenn sie selbst und das Resultat von beliebig vielen Operationen V 
oder V, in beliebiger Aufeinanderfolge ausgefiihrt (soweit diese Opera- 
tionen iiberhaupt anwendbar sind) mit der 2'** Potenz eines Linear- 
factors beginnen soll. 

Angenommen uiimlich es sei constatirt: 

Wenn g und die Resultate von » Operationen V oder V mit der 
ites Potenz eines Linearfactors beginnen sollen, muss sein: 

(n—1) 14-1 Sant di 
(65) g a out > Ona +> fi gah beat Peet 
a=1 
und es hee in Vg aie Glieder bis zur Dimension mJ einschliesslich 
dieselbe Form wie in g, nur dass an die Stelle von f, ... fin—-1y41 die 
Functionen /”,.. . {21.41 treten, fiir welche das Bildungsgesetz (60 a) 
gilt; und analog in Vg. 

Damit nun auch das Resultat von m+ 1 Operationen V oder 
V mit der 7'" Potenz eines Linearfactors beginne, ist offenbar noth- 
wendig und hinreichend, dass Vg, beziehungsweise Vg, ebenfalls die 
Form von g in (65) haben, in welcher erst die Glieder von der Di- 
mension (n+ 1)7-+ 1 ab willkiirlich sind; es sind also in Vg, be- 
ziehungsweise Vg, die Glieder von der Dimension J + 1 ab bis zur 
Dimension (w + 1) 7 gehérig zu bestimmen. 

Um nun die entsprechenden Formen von g zu erhalten, hat man 
nur in (60) der Reihe nach i = (n — 1)1+ 1, (n—1)1+42,...m1 
zu setzen und erhalt als nothwendige Form von g, damit auch das 
Resultat von »-+ 1 Operationen V oder V mit der 7‘ Potenz eines 
Linearfactors beginne, die folgende: 

nit (n-+-1)t i-1 


9= >) Oi iP one Ps fr“ greteapa + Pipyeats: 
A4=0 gig = 
ni+-1 
= -> out)> Ota +> fi” gerboags + Pingayrpate ss - 
4=0 


Das ist aber genau der Ausdruck, der aus (65) hervorgeht, wenn 
man an die Stelle von mn m-- 1 setzt. 


Damit ist gezeigt, dass der Ausdruck (65) die Form angiebt,. 


welche g haben muss, wenn » aufeinander folgende Operationen V 
oder V durchaus Functionen liefern sollen, welche, wie g selbst, mit 
der J‘ Potenz eines einzigen Linearfactors beginnen. Hieraus folgt: 

Wenn g selbst und alle aus g durch beliebige Wiederholung der 
Operation V oder V abzuleitenden Functionen mit der J'e" Potenz eines 
einzigen Linearfactors beginnen sollen, so muss g bis zu Gliedern jeder 


cabs 
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beliebigen Dimension hin mit G@ iibereinstimmen, muss also selbst die 
l'¢ Potenz einer Potenzreihe §, + f. +f, + +++ sein, welche fir hin- 
reichend kleine |h|, |k| convergirt und mit nicht identisch ver- 
schwindenden Gliedern erster Dimension beginnt. 

Dabei ist noch etwas zu erwaihnen. Bei der Bildung der Function 
G wurde die Convergenz der Reihe f, + f, + f,-+ +--+, welche als 
Potenzreihe in h, k durch 


fil, k) + f(b, b) ++ = Saag h® kh («+ B>1) 
bezeichnet werden mag, vorausgesetzt. 


Es hatte aber auch gentigt nur anzunehmen, dass die Potenzreihe 
G, welche als solche durch 


G(h, k) = O,(h, k) + Piyi(h, k) +--+ = P Ay hike (A+ udl) 
bezeichnet werden soll, fiir hinreichend kleine |h|, || convergirt, 


indem daraus die Convergenz der Potenzreihe P deg h* ké@ erschlossen 
werden kann. 

Fiir Potenzreihen von einer Veriinderlichen, welche mit einem 
Gliede beginnen, dessen Exponent durch / theilbar ist, ergiebt sich 
der Satz unmittelbar aus dem polynomischen Lebrsatze. 

Fiir Potenzreihen von zwei Veriinderlichen scheint mir der Satz 
aber eines besonderen Beweises zu bediirfen. 


Angenommen es sei bekannt, dass die Potenzreihe P A;, hé ke, 
welche formal die 1'e Potenz der Potenzreihe > Gag h* k® ist, con- 
vergirt, wenn |h| << 0d und |k| <0 ist, wobei 0 eine positive Zahl 
bezeichnet, welche beliebig klein sein kann. In f, = ah + bk 
(Gj) = 4, GM, =) sind der Voraussetzung zufolge a und b nicht 
beide gleich Null; es sei also etwa bZ0. 

Dann lassen sich zwei reelle positive Zahlen h, und k, in mannig- 
facher Weise so bestimmen, dass 


Och <8, O<k co und i >|¢ ist. 
0 





Ist ¢ eine complexe Verinderliche, 9 =e?! (0<&< 2m) und 
setzt man: 
h=ht, k=—=pyk,t, 
so convergirt die Reihe a Ajy hyo" (nk) t+ fiir alle betrachteten 


Werthe von 7, solange |¢] <1 ist und kann in eine Potenzreihe von ¢ 
verwandelt werden; : 


a |Agu| ho ky = M, 


ist eine bestimmte positive Zahl. 
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Bezeichnet man: 
fr(kgt, nkyt) = t’y,(n), Pm(hgt, nhyt) = t™¥n(n), 
so ist: 
D> Aa leg (hg) tt — y(n) HE Vigan) #4 Vigo) 424 5 
fiir alle betrachteten Werthe von 9 ist %,(y) von Null verschieden, 
|%, (y)| hat eine von Null verschiedene untere Grenze 

My = — |a| hy + |B] hy; 
\Wisa(n)| <M, (A=0,1,2...). 
Man kann daher setzen: 


und es ist 





Fis (0) Vite (n) 
G(hgt, kot) = v, (my 8414-4 ¢ 4 “HT 2 val 
(ht, nkyt) = v, (n) + eta + (a) + 
t 
und es ist, wenn die positive Zahl g nur kleiner als —_Se__ ge- 
My + m 


wahlt wird, fiir alle betrachteten Werthe von 7: 








¥i41(n) ¥it2(n) | 
t Ps .0s1 ct 
1 (n)' t 1 (n)' + re 
wenn |t| < @ ist. 


Es convergirt daher, wie bekannt, die Entwickelung 
1 


Y ¥ T 
1 +1 (7) t 42 (n) Se | ina? Yo (n) t es 
+ ¥1(n)' + 1 (n) + + yy oF 
fiir die eben genannten Werthe von 7 und ¢. 
Fiir die Coefficienten von ¢, ¢?,... findet man durch Ausfiihrung 


: . Ye(n) s(n) |, . 
der Rechnung die Ausdriicke a Oe Dass der Coefficient 


ist, lisst sich, wie folgt, erkennen. 
Macht man die vorstehende Entwickelung unter der Annahme, 
dass die Potenzreihe f, + f, + f; -+--- fiir hinreichend kleine |h|, || 


convergirt, so ist der Coefficient von ¢* gewiss Set (n) , diess muss 


aber offenbar auch der Fall sein, wenn die Convergenz der Reihe 

fi tfie+ti; +--+ nicht bekannt ist, indem ja die »+ 1 ersten 

Functionen jf, ... fai: auf die Convergenz keinen Einfluss haben. 
Damit ist bewiesen, dass die Potenzreihe 


(0) t+ do(m) t+ --- 
fiir alle betrachteten Werthe von y convergirt, solange |t|<@ ist. 
Lasst man also die Verinderliche ¢ den Kreis vom Radius @ um den 
Nullpunkt durchlaufen, so giebt es fiir 
[% (0) # + v(m)? +--+ -| 


eine endliche obere Grenze M, so dass fiir alle betrachteten Werthe von y 
v(m) @ + ¥2(y) Pr +---| SM ist. 


von ¢*, Poti (n) 
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Hieraus folgt nach einem bekannten Satze von Cauchy: 


n 











4 M 
| 'n — ao, 9 A n—¥(nk,)” < 
iv () | han! a 7) (q 0) => o” 
Also ist 
ky M 
n—v,¥ =" < aaa 8 
2 . (n i) ee 








d.h.: der absolute Betrag der ganzen Function n' Grades 


Aon 2" + A1,n-1 2"! + +++ + Ano 
ist fiir alle Werthe von z, deren absoluter Betrag gleich > ist, nicht 
0 


o M 
grésser als —_—. 


Phe 
Nach demselben Satze von Cauchy ist somit: 
lane S$ oes = 





@” hg” Ip” (@lin)"~” (Qho)” ” 
folglich convergirt die Potenzreihe > aes h«ké sicher solange |h| << @hp, 
|k| < ok, ist. 

Ist 6 = 0, so ist a>O0 und kann dieselbe Betrachtung mit evi- 
denten Modificationen durchgefiihrt werden. Die Frage, ob die Con- 
vergenzbereiche einer Potenzreihe und ihrer /'" Potenz nothwendig 
identisch sind oder nicht, braucht hier nicht erdrtert zu werden. 

Ich kehre nun wieder zu dem eigentlichen Thema zuriick. 

Es mag vielleicht befremden, dass sich fiir g nicht die anscheinend 
allgemeinere Form he? 

9=(lfr+htist-: FU +uy+u,+4,+---] 
ergiebt, in welcher die u, binire Formen in h,k von der Dimension 
ihrer Zeiger sind und die Potenzreihe 1+ u,-+4,+4,+--- fiir 
hinreichend kleine |h|, |k| convergirt. 

Die Function g hat offenbar auch die Higenschaft, dass beliebig 


viele Operationen V oder V stets Potenzreihen liefern, welche mit 
der 7'e" Potenz eines Linearfactors beginnen; es ist aber leicht zu sehen, 
dass sie nicht allgemeiner ist als g, indem ja die Potenzreihe 


1 + uy + Uy uy +--- 

stets als die /'e Potenz der Entwickelung von 
[Ly ty tty $o- 
=14+ Fu + oe ((L—) uy? + 2lu,) + +: 


dargestellt werden kann. 


1 
t 
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Nachdem diese Einsicht gewonnen ist, lassen sich nunmehr die 
Falle genau charakterisiren, in welehen das angegebene Verfahren um 
zu untersuchen, ob eine gegebene Function g(h,k), deren Entwickelung 
mit einer semidefiniten Form beginnt, an der Stelle 0, 0 ein Maximum, 
resp. Minimum hat oder nicht, versagt, und zwar deswegen, weil sich 
unbeschrinkt oft Functionen x ergeben, welche mit einer semidefiniten 
Form beginnen. 

Wie bereits erwahnt wurde, miissen sich in einem solchen Falle 


nach einer endlichen Anzahl von Operationen V oder V solche Func- 


(v) 
tionen x ergeben, welche selbst mit der /'" Potenz eines einzigen 
Linearfactors beginnen und bei der Fortsetzung des Verfahrens fort- 
wiahrend Functionen von derselben Beschaffenheit liefern. 


Kine solehe Function p4 ist aber, wie jetzt behauptet werden 
kann — eventuell abgesehen vom Vorzeichen — nothwendig die 
l'e Potenz einer Potenzreihe von zwei Verdnderlichen h®, k'?)(a+B=v), 
welche mit nicht identisch verschwindenden Gliedern erster Dimension 
beginnt und fiir hinreichend kleine |h@|,|k| convergirt; also von 
der Form: 


(¥) 
(66) U(WO, Kl) me Eloy lO + cq hl® f+}, 


wobei € entweder gleich + 1 oder —1 ist, und ¢,, und ¢,, nicht 
beide zugleich den Werth Null haben. 


Nun ist aber unmittelbar zu ersehen, dass 0, 0) weder ein 

Maximum noch ein Minimum ist, weil die Gleichung 

0 =e ,h® + c,h 4+... 
in jedem noch so kleinen Bereiche 0 < |h™| + |R@|< 0 durch 
reelle Werthepaare A, k'?) erfiillt wird. 

Daraus folgt, dass in diesem Falle auch g(0, 0) weder ein Maximum 
noch ein Minimum ist. 

Das Verfahren versagt also nur in solchen Fiillen, in welchen die 
Entscheidung, ob g(0, 0) ein Maximum, resp. Minimum ist, oder nicht, 
schon feststeht. 

Man wird noch verlangen das Eintreten eines derartigen Falles 
an der zu untersuchenden Function g(h, k) selbst beurtheilen zu kénnen. 

Dazu ist die Frage zu beantworten: 

Wie muss die Function g(h, k) beschaffen sein, damit aus ihr 
durch eine endliche Anzahl von Operationen V, V eine Function 


(») 
zy von der Form (66) entspringt. 


Zur Beantwortung derselben fiihrt folgende Betrachtung, welche 
sich auf das Theorem stiitzt, das Weierstrass als ,,Vorbereitungs- 
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satz“ in der bereits citirten Abnandlung ,,Einige auf die analytischen 
Functionen mehrerer Verinderlichen sich beziehende Siitze‘‘ bewiesen hat. 

Zur Vereinfachung der Darstellung werden statt der mehrfach 
accentuirten Veranderlichen /‘*), k‘*) wieder die Buchstaben h, k benutzt 


und fiir 7 wieder x geschrieben. 

Ks sei: 

(67) (hk) = (Gh $ BAY (he, Bm + (hy Bmp fos + 

Die Glieder der m'** Dimension, mit welchen die Entwickelung 
beginnt, sollen den Linearfactor ah + 6% genau x mal enthalten, so 
dass (6, — a)m—x Z 0 ist; (« > 0). yx(h,k) soll keine Potenz von h 
oder k als Factor enthalten, die Entwickelung von (0, k) soll mit 
dem Gliede der g‘*® Ordnung beginnen; offenbar ist g > m > x. 

Die Gleichung 4(h, k) = 0 hat dann genau gq mit h zugleich un- 
endlich klein werdende Wurzeln k,,k,,...k, (jede so oft gezihlt, 
als die zugehérige Ordnungszahl anzeigt); dieselben sind die Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung g'*" Grades: 

(68) f(h, k) = he + fh) be 4+ fy) ke +--+ A(t) =, 
deren Coefficienten f,(h), f.(h), .-- f,(h) gewohnliche mit h zugleich 
verschwindende Potenzreihen sind.*) 

Nach dem Weierstrass’ schen Theoreme besteht eine Darstellung 
der Function y(h, k) von der Form 
(69) u(h, k) = f(h, k) f(h, k), 
in welcher f(h, k) eine gewdhnliche Potenzreihe von h, k ist, die aber 
nicht mit h und k zugleich verschwindet. 


Unier der Voraussetzung 6 20 ergiebt sich durch die Substitution: 
(70) k—=— Ph+hk' 
und Absonderung des Factors h”: 
(71) Vn =k (lL, — C+ k me + fh, kh] = 4, (h, k’), 
wobei - =c gesetzt ist, und [h, k’] eine gewdhnliche Potenzreihe in 
h, k’ bezeichnet. 

Zwischen x und y, besteht die Relation: 
(72) qy(h, —ch+hk’)=h yx, (h, k’). 

Die Gleichung 7,(h, hk’) =O hat genau x mit h zugleich un- 


endlich klein werdende Wurzeln k,’,k,’, ... ky’; dieselben sind die 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung x'** Grades: 

*) Von diesen Potenzreihen sowie von den spiiter auftretenden Potenzreihen 
{(h, ke), pi(h), e(h),... p, (A), Q(h, h’), ... ist aus der Weierstrass’schen 
Untersuchung bekannt, dass sie fiir hinreichend kleine absolute Betriige ihrer 
Veriinderlichen convergiren. 
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(73) p(h, hk’) = h'* + ep, (h) k'*-? + y(h) k'* *+ +--+ wr(h) = 0, 
deren Coefficienten ,(h), 9,(h), ..- gx(h) mit h zugleich ver- 
schwindende gewohnliche Potenzreihen sind. 

Nun ist wichtig zu bemerken: 

Nach (70) und (72) entspricht jeder mit 4 zugleich unendlich 
klein werdenden Wurzel k’ der Gleichung 7, = 0 eine mit h zugleich 
unendlich klein werdende Wurzel k der Gleichung x = 0 — aber nicht 
nothwendig umgekehrt. 

Entsprechen in diesem Sinne den Wurzeln k,’, k,’, . .. k,' be- 
ziehungsweise die Wurzeln k,, k,,...kx, so ist das Product: 


(k — ky) (kK — fy) .. « (e — hee) 
= (k-+ ch — hk) (k + ch —hk,’) ... (R-+0h — hi’) 


=—k* +h {(7) c+¢, @)| ket 


+ [(3)e+(* 7") cmt oa] oe 
fee tA + cg, (h) + 2g (h) +--+ + o(h)), 


welches mit 


e(h, k) = k* + e (h) k*—* + e,(h) k*-® +--+ + ex (h) 
bezeichnet sein mag, (eine ganze Function x' Grades in k, deren 
Coefficienten mit h zugleich verschwindende gewdhnliche Potenzreihen 
sind) ein Factor von f(h, &) und daher nach (69) auch Factor von 7(h, k). 
Der Quotient £ bat} ist eine ganze Function q — x'** Grades von k, 
deren Coefficienten mit h zugleich verschwindende gewohnliche Potenz- 
reihen sind. Diese Coefficienten sind nimlich rational aus den Potenz- 
reihen /,(h), fo(h),-.-fo(h); e(h), (A), ... ex (A) zusammengesetzt, 
lassen sich daher nach ganzen Potenzen von h entwickeln, wobei aber 
negative Potenzen nicht auftreten kénnen und auch keine constanten 
Anfangsglieder, weil die Coefficienten ja symmetrische Functionen der 
mit h zugleich unendlich klein werdenden Wurzeln kyi1, kets, ... hy 
sind. Ist¢ reell, so entspricht jeder reellen Wurzel k, (cv = 1, 2,... x) 
eine reelle Wurzel &,; kommen unter den Wurzeln k,’, k,’, ... kh,’ 
Gruppen von gleichen vor, so zerfallen die entsprechenden Wurzeln 
k,, ky, ... ke in ebensoviele Gruppen von je ebensovielen gleichen 
Wurzeln. 

Von dem letzteren Umstande kann man sich auf folgende Weise 
auch noch direct tiberzeugen. e 

Sind k,’, k,’, ... ke die von einander verschiedenen Wurzeln der 
Gleichung 7, =, solange der Veriinderlichen h nicht specielle Zahlen- 
werthe ertheilt werden, ,,”,,...%, ihre Ordnungszahlen, so ist 


p(h, hk’) = (k’ — ky (k’ — hy)... (b — hy). 
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Der gemeinsame Theiler héchsten Grades der Functionen (h, k’) 
und br p(h, k’) ist: 


O(h, kh’) = (k’ — ky) (kh — kr 6. (bh — ee. 
Nun ist: 
h, k’) ’ , ‘ , ’ , , 
oem (h’ — hy) R — hy’)... (F — hy) = o(h, F’) 
eine ganze Function v'" Grades, deren Coefficienten mit h zugleich 
verschwindende gewodhnliche Potenzreihen sind. (Begriindung wie fiir 
f(h, k) ). 


die Coefficienten von eh) 


Die Gleichung (h, k’)=0 enthilt jede Wurzel von o(h, k’)=0, 
aber jede nur einmal und es ist 
yp (h, k’) = v(h, kh’) &(h, k’). 

Jeder der v verschiedenen Wurzeln k,’,...k, entspricht nun eine 
Wurzel der Gleichung f(h,k)=0; f(h,%) muss daher den Factor 
j(h, k) =(k+ ch — hk’)... (K+ ch — hk) 
enthalten, der eine ganze Function v' Grades in k ist, deren Coeffi- 


cienten mit h zugleich verschwindende gewohnliche Potenzreihen sind. 
Man kanu also setzen: 


fh, k) = j(h, k) fh, k), 
wobei auch /(h, k) eine ganze Function in k ist, vom Grade q — v, 
deren Coefficienten mit h zugleich verschwindende gewohnliche Potenz- 
reihen sind. 
Aus 








x(k, k) =j(h, k) fh, k) FA, k) 
entspringt durch die Substitution (70) und Absonderung des Factors 
hm die Function 4,(h, k’), welche dargestellt werden kann in der Form: 

ts (h, k’) = lh, k’) Q(h, kh’) = oh, k’) Hh, k’) Qh, k’), 

wobei Q(h,k’) eine gewohnliche Potenzreihe ist, welche aber nicht 
mit hk und k’ zugleich verschwindet. Nun ist aber: 

jth, —ch+hk’) = hev(h, k’); 
folglich entspringt aus /(h, k) f(h, k) durch die Substitution (70) und 
Absonderung des Factors h™-* die Function #(h,k’) Q(h,k’) und 
liisst sich daher fiir die Functionen f(h, k) und #(h, k’) dieselbe Be- 
trachtung wiederholen, die soeben beziiglich f(h, k) und p(h, k’) durch- 
gefiihrt wurde — wenn die Zahlen »,,m,, ...%» nicht siammtlich 
gleich 1 sind. 

Sind etwa k,’,k,’, ... k,, die simmtlichen von einander verschie- 
denen Wurzeln der Gleichung #(h, k’) = 0 oder mit anderen Worten, 
sind die Zahlen ,, m,,... %, simmtlich grésser als 1, dagegen 
Mit, . ++ M®, simmtlich gleich 1, (specielle Werthe von h aus- 
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genommen), so entsprechen den Wurzeln i’, k,’, ... ke, ebensoviele 
von einander verschiedene Wurzeln k,,k,,...k, der Gleichung /(h,k) = 0. 

Es entspricht daher jeder zweifachen Wurzel der Gleichung 
y(h,k’)=0 eine mindestens auch zweifache Wurzel der Gleichung 
f(h, k) = 0, u.s. w. 

Man kann also behaupten: 

Enthalt Vy = y,(h, k’) die l'e Potenz einer Potenzreihe T(h, k’), 
und hat die Gleichung T(h, kh’) =O reelle mit h zugleich unendlich 
klein werdende Wurzeln k’, so enthilt auch y(h,k) die l'° Potenz 
einer Potenzreihe 7'(h,k), und hat die Gleichung T(h, k) =O reelle 
mit hk zugleich unendlich klein werdende Wurzeln k. 

Beginnt nimlich die Entwickelung von T(0, k’) mit der ge" Potenz 
von k’, so hat die Gleichung T(h, k’) = 0 genau q mith zugleich un- 


oe 
endlich klein werdende Wurzeln k’,k’,... k’, welche selbst Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung q'" Grades 
t(h, kh’) =kh'4 + 12,(h) k’'o-1+.---+ 2,(h) =0 

sind, deren Coefficienten t,(h), ...t,(h) mit h zugleich verschwindende 
gewohnliche Potenzreihen sind. 

Die Function o(h, k’) enthailt daher den Factor t(h, k’)', und ist 
von der Form: 

p(h, k’) = th, k’) o(h, k’), 

wobei 6(h, k’) eine ganze Function in k’ vom Grade x—/q ist, deren 
Coefficienten mit h zugleich verschwindende gewoéhnliche Potenz- 
reihen sind, wenn x — lq > 0 ist. 


Die Function f(h, k), und damit auch x4(h, k), enthilt also nach 
Friiherem den Factor ¢(h, k)', wenn 


(k + ch — hk’) (k + ch — hk’) ... (6 + ch — hk’) = 
t(h, k) = kh + t,(h) ka-* + t, (h) k-* + «+ + ty (h) 
gesetzt wird. 

Die Coefficienten ¢,(h), t,(h),...¢,(h) sind mit h zugleich ver- 
schwindende gewdéhnliche Potenzreihen. Die Gleichung t(h, k) = 0 
hat ebensoviele mit h zugleich unendlich klein werdende reelle Wurzeln 
k als die Gleichung t(h, k’) = 0 solche Wurzeln k’ enthalt, denn im 
betrachteten Falle sind a und 6 reelle Zahlen. 

Setzt man, unter t(h,k) eine Potenzreihe verstehend, welche 
nicht mit h und k zugleich verschwindet und fiir hinreichend kleine 
|\h|,|k| convergirt, 7'(h,k) = t(h,k) t(h,k), so ist auch wy 
eine nach ganzen positiven Potenzen von h und k entwickelbare 


Function; man kann also auch sagen, dass 4(h, k) den Factor 7'(h, h)! 
enthiilt. 
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Ist aZ0, so gilt Analoges fiir eine Function Vz = 4,(h’, k), 


welche aus y(h,h) durch die Substitution h—= —h4Wk und 
Absonderung des Factors k™ hervorgeht. 

Damit kann nun die auf Seite 126 gestellte Frage so beantwortet 
werden: 


(») 
Entspringt x(k), k)) durch eine Operation V aus einer Func- 
(»—1) 

tion x (hk, KP-Y), so muss diese die /' Potenz einer Potenz- 


(»—1) 
reihe $8 (h'*), K(@-») enthalten, welche in jedem noch so kleinen Be- 
reiche 0 < |h@| + |k@-)| <6 fiir reelle Werthepaare h@), k@—» 


(») = 
verschwindet; entspringt x(h'), k'@)) durch eine Operation V aus einer 
(v-1) 
Function x (h'*—», k\®)), so muss diese ebenso die /'e Potenz einer 


Potenzreihe ‘O (ne-», k)) enthalten, welche in jedem noch so kleinen 
Bereiche 0 < |hi¢-)| + |k@| <0 fiir reelle Werthepaare h{*—), hi) 
verschwindet, 

Dieser Schluss kann nun offenbar solange fortgesetzt werden, bis 
man bei der vorgelegten Function g(h, k) selbst angelangt ist. 

Das Resultat dieser Betrachtung ist daher: 

Wenn das Verfahren, welches entwickelt wurde um zu untersuchen, 
ob eine mit einer semidefiniten Form beginnende Potenzreihe g(h, k) an 
der Stelle h==0, k =O ein Maximum, resp. Minimum, habe, oder 
nicht, versagt, so enthdlt die Function g(h, k) eine gerade Potenz einer 
Potenzreihe Y(h,k)*), welche in jedem noch so kleinen Bereiche 0 <\h| 
+ |k| <0 fiir reelle Werthepaare h,k versehwindet; dann ist aber 
g(0, O) gewiss weder ein Maximum noch ein Minimum, 

Die Schwierigkeit besteht also nur darin zu constatiren, dass das 
Verfahren versagt; ist diess gelungen, so ist damit auch schon ent- 
schieden, dass g(0, 0) weder ein Maximum noch ein Minimum ist. 

Ich muss mich vorliufig damit begniigen, die Untersuchung so 
weit gefiihrt zu haben. 


Graz, am 29. Februar 1892. 


*) Ist R(h, k) eine Potenzreihe, welche fiir hinreichend kleine |h|, |k| con- 
vergirt und nicht mit h und % zugleich verschwindet, so enthilt g(h, k) auch die- 
selbe Potenz der Potenzreihe (h, k) = B(h, k) R(h, kh). 











Ueber einen Satz von Hilbert. 
Von 


P. Gorpan in Erlangen. 


Vorrede. 
Das System einer Form: 


f= Oy xi whe $0» 
x=0 
besteht aus Invarianten: 
Pir Por -> 
aus welchen sich die iibrigen ganz und rational darstellen lassen 

Herr Hilbert hat im Bd. 36 der Math. Annalen gezeigt, dass es 
fiir jede Form f Systeme giebt, welche eine endliche Anzahl von In- 
varianten umfassen. 

Seine Untersuchung zerfallt in 2 Theile. 

Im ersten Theile wird fiir die Invarianten © von f eine Formel 
aufgestellt: 

(1) >= A, 9, + A,H, -- 

in welcher die A ganze rationale Functionen der Coefficienten a, be- 
deuten, und im 2‘ Theile wird hieraus eine Formel: 

(2) ®= Bg, + By, . 

abgeleitet, in welcher die B Invarianten von f sind. 

Aus F. (2) folgt unmittelbar, dass die Invarianten g das System von 
f bilden. 

Der wesentlichste Theil seiner Untersuchung beruht meines Er- 
achtens in F. (1); ich will sie deshalb den Hilbert’schen Satz nennen. 
Der Beweis, welchen Herr Hilbert gegeben hat, ist materiell ganz 
richtig; jedoch empfand ich in seinen Ausfiihrungen insofern eine 
Liicke, als er sich damit begniigte die Existenz der m nachzuweisen 
und darauf verzichtete, ihre Eigenschaften zu erdrtern. 

Um diese Liicke auszufiillen, gebe ich im Folgenden einen etwas 
andern Beweis, von dem ich ausdriicklich bemerke, dass er mir nicht 
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gelungen wire, wenn nicht Herr Hilbert einige Begriffe in der In- 
variantentheorie verwerthet hitte, welche von den Herren Dedekind, 
Kronecker und Weber in andern Theilen der Algebra entwickelt 
worden sind, 
Mein Beweis besteht darin, dass ich Normalformen fiir die In- 
varianten aufstelle, deren Charaktere: 
Iyy hy. « Thm 
ganze positive Zahlen (0 inbegriffen) sind, welche folgende Eigen- 
schaften besitzen: 
1. m<e@. 
2. Zwei verschiedene Normalformen kénnen nicht in den Cha- 
rakteren : 
hy, h, eee Rin—1 
iibereinstimmen. 
3. Hat eine Normalform #, die Charaktere: 
Hy, Ho «s+ Am4+1> 
so giebt es eine andere Normalform @,, deren Charaktere: 
hy, hy .- > hn 
die Relationen befriedigen: 


hy = %,, hg = Hy... Wm-1 = Mm-1, 
4m < hm - Xm + 4m+1- 
Diese Kigenschaften geniigen, um eine obere Grenze fiir die An- 
zahl vp der Normalformen @, festzustellen. 
Berechnet man niimlich aus ihren Graden: 


, Pris Pe 
mittelst der Formeln 


Pui=Pi3 Pow = Pos UP» 


vy=s—l 
Prs=DPrae WO t=s+ Pv,x > 

Vanl 

eS Uy—1 
uy= 1+ b Pe-»+1,x 
x=1 
Zahlen p,,, und u , so ist: 

Ue = Ve- 


Aus denjenigen Invarianten gy,, welche Normalformen besitzen, 
lassen sich die tibrigen mittelst der ersten Hilbert’schen Formel dar- 
stellen; diese g, bilden also das System von f. Thre Anzahl ist gleich 
der Anzahl v, der Normalformen. 











P. Gorpay. 


§ 1. 
Der Aronhold’sche Process. 


Um die Invarianten » einer Form: 


t= DS apap... 


x=1 


mit beliebig vielen Variabeln zu untersuchen, ist es hiaufig vortheilhaft, 
sofort die simultanen Invarianten ~ einer beliebigen Anzahl solcher 
Formen gleichen Grades: 
fy hi» fe - 

in Betracht zu ziehen. Wir wollen annehmen, dass die Coefficienten 
dieser Formen willkiirlich (variabel) sind; die Anzahl der Coefficienten 
in f will ich durch g und die Coefficienten einer beliebigen der 
weiteren Formen etwa f,,, deren Anzahl selbstverstiindlich gleichfalls 
@ ist, durch b bezeichnen. 

Einer der wichtigsten Processe in der Theorie der Invarianten ist 
der Aronhold’sche Process; durch ihn sind wir im Stande aus einer 
simultanen Invariante # eine Reihe weiterer solcher Invarianten zu 
bilden. Ich will jedoch hier diesen Process nicht in seiner vollen 
Allgemeinheit verwerthen, sondern mich auf solche Anwendungen be- 
schriinken, welche in der Formel enthalten sind: 


1 ow 
On —- Te Ou, be, 
wo hk den Grad von w in den Coefficienten von f bedeutet. 

Man sieht, dass man durch den Aronhold’schen Process aus der 
simultanen Invariante y eine weitere 0, erzeugt hat, welche um 
einen Grad niedriger in den Coefficienten von f ist. Durch Wieder- 
holung des Processes 0,, kann man weitere simultane Invarianten ab- 
leiten, die ich durch: 

se... 
bezeichnen will; sie haben immer niedrigere Grade in den Coefficienten 
von f. Jedenfalls ist: 
dnd 


von den Coefficienten von f unabhingig und: 
dn Y= 0. 
Enthalt die Invariante y die Coefficienten b von f,, nicht, so ist: 
dnv S 0; 
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anderen Falles ist es méglich, dass schon fiir niedrigere Exponenten 
x<h+1, 
oy = 0 


ist. 

Man kann aber auch die andern f, beim Aronhold’schen Processe 
benutzen. Die Form, welche ich aus w erhalte, wenn ich zuerst 
h, Male die Operation d,, sodann h, Male die Operation @,, schliesslich 
hm Male die Operation 6,, anwende, will ich durch: 

Tada... ay 
bezeichnen. Ist dann: 
hy +h, ... hah, 


so ist U von den Coefficienten von f gu und ist: 


hy + hy ..+ hn >h, 


so verschwindet U. — 


§ 2. 
Die Charaktere. 


Wie schon in § 1 bemerkt wurde, kann es bei besonderer Wahl 
der Invariante ~ vorkommen, dass man ein verschwindendes Resultat 
erhalt, wenn man den Aronhold’schen Process auch weniger oft als 
h +1 mal anwendet, wenn also: 


hi +h, ..-hn<h+1 


ist. Diese Bemerkung liefert uns ein wichtiges Eintheilungsprincip 
fiir die simultanen Invarianten y. 
Geniigt » den Formeln 


h 
ay —0; Oh y =O... a OT... Oty = 0; 
h 


dt wS0; OF dy ZO... dn" Oa... dy 20 


und ist: 
hy + hy .. + In =h; 
hn > 9, 
so nenne ich h,...h» die Charaktere von y. 
Von denselben kann man leicht nachweisen, dass ihre Anzahl 
mS e 
ist, dass also, wenn # die Charaktere besitzt: * 
hy, hy .. + he 


bereits die Summe: 


hi hy... bgamh 
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ist, also keine weiteren Charaktere hinzutreten kénnen. Es folgt diess 
daraus, dass in diesem Falle die Invariante: 


b= ddes! ... dy 
den Relationen geniigt: 
6,.¥=0,¥ ...0%¥=—0, 
welche zeigen, dass Y die Coefficienten von f nicht enthilt. Man 


kann die Charaktere dazu benutzen, um die simultanen Invarianten w 
in Classen einzutheilen. Hat ~ keine Charaktere: 


Rms; Iin+2; sey 
so rechne ich sie in die m'* Classe. Bei dieser Kintheilung enthilt 
jede héhere Classe die simultanen Invarianten aller niedrigeren Classen 
ebenfalls und die g'* Classe alle diese Formen iiberhaupt. 


§ 3. 
Reduction der simultanen Invarianten. 
Haben die simultanen Invarianten ~ und @ die Charaktere: 
Ry, Ry .. + Rms 
Hi, Hq - 
und ist die erste nicht verschwindende Zahl unter den Differenzen: 
hi — *, Ny — %... 
positiv, so sage ich: w besitzt héhere Charaktere als ® Dieser Fall 
wird stets dann und nur dann eintreten, wenn 
gn mt | hy ae 0 
ist. 
Es kann dann vorkommen, dass ein Aggregat: 
y= Av-+ Bo, 
worin A und B simultane Invarianten der f sind, ebenfalls niedrigere 
Charaktere als wy besitzt. Enthalt dann insbesondere A die Coeffi- 
cienten von f nicht, so nenne ich diese Formel eine Reduction von w 


mittelst @ Die reducirte Form x hat dann in den Coefficienten von 
f denselben Grad, wie y. 


So lisst sich z. B. jede der Invarianten g, vom Grade p, mittelst 
jeder andern ,, deren Grad p, < p, ist, reduziren; beide besitzen nur 
je 1 Charakter p,-+ 1 und p,+ 1. Das Aggregat: 

2 
| eee 9101" Py = Pudi" @, 
geniigt der Relation: 
di"% = 0, 
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hat daher niedrigere Charaktere als m, und kann als eine reducirte 
Form von g, angesehen werden. Reducirte Formen yz lassen sich im 
Allgemeinen weiter reduciren; man kann zur ferneren Reduction alle 
Formen g von nicht héheren als dem von g,, sowie Aggregate der- 
selben benutzen. 

Durch solche Reductionen erhalt man von g, ausgehend eine Reihe 
von Formen: 

Mi» Yar ++ 

von denen eine jede niedrigere Charaktere besitzt als die vorhergehenden 
und welche simmtlich den Grad p, in den Coefficienten von f besitzen. 
Alle diese Formen sind zu g, gehérige Aggregate: 


B= Ay gp, + ArH... ArH. 

# sowohl selbst als auch die Coefficienten A sind simultane In- 

varianten der f; insbesondere enthiilt A,20 die Coefficienten von 
nicht. 

. Wenn auch, wie doen erwahnt, jedes folgende x bei diesem Ver- 
fahren niedrigere Charaktere besitzt, als das vorhergehende, so liegt 
doch kein Grund vor, dass wir hierdurch zu solchen Aggregaten # 
gelangen, welche méglichst niedrige Charaktere besitzen. Diess liegt 


keineswegs in unserer Absicht; wir begniigen uns vielmehr damit, 
gewisse Reductionen auszufiihren. 


§ 4. 
Bildung der Normalformen. 


Die Invarianten von f 
Pi5 Po 
moégen nach ihren Graden p, so geordnet werden, dass stets: 


‘ Prt = pr 
ist. 
Unter den zu ihnen gehérigen Aggregaten @, welche im § 3 
definirt sind, will ich gewisse auswiihlen, welche ich durch: 
9,, 9, 
bezeichne und die Normalformen von: 


Pir Po ++ 


nenne. Zu g, moge diese Invariante selbst als Normalform gehéren, 
also : 


’ y, = 9, 
sein. 

Die iibrigen werden durch ein sogleich naher zu erliuterndes 
Reductionsverfahren hergestellt. Hierbei sollen die Normalformen der 
Reihe nach gebildet werden und bei Berechnung von 9, die fritheren: 
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a, a, eee a1 
benutzt werden. 


Unser Verfahren besteht in einer Reihe von Reductionen; von 


einer Invariante @, ausgehend liefern dieselben eine Reihe simultaner 
Invarianten : 


Mr No ++ 
der Art, dass y, stets héhere Charaktere besitzt als yz4:. Hat m die 
Charaktere 
Hy Mg, + ey 
so untersuche ich die Charaktere der Normalformen: 
|. oe 


der Reihe nach so lange, bis ich auf eine Form @, stosse, deren 
Charaktere : 


h,, he oo hn 
den Relationen gentigen: 
hy = %,3; hy =e Hy... Amt = Xm-13 hm S em 
Eine solche Form mége Reducent heissen und in folgender Weise 


zur Reduction von y, also zur Bestimmung von 4; Verwendung 
finden. 


Zunichst bilde ich die beiden nicht verschwindenden Kormen: 


hm—1 


‘m—1 hay eas OY Oy, = 6@, 
ans'a.2s* ... Oe mH 
Die erstere derselben © geniigt der Formel: 
a 6 0, 
welche zeigt, dass der Ausdruck: 
P= 8," 620 


nicht von den Coefficienten von f abhiingt. Es besteht dann die 
Formel: 


8,"(PH — ©0d,"H) =0 
und ich wihle als ya 41 das Aggregat: 
m= Py — 9" H, 
welches der Formel geniigt: 
aa; ... Of Mu =, 
also in der That niedrigere Charaktere besitzt als m,. — 
Es kann auch bei gewissen m der Fall eintreten, dass die Reihe 


der 4 mit einer verschwindenden Form schliesst; es hat dann 7 keine 
Normalform und wird aus der obigen Reihe ausgeschaltet. In der 
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Reihe der g bleiben dann nur diejenigen Invarianten stehen, welche 
Normalformen besitzen. 

Mit dem oben bezeichneten Reductionsverfahren schreite ich fort, 
bis ich zu einer simultanen Invariante 4, gelange, zu welchem in der 
Reihe der Normalformen: 


= ee 
kein Reducent vorhanden ist. Ich suche dann in dieser Reihe die- 
jenigen @ aus, deren Charaktere: 
hy, ha 2 hm 
die Relationen befriedigen: 
hy = %,3 hy = x, ... Ima = Xm—-13 hm > Bm 
Ist #, die letzte obiger Normalformen, welche diese Kigenschaft 
besitzt, so ersetze ich, um @, zu erhalten, in m, die Coefficienten von: 


fm+1) fm-+2 me © 
durch willkiirliche Gréssen. — 


§ 5. 
Eigenschaften der Normalformen. 


Das eben geschilderte Recursionsverfahren zur Herstellung von 
Normalformen setzt uns in den Stand, folgende beiden Eigenschaften 
der Normalformen @, abzuleiten. 

1) Zwei verschiedene Normalformen haben weder dieselben Cha- 
raktere, noch stimmen sie in allen ihren Charakteren ausser dem letzten 
iiberein. 


2) Hat eine Form @, die Charaktere: 
yy Meg s+ Sebi, 
so giebt es eine andere Normalform @,, deren Charaktere: 
h,, Ay ..- he 
mit den ersteren durch die Relationen verbunden sind: 
== hy; %. = hy... m1 = hr, 
Hm < hm << %m + %m41- 

Stehen die Normalformen @, und @, in dieser Beziehung, so nenne 
ich #, eine Ableitung von @,. 

Gehért 4, der m'* Classe an, so gehéren ihre Ableitungen der 


(m + 1)'" Classe an. 
Die Grade der Normalformen: : 


a, ? B, ok ay 
bezeichne ich der Reihe nach durch: 


Pi» Po sss 





PDP» 
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und die Grade der Normalformen der m'* Classe durch: 


Im, 1» Im, 2 ee 
und wiahle die Reihe der # so, dass: 
, Pret = Pv} Injs41 2 Im,» 
ist. 

Da die g'° Classe alle # umfasst und da alle Classen mit om, = 3; 
beginnen, so ist: 

Voy = Pri Wn,1 = MY: 

Die Grade der Ableitungen einer Normalform vom Grade qm, 
nenne ich die Ableitungen von gmx; es sind Zahlen Qm4i,x., deren 
Anzahl < hn < Qm,x ist. 

Umgekehrt sind alle Zahlen gn4:,, mit Ausnahme von: 7 

Ym+1,1 = Py 
Ableitungen von Zahlen gm,x. 

Die Anzahl aller Normalformen der m'*" Classe, also auch die 
Anzahl aller qg»,x nenne ich v,; vg ist dann die Zahl aller Normal- 
formen, also auch sowohl die Anzahl aller p als auch die Anzahl 
aller q. 

Die Anzahl der Ableitungen aller v,, Normalformen m'* Classe ist: 

< Zz Ym, x - 
x=1 

Da diese Ableitungen alle v,,,;: Normalformen der (m-- 1)" Classe 
ausser g, umfassen, so besteht die Ungleichung: 


x=Um 


Um-+1 < 1+ a dm, x + 
z=1 


Enthalt eine Reihe: 
$,, 9... & 
die Formen m'‘* Classe: 


(1) Bm,1) Bm, 2 cee Bm, s 
und ist die Zahl der darin befindlichen Formen (m + 1)'*" Classe: 


> >> Ym, x» 
x=1 


so enthalt sie ausser den Formen (1) und ihren Ableitungen mindestens 
eine Form der (m+ 1)" Classe. 

Die Form niéddrigsten Grades der iibrigen Formen gehért dann 
gleichfalls der m'*" Classe an und ist daher die Form @,.41. — 
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:, § 6. 
Die obere Grenze fiir die Anzahl der Normalformen. 
Aus den Graden: 
Pir Po.- 
der Normalformen # kann man mittelst der Formeln: 


Pvt = Uy = P15 Pv,0 = Pv} 
*x=s—1 


Pr,s =P, WO t=—1+ > Pasi 
x=1 


eS Uy_1 
Uy = 1+ P 4 Petv+i, x 
eal 
weitere Zahlen y,,, und uw, ableiten. e 


Ich will zeigen, dass diese Zahlen den Ungleichungen geniigen: 


I. py2 > U-», x; 
Il, = %>v,. 
Beweis. 
In Folge der Formeln 
(1) o—v,1 = Pri = Ps 
(2) Yo,s = Po,s = Ds; 
(3) yf, vy 


gelten unsere Formeln fiir kleine Zahlen g@ und s. Wir wollen sie 
der Reihe nach fiir immer gréssere Zahlen beweisen und dtirfen hierbei 
die Annahme machen, sie seien bereits fiir kleinere Zahlen bewiesen, 
also die Ungleichungen voraussetzen: 


¥. i. Go—v, s—1 S Pv, 1) 
V. 2. Yo—r-+1,s < Pr-1,85 
¥. @ Vy S Uy 
In Folge der beiden ersten Voraussetzungen befinden sich in der 


Zahlenreihe: 


v=s—1 


(1) Pry Pp ++ Pye = Pris wo t=—st+ >) py. 
v=1 


unter Anderen sowohl die Zahlen: 


(2) Yo—v, 1) Yo-—,2 vee qe-v, s—l) 
als auch die Zahlen: 


(3) Jo—r-isss Ye-vt1,2 ++ + Yo—v+i,e- 
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Die Anzahl der Zahlen (2) und ihrer Ableitungen ist: 
x=s—l1 x=s—1 
<s— 1 + = Yo—v,x SS —4 + > Pr <t 
S=nl x=1 
Mithin enthalt die Reihe 1 auch die Zahl g,_,,, und unsere erste 
Behauptung ist erwiesen. 
Aus der Formel: 


. Yo—»,s < Pr,s 
und der V. 3 folgt weiter: 
2=n—1 %=Um—1 
Um < 1 + P Ym—1, x < 1 + Py Po—m+1, x < Um: 
e=l x=1 


Im Speciellen hat man fiir m = @: 
Ue < Ue, 
d. h. ue ist die obere Grenze fiir die Anzahl der Normalformen. 


Diese Formen: 
B,, FB, ... Bu, 


mégen die Normalformen der Invarianten: 

Pir Po +++ Pre 
sein, die iibrigen Invarianten @ besitzen keine Normalformen. Fiir 
sie giebt es nach § 4 ein Aggregat 4,, welches identisch verschwindet. 
Es besteht somit eine Gleichung: 

0=A,9,+ 4,9, .-- Av, Pre + Ag, 
worin die A, simultane Invarianten der f, sind und iiberdiess A die 
Coefficienten von f nicht enthilt. Aus dieser Formel lasst sich eine 
weitere ableiten : 
9=— Bi 9,+ By... Be, Pe; 

in welcher die B Invarianten von f allein sind und welche zeigt, dass 
Pir Po +++ Pr das System von f bilden. 


Erlangen, im September 1892. 











Zur Theorie der Tripelsysteme. 
Von 


Eucen Nerro in Giessen. 


Kann man eine Anzahl » von Elementen 2,, 2,,...2%, zu je drei 
und drei, in ,,Tripeln“, so anordnen, dass jede Combination 2.2%, 
zweier Elemente in diesen Tripeln ein und auch nur ein Mal auftritt, 
so nennt man diese Anordnung ein Tripelsystem. Dass die Wurzeln 
der Modulargleichungen achten Grades durch ihre. Resolvente siebenten 
Grades auf solche Tripelsysteme fiihren, hat Herr M. Noether (Math. 
Ann. XV, 8. 89) zuerst bemerkt. Von der Hesse’schen Gleichung 
neunten Grades war Aehnliches bekannt. Ich habe dann weitere 
Untersuchungen iiber diese Systeme in meiner Substitutionentheorie 
S. 220, § 192 ff. gegeben. Hier will ich nochmals auf diesen Gegen- 
stand eingehen und einige neuen Siitze tiber ihn ableiten. 


§ 1. 


Ist m die Anzahl der Elemente, so kann man = n(n — 1) Com- 
binationen 2a, Zs von je zwei Wurzeln bilden. Zu jedem Tripel ge- 
héren 3 solcher Combinationen; also bestehen = n(n — 1) Tripel. 


Dieser Bruch muss eine ganze Zahl sein, » also die Form 6m-+ 1 
oder 6m-+ 3 haben Die Méglichkeit » — 6m ist auszuschliessen, 
wie man erkennt, wenn man 2, mit allen tibrigen Elementen com- 
binirt, die sich dann zu je zwei und zwei anordnen, so dass » eine 
ungerade Zahl sein muss. 


§ 2. 

Wir wollen jetzt zeigen, wie man mit Hiilfe eines Tripelsystems 
von » Elementen 2,2, ...%, ein solehes von 2m + 1 Elementen 
construiren kann, Zu jenen ersten » Elementen nehmen wir noch 
n+ 1 neue a, 2, %',...%,' hinzu. Aus jedem vorhandenen Tripel 
La, Xx, Ly Aer x bilden wir vier Tripel, nimlich 
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, , , ’ ’ , 
Lay Xe» Ly} La, vB » Ly; La, Les ty; Le, XB» Ly 
und fiigen allen so erhaltenen noch 
Hq y Hyp By Bey Buy. Bah +. Bes Say Bn 
hinzu, Offenbar tritt hier niemals dasselbe Paar der x, 7’ zusammen; 
ferner sind im ganzen 
n(n —1 2n-+ 1) 2n 
min ) poe _ 2 a! ) 


Tripel vorhanden; also ist das System ein sdiididinen 


§ 3. 
Wir construiren ferner aus 2 Tripelsystemen von , und n, Ele- 


menten ein solches von ,.”, Elementen, Die Tripel des ersten be- 
zeichnen wir 


(T,) oe, 6,0 6.¢€,0 6, €, 0... 

die des zweiten 

(T,) a, B, v3 @, 8, 8 @, f m3. 

und die Elemente des neuen Systems Yaa, Yaz, --- Loa, Lop, - 


Zuerst schreiben wir nun vor jedes der Elemente in den Tripeln 
von T, jedes Element «, 6, y, ...; erhalten daraus also 


my (m — 1) 
2 6 


Combinationen und bilden aus ihnen ebensoviele Tripel 


Lea, Ver; Lac} Laa, Lady Vaes +++ Lpay Leb, LBe} + 
Auf dieselbe Art erhalten wir, wenn wir die a, b,c, ... den 
Elementen von T, vorschieben 
—1 
n, ale L) 


Tripel. Endlich bilden wir aus jeder Combination eines Tripels von 
T, mit einem von T, je 6 neue, z. B. aus a, b, ¢ und a@, &, » die 
folgenden 
Laa, Lot, Lens Laay Lony Lets Lat, Loa» Yen} Laty Lon, Lea} 
Lan» Lay Lets Lan, Lot, Xea- 

Dadurch erhilt man 

6 10% — 1) M2(% — 1) 

? 


6 6 
also zusammen 


n, “9 +n, A=) +6 MO&= 9). A= a SSelaee—*) . 
Dass diese von einander verschieden sind, ist ersichtlich. 











Zur Theorie der Tripelsysteme. 145 


§ 4. 

In diesem Paragraphen leiten wir ein Tripelsystem von 6m + 1 
Elementen ab, falls p —6m-+ 1 eine Primzahl ist. 

Es sei g eine primitive Congruenzwurzel (mod. p), so dass die 
Werthe der Potenzen g®, g', g*, ... g?-® (mod. p) alle von einander 
verschieden sind und g?—! = 1 wird. Wir betrachten von diesen und 
allen folgenden Zahlen immer nur die kleinsten positiven Reste (mod. p). 
Dann bilden wir die Tripel 
(1) 0, 9, g™_ 0, gt, gms 0, g?, gm; ... 0, grt, gt 


und schreiben unter jedes noch 6m andere Tripel, nimlich unter 
0, g*, g™** noch die folgenden 


(2) x, x+ 9%, «+ gm 
(x= 1, 2, 3, ... 6m). 
Die so entstandenen 
m- (Gm + 1) = ete —) 


Tripel bilden ein vollstiindiges System. Zum Beweise dieser Be- 
hauptung reicht es aus, zu zeigen, dass alle diese Tripel von einander 
verschieden sind, und dazu, dass diese EHigenschaft bei denen statt- 
findet, welche das Element 0 besitzen. Denn die mit dem Elemente 1 
z. B. entstehen aus jenen durch Vermehrung jedes Elementes um 1. 
aasser denen in (1) enthalienen mit dem Elemente 0 kommen in (2) 
noch vor, je nachdem das zweite oder das dritte Element = 0 wird, 
(3). 0, #@—g9’, — 9°; 9, gh— gt, — gs 0, wg, — 9}... 
und 
(4) 0, ~g™, 9—g"; 0, —g", +9'—g"; 0, —g"*, +9°—g"?;.... 
Nun ist 
(g@=+1)(g"™—1)=1 also gm=—1; 
P* +1 = (K+ 12) —F+)NSHO deo F—1l=/"; 
folglich lassen sich die Reihen (3), (4) umwandeln in 
(3’) 0, ge”, g*; 0, gh, gut, 0, gre, gut: i“ 
(4’) 0, g*, g™; 0, gun, fr, 0, gots, get; ite 
und damit ist der Beweis véllig geliefert. 


§ 5. 
In aihnlicher Weise lisst sich ein System fiir » — 3(6m +- 5) be- 
stimmen, falls 6m-+ 5 == p eine Primzahl ist. In diesem Falle nehmen 
Mathematische Annalen, XLII. 10 
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wir wiederum eine primitive Congruenzwurzel fiir p, bilden aber jetzt 
die Reste von 


| D9, Py ++. GPO 
nach dem Modul 3p und schreiben die Tripel 
(1) 0, g®, go; 0, gt, gmt; 0, 9, gomtt; ... 0, gimtt, gimt 
auf. Unter jedes einzelne setzen wir wieder 3p — 1 andere Tripel, 
naimlich unter 0, g*, g'™+*+* noch die folgenden 


(2) n, et gt, «+ gimtrats 
(x=1,2,... 3p—1). 
Endlich bilden wir noch die Tripel 
(3) O,p, 2p; 1, p+1, 2p+1; 2, p+2, 2p+2;... 
(p—1), @p—1), (Bp — }). 
Dies sind zusammen 


3p «(3m + 2) + p = *2GR—) 


Tripel; und falls diese siimmtlich von einander verschieden sind, bilden 
sie das gesuchte System. Es geniigt wieder, wie im vorigen Para- 
graphen, zu zeigen, dass alle diejenigen, in denen ein Element 0 ist, 
von einander verschieden sein miissen, Solcher giebt es ausser (1) 
noch in (2), je nachdem das zweite oder das dritte Element = 0 wird, 


(4) 0, gut — g°, —g; 0, gents — g), —g'; 0, gemt4 —g?, —g’; 


“"” (mod, 3 
(6) 0, —gm4#, gg; 0, gr, gl —gimts; 0, —gimtt gt_gimits,,, (NOU OF 
und in (3) noch das Kine 
0 ’ P; 2p. : 
Wir machen nun die Voraussetzung, dass fiir unsere primitive Wurzel g 
= 
(6) gr =g"* =p —1 (mod. 3p) 


sei, dann folgt daraus sofort, dass g nicht durch 3 theilbar sein kann; 


) 
folglich kann in (1) ausser 0 keine Zahl vorkommen, die durch 3 . 
theilbar ware. Da aber in (4) g@™* —1=p —2=6m-+ 3 durch 
3 theilbar ist und dasselbe dann auch bei 


g(gt9—1), g(gimt—1), ... g—gimt? = gimtt(gim#—1), ... 


eintritt, so sind alle mittleren Indices der Elemententripel von (4) und 
alle letzten der von (5) gleichfalls durch 3 theilbar, unter sich und 
von denen aus (1) verschieden. 
Ferner kann kein der Zeile (1) angehériges g* den Werth 3p—1 
p—l 
annehmen, wenn g?"+? = — 1 ist, da sonst g*==g * (mod. p) wiire. 
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Also sind auch die tibrigen Indices aus (4), (5) unter sich und von 
den friiheren verschieden. 

Es bilden daher (1), (2), (3) ein vollstiindiges Tripelsystem unter 
der gemachten Voraussetzung, dass 

= 

(6) gut? =g"* =p —1 (mod. 3p) 
befriedigt werden kann. 

Es ist nun fiir jede primitive Wurzel g von p 

p-l 


g° =p—1S2p—1=3p — 1 (mod. p); 


ausserdem muss einer der drei Fille eintreten 


a 
g” =1= p—1 (mod. 3), 
aa 
g” =0=2p — 1 (mod. 3), 
p—1 


o* = 2 =3p — 1 (mod. 3) 
und je nachdem dies geschieht wird 


p—l 
me 


gy = p—1 (mod. 3p), 

ae. 

qg* =2p — 1 (mod. 3p), 

a 

g ” =8p — 1 (mod. 3p) 
sein. Unsere Bedingung ist also mit der einfacheren identisch, dass 
p—l 


g* modulo 3 zu 1 congruent sein muss. 
Ist m gerade, also p= 124+ 5, dann ist Pot eine gerade 
Zahl und daher fiir jedes g entweder 

2-1 e- 

g* oder (p—g)* 
congruent 1 modulo 3; man hat daher in einer beliebigen primitiven 
Wurzel g oder, wenn diese durch 3 theilbar ist, in ihrer Ergiinzung 
zu p die gesuchte zur Construction des Tripelsystems néthige Grundlage. 

—1 
2 
eine ungerade Zahl und kann also, wenn es sich um Exponenten bei 
Congruenzen nach dem Modul 3 handelt, gleich 1 genommen werden. 
Dann fragt es sich also, ob es fir p=—12u4-+ 11 eine primitive 
Wurzel g giebt, welche = 1 (mod. 3) ist. Ob dies stets der Fall sei, 
kann ausser Frage bleiben, da wir g aus der Zahlenreihe von 1 bis 
10* 





Ist dagegen m ungerade, also p=—124-+ 11, dann ist 
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3p — 1 wiahlen diirfen, und da von den 3 Zahlen g, p+ 9, 2p+g 
eine von der geforderten Form ist. Mit Hiilfe dieser ist dann die 
Construction des Tripelsystems méglich. 


§ 6. 

Substitutionengruppen von » Elementen, welche auf Tripelsysteme 
von » Elementen angewendet, diese ungeiindert lassen, indem sie nur 
die einzelnen Tripel in einander iiberfiihren, sollen 7’ripelgruppen heissen. 

Bei den Constructionen der beiden lezten Paragraphen ist es er- 
sichtlich, dass zu den Tripelgruppen der dort construirten Systeme die 
cyklische Substitution 

s=(0123...m) 
gehért. Denn diese vertauscht bei » = p—6m-+ 1 die einzelnen 
Tripel der Colonnen aus (1) und (2) cyklisch von oben nach unten. 
In dem Falle des vorigen Paragraphen n = 3(6m + 5) = 3p _findet 
bei den Tripeln von (1) und (2) Aehnliches statt, wiihrend die von (3) 
sich cyklisch von links nach rechts verschieben. 

Schreibt man dann ferner aus § 4 die Tripel auf, welche das 
Element 0 enthalten, wie sie aus (1), (3°), (4) zu entnehmen sind, 
o,f , #3 oF 5 FR jn DS, GO, Gs 
0, g*, gy”; 0, gun . grt, oot 0, fp, f="; 
0, gf", g™; 0, gt, grt; Ea? 0, f=, fr", 

so erkennt man, dass die Substitution 

t= |x g™x| 
unter Festhaltung des Elementes 0 die Colonnen in sich selbst trans- 
formirt. ¢* hat wegen g”==1 den Werth 1; es besteht also ¢ aus 
lauter Cyklen der Ordnung 3. Ihre Anzahl ist 2m. 

Um bei den im § 5 behandelten Tripelsystemen Entsprechendes 
zu finden, beachte man, dass die Multiplication der Elemente aus der 
Zeile (1) mit g die Tripel derselben wegen (6) aus § 5 eyklisch von 
links nach rechts schiebt, — was bei (1) aus § 4 nicht der Fall 
war —, und dass bei (4), (5) das Gleiche eintritt. Die aus (1), (2) 
entstammenden Tripel werden also durch 

t= |x gx| 
in sich verschoben. Dass auch die iibrigen, in (3) enthaltenen Tripel 
in einander iibergehen, folgt wiederum aus der Annahme (6) § 5. 
Denn danach ist 


p(g—1)=0, pg =p (mod. 3p) 
und also ein Tripel ag, (a+ p)g, (a+2p)g mitag,ag+p, ag+2p 
identisch. Die Substitution ¢, lisst die Elemente 0, p, 2p ungeindert; 
sie besitzt 3 Cyklen zu je 6m+4—p — 1 Elementen. 
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§ 7. 

Wir untersuchen nun eingehender die einfachsten Fille, welche 
durch die Methode von § 4 geliefert werden. 

Zuerst sei p=7; wir wiihlen g—3 und erhalten nur eine 
Colonne, welche die simmtlichen Tripel umfasst, niimlich 
0, 1, 3; 1,2, 4; 2,38, 5; 3, 4,6; 0, 4, 5; 1,5, 6; 0, 2, 6. 
Fiir dieses System giebt es nach dem vorigen Paragraphen die Sub- 
stitutionen 

s=(0 123 4 5 6), 

t= (12 4) (36 5). 
Ks ist ¢—'s¢t = s*, und daher liefern s, ¢ eine Gruppe von 7.3 Sub- 
stitutionen, niimlich die halb-metacyklische. 

Durch s kann man jedes Tripel in jedes andere iiberfiihren. Ist 
also irgend eine Substitution « der Tripelgruppe gegeben, so wird 
ein w.s* etwa 0, 1,3 in sich selbst tiberfiihren, und man erhilt daher 
die gesammte Gruppe, wenn man noch diejenigen Substituiionen sucht, 
welche das Tripel 0, 1, 3 nicht findern. Es giebt zwei Arten von 
solchen; erstens die, welche 0 und 1 und dann folglich auch 3 nicht 
umsetzen; zweitens die, welche innerhalb des Tripels 0, 1, 3 Um- 
stellungen hervorrufen, also die Elemente 0, 1, 3 unter sich vertauschen, 

Die der ersten Art miissen 


0,4, 5 und 0, 2,6 unter sich 

3.4 , wes 

3,5 , & 46 

vertauschen. Das ist in der That méglich, wenn man eine der Formen 
u, = (2 4) (56), uw, = (25) (46), us, = (2 6) (45) 

annimmt, und auch nur fiir diese. Zu s, ¢ muss also noch w,, uw, ge- 


nommen werden. 
Die Substitutionen der zweiten Art haben eine der Formen 
vw =(0) (13)... oder w=(0138).... 
Kin solches » muss dann 
0,1, 3; 0, 4, 5; 0, 2,6 
unter sich, dagegen die Tripel 
1,2, 4 und 1, 5,6 


” ” 


” ” 


gegen die Tripel 3,2,5 und 8, 4,6 

vertauschen. Man sieht leicht, dass dies 

v =(13)(2465), vo =(13)(2564), v, = (13) (2 6) (4) (5) 
leisten und sie allein. 
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w endlich muss die Tripel 

0,4, 5; 0,2,6 in 1, 2,4; 1, 5,6 
ebenso 

1,2, 4; 1,5,6 im 3, 2, 5; 3, 4, 6 
und endlich wieder 

3, 2,5; 3,4,6 in 0, 4, 5; 0, 2, 6 
iiberfiihren. Man findet hier 

w= (013) (254), w, = (013) (456). 

Die so erhaltene Gruppe ist die Kronecker’sche des Grades 7 und 
der Ordnung 168. (Vgl. Noether 1. ¢.) 


Eine leichte Versuchsreihe zeigt, dass das hier construirte Tripel- 
system bis auf seine Bezeichnung das allgemeinste fiir 7 Elemente ist. 


§ 8. 
Kir p = 13 wihlen wir g =6 und erhalten, da m= 2 ist, 
zwei Colonnen von je 13 Tripeln. Die nachfolgenden enthalten das 
Element 0 


0,1, 10; 0,9, 12; 0,3, 4; 
6. 6, G& @& 3, Vs OS, 3. 
Hier ist 
s= (012... 1112); 
== (193) (625) (10 12 4) (87 11). 


Wir suchen zuerst alle Substitutionen, welche mindestens zwei der 
Elemente nicht umsetzen, Wie diese Elemente auch gewihlt sein 
moégen, es giebt stets ein Tripel, welches beide enthalt, und da s die 
13 Tripel jeder Zeile unter sich vertauscht, so kann man annehmen, 
dass die beiden gewihlten entweder zu 0, 1, 10 oder zu 0, 6, 8 ge- 
héren. In jedem Falle bleibt mit den beiden auch das dritte des ent- 
haltenden Tripels ungeindert. 


Untersuchen wir zuerst das Festbleiben der drei Elemente 0, 1, 10, 
so miissen dabei die einzelnen Tripel von 


(1) 0, 2, 7; 0, 3, 4; 0, 5, 11; 0, 6, 8; 0, 9, 12, 
ferner die von 
(II) t, 3, tay 02,3, & 1, 6 Ss 1, 6, Bs 1, 7, 9, 
endlich die von 


(Il) 10,2, 8; 10, 3,5; 10, 4,12; 10, 6,9; 10, 7, 11 
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jedesmal in solche derselben Zeile tibergehen. Giebt es eine Sub- 
stitution, die das vollbringt, so wird sie auf das Element 2 eins der 
Elemente 2, 3, 4,...%, 9, 11, 12 folgen lassen. Es ergiebt sich 
aber, dass jede derartige Annahme auf Widerspriiche fiihrt. Bliebe 
z. B, 2 ungeiindert, so folgt aus 0, 2, 7; 1, 2, 11; 10, 2, 8, dass 
auch 7, 11, 8 ungeindert bleiben. Bleibt 7 ungeindert, dann folgt 
aus 1, 7, 9 dasselbe fiir 9 u. s. f. bis sich die Substitution als die 
identische zu erkennen giebt. Oder, wenn die gesuchte Substitution 
etwa die Folge 23 besiisse, so ergiibe sich aus 


(1) dass 0, 2, 7 in 0, 3, 4 tibergeht, so dass die Folge 7 4 besteht, 
(iI) ”? 1, 2, 11 ” 1, 3, 8 ” ”? ”? ”? ” 11 8 ” ’ 
(IID) ” 10, 2, § ”? 10, 3, 5 ” ”? ” ” ”? 8 5 ” 


Kommt aber: die Folge 74 in der Substitution vor, so ergiebt sich aus 
(Il) dass 1, 7, 9 in 1, 4, 5 tibergeht, so dass die Folge 95 besteht. 
Die beiden Folgen 85 und 95 aber widersprechen einander. 

Auf diesem Wege itiberzeugt man sich durch Fortsetzung des Ver- 
fahrens, dass keine Substitution vorhanden ist, die 0, 1, 10 und 
ebenso keine die 0, 6, 8 ungeiindert lisst. 

Nach einem bekannten Satze kann es dann héchstens noch Sub- 
stitutionen von 12 Elementen in der Gruppe geben; diese miissten 
mit der Gruppe 1, s, s*, ... s'® vertauschbar sein; unter ihnen 
wiirden solche bestehen, die das Klement 0 nicht indern; das kénnten 
nur Potenzen von 


0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 
* 2, 4, 6, 8, 10, 12, 1, 3, 5, 7, 9, 1) 
= (124836121195 107) 


sein. Hier sieht man ohne Weiteres, dass nur ¢, ¢? der Bedingung 
geniigen. 

Es ist also G—={s, t} die allgemeine Tripelgruppe, welche zu 
unserem Systeme gehért. 


§ 9. 

Zum Schluss méchte ich darauf aufmerksam machen, dass auch 
durch die neuen in den Paragraphen 4 und 5 gegebenen Constructionen 
die Frage noch nicht erledigt ist, ob es fiir jede Zahl der Form 
6m+1, 6m+3 Tripelsysteme giebt. Durch die Regel aus § 4 
werden im ersten Hundert fir 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 
79, 97 Elemente Tripelgruppen dargestellt; durch § 5 fiir 15, 21, 
33, 39, 51, 57, 69, 87, 93 Elemente. Von den tibrigen in Frage 
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kommenden Zahlen unter 100 lassen sich durch § 3 die Zahlen 
9, 27, 45, 49, 63, 81, 91, 99 und durch § 2 die beiden Zahlen 55 
und 75 erledigen. Dann bleiben aber noch 25 und 85 zuriick, tiber 
die noch nichts bekannt ist. Die Construction fiir » = 25 ist leicht 
zu geben. 

Ferner ist die Frage, ob es fiir eine Zahl m wesentlich ver- 
schiedene Tripelsysteme giebt, nicht leicht zu entscheiden. Die auf 
systematisches Probiren beruhenden Versuche sind recht miihselig. 
Fiir »n = 13 scheint die Frage verneint werden zu miissen. 


Giessen, den 22. Mai 1892. 

















Zur Theorie der Taylor’schen Reihe und der analytischen 
Functionen mit beschranktem Existenzbereich. 


Von 


Atrrep PrinesHem in Miinchen*). 


Im 15. Bande der Acta Mathematica**) theilt Herr Mittag- 
Leffler die folgende von Herrn Fredholm aufgefundene Reihe: 


>a 2" (jal <1) 


0 


als erstes Beispiel einer Function mit, welche tiber einen gewissen 
Bereich (den Einheitskreis um den Nullpunkt) nicht analytisch fort- 
gesetzt werden kann, d. h. fiir keine Stelle auf der Grenze dieses 
Bereiches nach der Taylor’schen Reihe entwickelbar ist, obschon sie 
daselbst mit sdimmtlichen Ableitungen stetig ist. 

Die Reihe ist in der That wegen ihrer ausserordentlichen Einfach- 
heit bemerkenswerth: dagegen scheint mir dieselbe keineswegs etwas 
principiell newes darzubieten und in dieser Hinsicht von Herrn Mittag- 
Leffler einigermassen tiberschitzt zu werden. Denn abgesehen davon, 
dass wohl Niemand, der sich mit der Theorie der Taylor’schen Reihe 
etwas niher beschiaftigt hat, an der Evistenz derartiger Functionen 
den geringsten Zweifel haben konnte, so méchte ich Herrn Mittag- 
Leffler nicht.,einmal darin beistimmen, dass solche Functionen bisher 
tiberhaupt noch nicht studirt worden seien. ***) 


*) Der vorliegende Aufsatz bildet eine theilweise Umarbeitung und Er- 
weiterung der unter dem gleichen Titel in den Sitzungsberichten der Miinchner 
Akademie vom 7. Mai 1892 enthaltenen Mittheilung. 

**) Sur une transcendante remarquabie trouvée par M, Fredholm.“ A. a. O. 
p. 279. 

***) Es heisst a. a, O.: Autant que je sache, toutes les fonctions qui n’existent 
que dans un certain domaine du plan et qui ont été étudiées jusqu’ici, cessent 
@exister, parce que les fonctions elles mémes ou leurs dérivées deviennent discon- 
tinues sur la frontiére. 


Mathematische Annalen, XLII. il 
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Die principielle Frage, um die es sich hierbei einzig und allein 
handelt, ist doch lediglich die: Giebt es Functionen, die auch nur an 
irgend einer einzigen Stelle endliche Differentialquotienten*) jeder end- 
lichen Ordnung besitzen und dennoch nicht nach der Taylor’schen 
Reihe entwickelbar sind? Denn aus einer Function, die eine derartige 
Singularitait an einer Stelle besitzt, lassen sich ja dann nach bekannten 
Methoden — etwa mit Hiilfe des von Herrn Cantor angegebenen 
Condensations-Principes**) — leicht solche bilden, bei denen die 
namliche Singularitét in allen Punkten einer beliebigen abzahlbaren 
unendlichen Menge auftritt. 

Nun hat aber im Gegensatze zu Lagrange, welcher geradezu die 
Ansicht aussprach ,***) dass die Endlichkeit von f(x) fiir jedes end- 
liche » die Giiktigkeit der Entwicklung: 


f (2h) =>? Op 
0 


(und damit eo ipso auch die Convergenz der betrefienden Reihe) nach 
sich ziehe, Cauchy schon in seinen ersten ,,Lecons sur le Calcul 
infinitésimal “ vom Jahre 1823 ausdriicklich die Bemerkung gemacht, *) 
dass nicht einmal die Convergenz der Taylor’schen Reihe hinreiche, um 
daraus die Giiltigkeit der obigen Beziehung zu folgern. Und obschon 
sich gegen das einzige zum Belege seiner Behauptung angefiihrte 
Beispiel gewisse, nicht recht zu widerlegende Kinwinde erheben lassen 
(wovon weiter unten noch die Rede sein wird), so ist doch die sachliche 
Richtigkeit jener Cauchy’schen Bemerkung, die sich auch in zahlreichen 
besseren Compendien der Differentialrechnung reproducirt findet, ++) 
meines Wissens von neueren Mathematikern niemals bestritten worden,;}7) 


*) Selbstverstiindlich handelt es sich hierbei im Falle einer complexen 
Variabeln nicht um Differentialquotienten nach allen méglichen Richtungen, son- 
dern nur nach einem Theil dieser Richtwngen. 

**) Math, Ann. Bd. XIX, p. 588. 

***) Théorie des Fonctions. Chap. V. Art. 30 (Oeuvres complétes, T. IX, 
p. 65). — Legons sur le Caleul des Fonctions, Leg. III, (Oeuvres compl. Tl. X, 
p. 72.) 

+) a, a. O. p. 152. Auch in den ,,Legons sur le Calcul différentiel“ vom 
Jahre 1826: p. 105, und den ,,Lecgons sur le Calcul différentiel ‘et intégral‘‘ von 
Cauchy-Moigno: T.I, p. 71. 

tt) z. B. Hermite, Cours d’Analyse, T.1, p. 203. — Serret-Harnack, 
Differential- und Integral-Rechnung, T. I, p. 152, — Houél, Calcul infinitésimal, 
T. I, p. 286. 

ttt) Nur der Vollstiindigkeit halber michte ich als einzig mir bekannte Aus- 
nahme ein Buch mit dem viel versprechenden ‘Titel: ,,Le Calcul infinitésimal fondé 
sur des Principes rationnels‘: von P. H, Fleury (Paris 1879) antiihren. Was aber 
der Verfasser dort auf p. 234—236 vorbringt, enthilt nur ein Kérnchen Wahrheit, 
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mag auch die fragliche Bemerkung einzelnen mathematischen Schrift- 
stellern vielleicht gianzlich entgangen sein.*) 

Immerhin bin auch ich der Ansicht, dass jenes Cauchy’sche 
Beispiel nicht ausreicht, um die Existenz einer nicht entwickelbaren 
Function mit lauter stetigen Differentialquotienten schlechthin evident 
za machen. Dies wird nun aber thatsichlich vollstiindig geleistet 
durch ein von Du Bois Reymond im Jahre 1876 publicirtes Beispiel 
einer Function ,**) welche an einer gewissen Stelle endliche und stetige 
Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung besitzt, wihrend die 


mit diesen Differentialquotienten gebildete Taylor’sche Reihe > ft a] h 
0 


fiir jedes noch so kleine h divergirt, woraus dann mit Leichtigkeit folgt, 
dass f(~-++h) in der Umgebung dieser Stelle x tiberhaupt nicht nach 
Potenzen von h entwickelt werden kann, Und da Du Bois Reymond 
es auch unternommen hat, aus dieser Function durch ,,Condensation“ 
eine andere abzuleiten, welche die fragliche Eigenschaft in unendlich 
vielen, tiberall dicht liegenden Punkten einer Linie hat, so scheint 
mir eben die oben citirte Bemerkung des Herrn Mittag-Leffler 
uicht recht zutreffend. 

Auf der anderen Seite hiitte ich gegen die von ihm mitgetheilte 
Reihe des Herrn Fredholm, deren elegante Hinfachheit ich noch- 
mals ausdriicklich anerkenne, vom didaktischen Standpunkte mancherlei 
einzuwenden. Zunichst scheint mir schon der Beweis dafiir, dass jene 
Reihe die fragliche Higenschaft besitzt, nicht elementar genug: er 
beruht auf einem, keineswegs mehr den Elementen der Functionentheorie 
angehdrigen Kowalewski’schen Satze iiber die Integrale partieller 
Differentialgleichungen. Zweitens aber bietet diese Methode der Her- 
leitung den grossen Nachtheil, dass wir von der Art und Weise des 
Zustandekommens einer solchen, doch immerhin merkwiirdigen Singu- 
laritét auch nicht die geringste Anschauung erhalten. 

Da mir dies nun aber gerade wiinschenswerth erschien, so habe 
ich vor allem versucht, die schon von Du Bois Reymond befolgte 
Methode, die in mancher Beziehung der Ergdnzung geradezu bedarf, 
in anderer der Erweiterung fdahig ist, derartig zu vervollkommnen, 
dass es moéglich wird, auf dem Wege einer zielbewussten Synthese 


soweit er sich gegen die besondere Form des Cauchy’schen Beispiels wendet. 
Alles iibrige sind theils nichtssagende, theils geradezu absurde Kedensarten. 

*) z. B. Hankel, der in seiner bekannten Abhandlung iiber die unendlich 
oft unstetigen Functionen (1870) gelegentlich noch ganz den Lagrange’schen 
Standpunkt vertritt: cf. Math. Ann. Bd. XX, p. 102. 

**) In den Berichten der Bayer. Akad. d. Wiss. Desgl. Bd, XXI dieser Zeit- 
schrift. p. 109f, 


11* 
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vollig einwandfreie Beispiele von Functionen der -gedachten Art zu 
erzeugen. 

Zu diesem Behufe untersuche ich zuniichst nochmals genau die 
Moéglichkeiten, unter denen trotz der Endlichkeit aller Ableitungen 
von endlicher Ordnung die Entwickelbarkeit nach der Taylor’schen 
Reihe fiir eine bestimmte Stelle ausgeschlossen erscheint, und belege 
dieselbe durch einfache, vermittelst directer Rechnung zu controlirende 
Beispiele (§ 1). Sodaun werden allgemeine Bedingungen aufgestellt, 
unter denen es moglich ist, derartige singulire Stellen in unendlicher 
Anzahl beliebig zu condensiren, ohne fiirchten zu miissen, dass die- 
dieselben sich etwa gegenseitig in ihrer Wirkung aufheben kénnten 
(§ 2). Auf Grund dieser Bedingungen werden darauf Reihen construirt, 
welche die verlangte Eigenschaft besitzen, auf dem Einheitskreise 
durchweg beliebig oft differenzirbar und daselbst dennoch nirgends 
entwickelbar zu sein. 

Die auf diese Weise erzeugten Reihen sind natiirlich minder ein- 
fach als die von Herrn Mittag-Leffler mitgetheilte, aber sie geben 
uns, wie gesagt, offenbar eine deutliche Vorstellung von einer der 
Méglichkeiten , wie derartige Singularitaiten zu Stande kommen kénnen. 

Im iibrigen aber bin ich auch, abgesehen von diesen Betrachtungen, 
im Stande, Reihen von ganz dhnlicher Einfachheit wie die des Herrn 
Fredholm anzugeben, bei denen sich die fragliche Eigenschaft ganz 
elementar beweisen lisst, indem man durch einfache Rechnung erkennen 
kann, dass die Taylor’sche Entwickelung fiir unendlich viele, iiberall 
dicht liegende Stellen auf dem Einheitskreise divergiren muss (§ 4). 


§ 1. 

Fiir das Innere eines gewissen Bereichs der complexen Variablen 
x sei f(x) mit simmtlichen Ableitungen f(x) (n = 1, 2, 3,...) durch 
irgendwelche analytische Ausdriicke als eindeutige reguliire analytische 
Function definirt — z. B. durch gleichmiissig convergirende Reihen 
von der Form 2/,(x) bezw. 2f, (a), wo die f,(x) in dem gedachten 
Bereiche regulire algebraische oder transcendente Functionen bedeuten. 

Auf der Begrenzwng dieses Bereiches befinde sich eine Stelle a, 
fiir welche f(x) mit simmtlichen Ableitungen f(x) fiir jedes endliehe 
m noch eindeutig bestimmt, endlich und stetig sei. Wenn dann eine 
fiir irgendwelche Umgebung von = «a convergirende Potenzreihe 
B (2 —a) existirt , dergestalt dass die Beziehung: 


(1) f (x) = B(a@—a) 
besteht fiir denjenigen Theil des Convergenzbezirkes von (x — a), 


welcher in den urspriinglichen Definitionsbereich von f(z) hineinfallt, 
so hat dieselbe sicher die Form: 
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(2) P (a — a) ->? Pr (@—ay. 


Daraus folgt aber, dass unter den beziiglich der Beschaffenheit von 
f(z) im Punkte @ gemachten Voraussetzungen zwei und nur zwei 
Méglichkeiten denkbar sind, unter denen keine Potenzreihe $(a2—«) 
von der gedachten Beschaffenheit existiren kann, niimlich: 


(r) 
1, Wenn die Reihe >’ 4“) (7 ay fir |a—a| < ¢ divergirt, 
wie klein man auch die positive Grésse ¢ annehmen midge, 

(v) 
2. Wenn die Reihe >’) («—a)” zwar fiir irgend welche 


Umgebung der Stelle @ convergirt, aber ihre Summe nicht 
den Werth f(x) hat, wo ihr Convergenzbezirk noch in den 
Definitionsbereich von f(x) hineinfiallt. 

Die erste dieser beiden Méglichkeiten bietet ftir unsere Vorstellung 
auch nicht die geringste Schwierigkeit dar. Da namlich f(a), wenn 
auch fiir jedes endliche » endlich, mit unendlich wachsendem 
geradezu in der Regel gleichfalls in’s Unendliche wachsen wird*) 
(andernfalls wiirde ja die Reihe >’ f a (x — a)" bestéindig conver- 
giren, also ihre Summe eine ganze transcendente Function darstellen, 
was doch nur ein ganz specieller Fall wiire; das gleiche findet selbst 
dann noch statt, wenn f(a) mit m so unendlich wird, wie die n'¢ 
Potenz einer beliebig grossen endlichen Zahl), so liegt absolut keine 
Veranlassung dazu vor, an der Existenz von Functionen zu zweifeln, 
bei welchen fiir irgend welche Werthe = @ die Zunahme von / (a) 


(v) 
fiir wachsende so stark ist, dass die Reihe >’ S— (7 ay fiir 


keinen noch so kleinen Werth von | ~ — «| convergirt. Und es lassen 
sich auch mit Leichtigkeit hinreichende Bedingungen fiir die Art des 
Unendlichwerdens von f(a) fiir » = oo aufstellen, welche die Con- 
vergene der obigen Reihe fiir jede noch so kleine Umgebung der Stelle 
a definitiv ausschliessen. 





*) Dieser Umstand ist thatsiichlich von manchen mathematischen Autoren 
vollig tibersehen worden, indem sie die fiir die Existenz der Taylor'schen Reihe 
nothwendige Bedingung der ,,Endlichkeit scimmtlicher Ableitungen“ dahin missver- 
standen, als miisse f”(«) fiir jedes noch so grosse n unter einer festen endlichen 
Grenze bleiben, Auf diesem Missverstiindnisse beruht z. B. eine véllig irrthiim- 
liche Bemerkung des Herrn Mansion iiber den Rest der Taylor’sche Reihe und 
speciell tiber das oben erwahnte Beispiel von Du Bois Reymond. (Note sur 
quelques principes fondamentaux d’analyse“ Art. II]. — Annales de la Société 
scientifique de Bruxelles, 1879.) Desgleichen ein unzulinglicher Beweis des 
Taylor’schen Satzes von F, Kdnig. (Nouvelles démonstration du théoréme de 
Taylor. Nouv, Annales: 24 Série, T. XIII, p. 270.) 
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So folgt z. B. aus dem Cauchy’schen Fundamentalkriterium 
zweiter Art, dass die Reihe fiir kein noch so kleines | x— @| conver- 
giren kann, wenn fiir v = co 

I 


(y—1) , (v) | g(v—1) 
im {1 = |, 1M @| (a) | = lim {»-|4 («) 





" f(a) 





wird, oder anders geschrieben: 


f(a) 
1°" (a) 





a 


eine Bedingung, die sicher erfillt ist, wenn von einer beliebigen 
Stelle » > ab: 


| (v) | 
(3) | f (@) | 





Wi) |= v- v(v) 
ist, wo w(v) eine positive Grésse bedeutet, die mit » — wenn auch 


beliebig langsam in’s Unendliche wichst. 
Geht man, statt von dem Cauchy’schen Kriterium, von der 

(r) 
Bemerkung aus, dass die Reihe > Me — a)” sicher bestindig 


divergirt, wenn fiir jedes noch so kleine positive ¢ und fiir v >n die 
Beziehung besteht: 


(¥) 
raaOlk - ge” > l 


s0 gelangt man statt der Bedingung (3) zu der folgenden: 


(v) 3 

(4) > (w(0)) 

welche, wegen v! < v’, a fortiori erfiillt ist, falls fiir v >n: 
(6) f(a) | > (v= ¥(r))’ 


> ev (ler+y4(r)} 
wobei o(v) = lg v(v) gleichfalls eine mit v beliebig langsam in’s 
Unendliche wachsende positive Grésse bedeutet. 
Ich will nun zunichst ein tiberaus einfaches und, wie ich glaube, 
in jeder Hinsicht tadelfreies Beispiel*) einer Function mit der eben 
besprochenen Kigenschaft angeben. Ks werde gesetzt: 


*) Bei der a. a. O. von Du Bois Reymond angegebenen Reihe die mit der 
hier betrachteten formal sehr verwandt ist, nimlich: 


(— 1 r+ 29 
1) -> - aie 
x +a," 
(wobei a,?>0, lima,=0) sind, wie man auf den ersten Blick erkennt, die 
Differentialquotienten ne" Ordnung so complicirt, dass ihre explicite Aufstellung 
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(°) f(@) -2; + 1 oo 


wo a eine positive Zahl > 1 bedeutet. Diese Reihe convergirt un- 
bedingt und gleichmissig fiir die ganze z-Ebene mit Ausschluss einer 
beliebig kleinen Umgebung der Stellen 2 — — a®, — a~!, —a-?-.-.. 
Sie convergirt insbesondere auch noch fiir z= 0 und zwar gleich- 
mdssig fiir jeden Bereich, welcher den Punkt «=O auf der Begrenzung 
enthalt einschliesslich dieser Begrenzung, sofern nur keine weitere Stelle 
der Strecke 0(—1) im Innern oder auf der Begrenzung jenes Be- 
reiches liegt. Denn in der That wird fiir alle solchen Werthe x der 


absolute Betrag von eine gewisse angebbare Griésse nicht 


—_ 
i+a’e 
iibersteigen, woraus dann ohne Weiteres die gleichmissige Convergenz 
der Reihe in dem behaupteten Umfange resultirt. 

Das gleiche gilt von jeder Reihe, die sich durch n-malige Dif- 
ferentiation aus der obigen ergiebt, sodass also auch: 


a“ 


(7) f(2) = (—1- at Se 
0 


vt Gteayt 


gesetzt werden kann. Daraus folgt aber fiir 7 = 0: 


(8) 0 
fo (0) = (— 1)" mS ate = (— 1 nl 
also fiir hinlinglich grosse Werthe von m sicher: 


(x) 0 
{fol > (e")" 


woraus auf Grund der oben aufgestellten Bedingung (4) sofort erkaunt 
(r) 
wird, dass die Reihe >oe x” fiir jedes ndch so kleine x divergirt, 


obschon f(x) fiir «== 0 mit siimmtlichen Ableitungen von jeder end- 


iusserst umstiindlich erscheint. Diese wird nun a, a. O. in der That auch gar 
nicht geliefert, vielmehr wird nur gezeigt, dass | f(a) | fiir jedes endliche n 
unter einer gewissen mit m endlich bleibenden Grenze liegt. Zur Bildung von 
f™ (0) wird sodann die gliedweise Entwickelung der obigen Reihe nach Potenzen 
von a beniitzt, was einerseits eine unnidthige Weitliufigkeit der Rechnung zur 
Folge hat, andererseits aber auch den Nachtheil mit sich bringt, dass die Stetig- 
keit von f(a) an der kritischen Stelle 2 = 0 wohl aus allgemeinen Principien 
geschlossen, aber nicht ad oculos demonstrirt werden kann, wie es doch bei einem 
derartigen Beispiele wiinschenswerth erscheint. 
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lichen Ordnung endlich und ausser in der Richtung der negativen 
reellen Axe auch durchweg stetig ist. 

Man bemerkt, dass bei der eben betrachteten Reihe die auf der 
negativen reellen Axe gelegenen Punkte —a®, — a—!, --a-*--., 
welche die Hiufungsstelle 0 haben, singulire Stellen fiir die einzelnen 
Glieder sind. Verlegt man diese Stellen in die positive und negative 
imaginare Axe, indem man in (6) x durch a und a durch a? ersetzt, 
so kann man eine Function mit durchweg reellen Coefficienten herstellen, 
welche mit allen Ableitungen in der Umgebung der Nullstelle auf der 
reellen Axe vorwdrts und riickwdrts stetig ist, und fiir welche die Mac 
Laurin’sche Reihe dennoch divergirt, Man erhilt auf diese Weise: 


io} 


" 1 
(9) fay Dior Pe 
iw 1 1 
ne Pir wal 
also: 
ee ee oe Se ae o 
re 24 “2 v! l a — ier (a’x + i)"* | 


1 } a®* (aa + i)*t! — (ae — i)" 
a nt >} _— oe 
uv 

Da hieraus folgt: 
{ f"—0(0) = 0, 
\ fe™ (0) — (— 1)" . (2m)! ee ’ 
so erkennt man wiederum ganz direct (also ohne irgendwie functionen- 
theoretische Gesichtspunkte zu Hiilfe zu nehmen) dass die Mac Laurin’sche 
Reihe fiir jedes noch so kleine x divergirt, und es diirfte daher dieses 


Beispiel insbesondere geeignet sein, auch im Rahmen einer gewodhn- 


lichen Vorlesung iiber  Differentialrechnung die Méglichkeit dieses 
Vorkommnisses zu illustriren. 


Was nun die gweite der oben erwaihnten Eventualitiiten betrifft, 
(v) 
dass nimlich die Reihe >’ (© (%—«a)) zwar convergiren, aber ihre 


Summe von f(z) verschieden sein kénne, so scheint man, soviel ich 


weiss, bis zum heutigen Tage iiber das von Cauchy a. a. O. ge- 
gebene Beispiel: 


(11) 


1 

f@)—e * 
nicht hinausgekommen zu sein. Indessen fehlt demselben aus zwei 
Griinden die rechte Beweiskraft: einmal (was auch Du Bois Reymond 


B= 


ei 


.d 
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in dem citirten Aufsatze ausdrticklich hervorhebt), weil hier f(0) und 
f(0) nicht ,,eigentlich“ definirt sind, d. h. nicht durch directes Ein- 
setzen von x = OQ aus einer der Definitionen: 


1 c) —1 
°-> a > i 1 
== (— 1). a 5 oder: é -( 7 *) 
0 


berechnet werden kénuen, sondern lediglich auf Grund der zweiten 
Definition als lim f(+-e) fiir « = 0 eine feste Bedeutung gewinnen;*) 
zweitens aber nach meinem Dafiirhalten auch deshalb, weil das so 
definirte /(0) mit allen Ableitungen den besonderen Werth Null hat, 
sodass von einer convergirenden Mac Laurin’schen Reihe auch wiederum 
nur cum grano salis die Rede sein kann, da dieselbe formal eigentlich 
gar nicht existirt — ein Mangel, der durch EKinfiihrung einer Function 
1 

von der Form f(x) = p(x) + e (wo (x) entwickelbar) zwar ver- 
deckt, aber in seinem Wesen doch nicht gehoben wird. 

Man erhilt nun aber vollig einwandfreie Beispiele dieser Art, wenn 
man in den oben betrachteten Reihen (6) und (9) den Coefficienten 


=; durch Lat. ersetzt. Auf diese Weise entsteht aus (6): 


ee} 


(2) f(@) == SAS + also: (0) = 4 











vi i+ae 
woraus: 
/ FO (2) <= (— 1)" n! EK a” 
(13) (a) == (—1)". "> —_— ~ Ga Sa 
also: 


£ ) 


= (— Ie" (1 (ZY. 


Hier erkennt man aber: dass die Reihe: 


(14) Sw = Say ye -9@ 
0 0 


geradezu bestiéndig convergirt. Dass sie aber nicht mit f(x) iiberein- 
stimmen kann, geht daraus hervor, dass /(#) wegen der in unmittel- 
barer Nachbarschaft der Nullstelle sich hiiufenden singuliren Stellen 
x=—a-” fiir keine noch so kleine Umgebung der Nullstelle nach 
Potenzen von x entwickelbar sein kann (wie sich mit aller Strenge aus 
den Betrachtungen des folgenden Paragraphen ergiebt). 





*) Dieser Kinwand wird auch durch das Raisonnement des Herrn Hermite 
(Cours d’Analyse, T. I, p. 208) nicht entkriiftet. 
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Es erschien mir indessen vom didaktischen Standpunkte aus 
wiinschenswerth , die Nicht-Entwickelbarkeit der durch Gl. (12) defi- 
nirten Function f(x) auch erweisen zu kénnen, ohne auf die Theorie 
der analytischen Functionen einer complexen Variablen zu recurriren. 

Hierzu wiirde es offenbar geniigen, die Nicht- Uebereinstimmung 
von f(z) mit der Mac Laurin’schen Reihe (x) fiir einen einzigen 
positiven Werth von x nachzuweisen. 

Angenommen niimlich, die Beziehung: 


f(x) = 9(@) 
gelte fiir ein beliebig kleines positives Intervall 0 <a <h, so wihle 
man eine positive Grésse 2 so, dass sh < % <h: alsdann lassen 


sich — lediglich unter Anwendung des Cauchy’schen Satzes iiber die 
Umordnung unbedingt convergirender Doppelreihen — f(x) und (zx) 
in Reihen nach positiven ganzen Potenzen von (x — 2) umformen, 
von denen die erste fir 0 << 2 <2a,, die zweite bestiindig convergirt. 
Aus der Uebereinstimmung der Summen dieser beiden Potenzreihen 
fiir diejenige Umgebung von 2, welche dem Intervalle: O< a2 <h 
angehort (d.h. also fiir: 22, —h<a#<h) folgt dann nach einem 
bekannten Satze deren Identitit und somit die Giiltigkeit der Beziehung: 
f(«) = p(x) fiir das Intervall: 0O< «<< 2%, wo jetat: 2a >h. 
Durch fortgesetzte Anwendung dieser Schlussweise ergiebt sich offenbar 
schliesslich , dass fiir jeden endlichen positiven Werth 2: f(x) = (x) 
sein muss, sofern diese Beziehung fiir eine beliebig kleine, positive 
Nachbarschaft der Stelle 2 = 0 gilt. 

Daraus folgt dann aber umgekelirt, dass die Gleichung f(x) = »() 
fiir kein noch so kleines Intervall 0 <a < h bestehen kann, sobald 

‘sich zeigen lisst, dass fiir irgend einen einzigen positiven Werth a’ 
die Werthe von f(x’) und g(a’) verschieden sind. 

Leider ist es mir bisher nicht gelungen, diesen Nachweis ganz 
allgemein, d. h. fiir ganz beliebige, nur die Einheit iibersteigende 
Werthe der in f(z) und (x) auftretenden Constante a zu fihren. 
Dagegen gestaltet sich der Beweis iiberaus einfach fiir solche Werthe 
von a, welche nicht unter einer gewissen, sogleich niiher anzugebenden 
Grésse liegen, und dies geniigt immerhin, um das fragliche Beispiel 
auch fiir eine gewohnliche Vorlesung iiber Differentialrechnung nutzbar 
zu machen. 

Man hat namlich ftir jedes «<1 nach Gl. (14): 


1 
(15) p(%) <> 
Andererseits ist fiir jedes positive ~ nach Gl. (12): 
, . 1 1 
(16) f(«) > i+<z pore, i+az- 


eS 
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Legt man hier 2 denjenigen Werth bei, fiir welchen der rechts 
1 


stehende Ausdruck ein Maximum wird, nimlich: 2 = .”, so folgt: 


1 


1 on 
— = 2 
(17) tle #) > °° 
a? +1 
und daher: 
rae | 1 
(18) ra ?)> ; und somit: > m * r) 
sobald: 
1 
Fai 1 
(19) fates, 
a® +1 
d. h. falls: 
6 e+i1\2 
(20) a>(t4i) =4,68.. 


Damit ist aber nach dem oben gesagten fiir solche Werthe von a, 
welche der Ungleichung (20) geniigen, die Nicht - Entwickelbarkeit von 
f(a) vollstiindig bewiesen. 

Zur niberen Erliuterung dieses eigenthiimlichen Verhaltens von 
f(z) in der Nahe der Nullstelle mége hier noch folgendes bemerkt 
werden. Setzt man 


(21) f(x) = f,(%) — fp(#) 


wo: 
> 1 1 
h (2) > : 4 
2y)I nw,” 
= (2v) i+a?®’x 














(22) “ 
1 1 
fo (2) -> (2» +1)! : 1 tatty ? 
0 
so wird: 
_ Hh ' (a")*” 
= i 1)*- Sa (29)! ? (1+a2"x)"4 , 
(23) i 
f2"’ (x) " 1 (a")?*+1 
mn! okt] > (2»+1)! (4 + at?tl yet 4 
0 
also: 
f\™ (0) ‘a ‘ 
A = (— 1 (e+ e),. 
(24) ws 
fh” (0) 1 n n 
me! = (— 1)". > (e —e-"), 


woraus man sofort erkennt, dass die Mac Laurin’sche Reihe fiir /, (7) 
und f,(x) divergiren muss, da ihre Coefficienten mit m so wie e” in’s 
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Unendliche wachsen. Bildet man nun: f(x) =f, (x) — f, (2), 
so hebt sich fiir den einen speciellen Werth x =O die Gesammtheit der- 
jenigen positiven Bestandtheile, welche zusammen e” ergeben, gegen 
die entsprechenden negativen weg, und hierdurch kommt zwar die 
Convergeng der Mac Laurin’schen Reihe b ged a” zu Stande; da- 


gegen heben sich die im unmittelbarer Nihe der Nulistelle gelegenen 
Singularitéten von f,(x) und f,(x) nicht heraus, und deshalb bleibt 
die Nicht-Entwickelbarkeit, die man bei f,(”) und f,(x) sofort an der 
Divergenz der Mac Laurin’schen Reihe erkennt, auch fiir: 
f() = f,@) — fe) 

trote der Convergeng jener Reihe bestehen. Es findet nimlich fiir 
beliebig kleine positive Werthe «=, zwischen den positiven und 
negativen Gliedern von f(x) ein iihnlicher Ausgleich, wie an der Null- 
stelle, nicht mehr statt; genauer ausgedriickt: es nimmt f(z) mit 
wachsendem » immerhin so grosse Werthe an, dass das Convergenz- 
intervall der Taylor’schen Reihe £0") (% — 2)” mit 2 selbst 


unter jede noch so kleine Grésse herabsinkt*). Der nahe liegende 


*) Es ist zwar = - f™ (a) fiir jedes bestimmte, wenn auch noch so grosse 
m, eine stetige Function von « fiir die positive Nachbarschaft von «= 0, sodass 
also zu bel. klein gegebenem @ sich 2, stets so bestimmen liisst, dass: 


S11 (@) — £0) | <8 fir 2< ay, 


Allein diese Stetigkeit ist eine wngleichmdssige, wenn man 4 f™ (x) als Function 


der beiden Verinderlichen x und » auffasst, d.h. man muss mit zunehmendem 
nm den Werth von 2 bestindig verkleinern, um die obige Ungleichung zu erzielen. 


Hieraus erklirt es sich, dass lim ar (0) von unendlich hoher Ordnung 
rn=o ’ 


(so , Wie lim (z)") verschwindet, wiihrend fiir beliebig kleine positive Werthe 


7 
2 : lim at f(a») nicht einmal unter einer endlichen Grenze bleiben kann 
n= @ - 


; f (ar) . 
(aa ja sonst die Taylor’sche Reihe > ae (a — a)” einen Convergenz- 


radius > 1 besitzen wirde). Der Grund dieses Verhaltens liegt darin, dass 


die Reihe: 
| f(a) | > (-  . a”” 
— v! (1+-a"a)"+ 


0 


bei festgehaltenem, beliebig grossen zwar gleichmdssig convergent fiir alle 
«> 0; dass sich aber fiir «<1 die Convergenz der Reihe mit wachsendem n 





le 
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Versuch, dies durch directe Rechnung zu constatiren, ist mir freilich 
bisher nicht gegliickt. Indessen ergiebt sich die Richtigkeit der eben 
ausgesprochenen Behauptung sowohl aus den functionentheoretischen 
Betrachtungen des folgenden Paragraphen, als auch — ohne deren 
Beihilfe — aus einem Satze, den ich weiter unten (§ 4, gegen Ende) 
beweise, und welcher, auf den vorliegenden Fall angewendet, lehrt, 
dass in jeder beliebigen Nihe der Stelle 2—0 positive Werthe x, 


v) 
liegen miissen, fiir welche das Convergenzintervall von 3 re (w—2y)” 
die Null zur Grenze hat*). 


Will man statt der eben betrachteten Function, welche bei reell 
verinderlichen 2 an der Stelle «=O mit simmtlichen Differential- 
quotienten nur vorwdrts stetig ist, wiederum eine solche construiren, 
fiir welche das Gleiche sowohl vorwiirts als riickwdrts stattfindet, so 


braucht man nur in (9) den Coefficienten -. durch &— = zu er- 


setzen. Alsdann ergiebt sich: 





(25) fa@)—= Or. = <a also: f(0) = e-! 
0 

und daraus: 

(26) f2"™-0(0) = 0 f2™(0) — (2m)! (— 1)". e-2*™. 


Die Mac Laurin’sche Reihe wiirde auch hier wiederum bestiindig con- 
vergiren, stellt aber nicht die Function f(#) dar. Bezeichnet man 
ihre Summe mit (7), sodass also: 


(21) 9) = > 1y (2, 


so stimmt g(x), o™(2) nur fir c=—0O mit f(x), f(x) iterein. 
Bildet man daher: 


28) Fe) =f) — 9@) — Sow {tes (G4, 


so liefert dieselbe ein Beispiel — und, wie ich glaube, das erste be- 
kannte Beispiel — einer Function, welche fiir alle endlichen reellen 
x incl. 2 = mit sdimmtlichen Ableitungen endlich und stetig und auch 
noch fiir «= 0 eigentlich definirt ist, dabei aber (gleichwie die fiir 


bestiindig vergdgert, und zwar um so mehr, je kleiner 2 wird — wie man sofort 
erkennt, wenn man das allgemeine Glied auf die Form bringt: 
(— 1)" a” Rea ncaa : 


ot Gpwaph ites ete 
*) Vgl. die Fussnote zu dem eben citirten Satze, S, 181, 
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1 
x = nicht eigentlich definirte Function e ™) die Eigenschaft besitzt, 
in beliebiger Niihe der Nullstelle nicht zu verschwinden, obschon sie 
fiir 20 mit stimmtlichen Ableitungen verschwindet. Damit erscheint aber 
die von Lagrange im 5. Capitel seiner Théorie des Fonctions*) 
geaiusserte Ansicht, dass eine stetige Function, welche fiir irgend 
einen Werth einer reellen Variablen mit siimmtlichen Ableitungen ver- 


schwindet , identisch verschwinden miisse, nunmehr endgiiltig widerlegt. 


g§ 2. 


Der allgemeine Typus der im vorigen Paragraphen betrachteten 
Reihen lautet offenbar: 


° . ¢, 
f(“) = 1 
0 v 
WO @, &, @... eine abzihlbare Punktmenge bedeutet,**) welche 


(mindestens) einen nicht zur Menge gehérigen Grenzpunkt « besitzt: 
gerade dadurch, dass die Stelle =a fiir kein einzelnes Glied der 
f(x) definirenden Reihe eine singulire ist, entsteht an der Stelle «= « 
fiir f(a) jene besondere Singularitiit, welche f(z) und f(x) endlich 
und nach allen denjenigen Richtungen stetig sein lasst, in denen 
nicht unendlich viele Punkte der Menge (a@,) liegen. Es fragt sich 
aber, ob auch wirklich in diesem Falle a stets eine singulire Stelle 
fiir f(x) sein muss. Dies ist nimlich keineswegs selbstverstandlich: 
denn wenn auch in jeder noch so kleinen Umgebung von @ unendlich 
viele Punkte a, liegen, welche fiir je ein Glied der obigen Reihe 
singulire Stellen sind, so wire es gerade wegen der Unbegrenztheit 
ihrer Anzahl mdglich, dass sie sich zusammengenommen in ihrer 
Wirkung annulliren. ***) 


*) Oeuvres complétes, T. IX, p. 63. 


**) Ich bemerke, dass die folgenden Betrachtungen auch Giiltigkeit behalten 
fiir Reihen von der etwas allgemeinen Form: 


wo die m, auch negativ gebrochene oder beliebige rationale positive Zahlen 
bedeuten, 

***) Gerade in dieser Hinsicht enthiilt der oben erwihnte Versuch von Du Bois 
Reymond, durch Condensation eine Function der fraglichen Art herzustellen 
eine Beweisliicke. Ks wird nimlich eigentlich nur gezeigt, dass man eine Function 
bilden kann, welche die betreffende Singularitiit in einer beliebig grossen end- 
lichen Anzahl (mn) von Punkten ejpes gewissen Intervalles besitzt, und dass diese 
Function auch noch fiir n= einen bestimmten Sinn behialt, Alsdann aber 
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Es sei nun irgend ein einfach zusammenhiingendes von einer 
Curve C begrenztes Flichenstiick gegeben, welches keinen Punkt der 
abziihlbaren Menge (a) im Innern oder auf der Begrenzung enthilt,. 
wiihrend auf der letzteren der eine Grenzpunkt a (aber kein weiterer, 
falls solche vorhanden) sich befinden soll. Ist dann 2|c,| convergent, 
so stellt nach einem bekannten Satze des Herrn Weierstrass die 
obige Reihe eine innerhalb C reguliire analytische Function dar. Dies 
gilt aber auch noch fiir jeden Punkt 2’ auf der Curve C ~ mit 
eventueller Ausnahme des einen Punktes a. Denn da nach Voraus- 
setzung x’ weder der Menge (a,) angehéren, noch ein Grenzpunkt 
derselben sein kann, so existirt stets eine gewisse Umgebung von 2’, 
innerhalb deren kein Punkt der Menge (a) liegt, sodass also f(x) fir 
diese Umgebung wiederum regulir bleibt. 

Um nun das Verhalten von f(x) fiir die Stelie 2 — a zu unter- 
suchen, bemerke man zunichst, dass allemal, wenn man den Punkt a 
durch einen der Menge selbst angehérigen Punkt — etwa «, — ersetzt, 
dieser sicher eine singuldre Stelle fiir f(#) sein muss (gleichgiiltig, ob 
a, ein Grenzpunkt der Menge ist oder nicht), Man erkennt dies, wie 
Herr Goursat gezeigt hat,*) indem man die obige Reihe folgender- 
massen in drei Partien zerlegt: 


hen 2s + ae te 
1 n+l - 
=f@) +h) +h), 





wo ” so fixirt sein soll, dass e \¢y| == B+ |ey| (® <1) wird, was in 
n+l 

Folge der Convergenz von \c,| stets méglich ist. Alsdann ist /,(x) 

regular fiir eine gewisse Umgebung der Stelle a, wihrend /,(x) in 

@, eine singulire Stelle besitzt, welche durch /,(%) wie mit Hiilfe der 


Bedingung: a '¢y| = @-\¢9| leicht zu ersehen ist, nicht annullirt 
a+l 
werden kann. 
Tritt sodann an die Stelle des einen Punktes a, eine unendliche 
Anzahl soleher Punkte, welche auf der Curve C oder irgendwelchen . 
Bégen derselben iiberall dicht liegen, so liisst sich weiter folgern, dass 


heisst es (a, a. O. p. 617): ,,Hs wéire freilich noch direct zu zeigen, dass die (bei 
dem eben erwihnten Grenziibergange resultirende) Function F(x) nicht ent- 
wickelbar ist, doch wollen wir hier diese Rechnung nicht anstellen.“* — Ich halte 
es fiir sehr zweifelhaft, ob sich das hier tiberhaupt auf dem Wege blosser Rech- 
nung erweisen liisst, 


*) Sur les Fonctions & Espaces lacunaires. Bulletin des Sciences mathé- 
matiques, 1887. 2ime Série, T. XI, p. 109, 
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jeder solche Bogen eine singuldre Linie fiir f(x) sein muss, sodass 
also fiir keinen Punkt «’ eines solchen Bogens eine Reihe $(«2 — a’) 
existirt, welche innerhalb C mit f(x) tbereinstimmt. 

Die obige Schlussweise beruht nun aber wesentlich darauf, dass 
9 


der Term 





wirklich in f(x) vorkommt, wihrend in dem hier zu 





betrachtenden Falle die Existenz eines Gliedes von der Form = - 


gerade ausgeschlossen ist, da ja a der Menge der a, nicht an- 
gehoren sollte. 

Es lasst sich indessen zeigen, dass auch in diesem Faille a stets 
eine singuliire Stelle fiir f(a) ist, sofern man nur die Menge (a,) der 
einzigen Beschrinkung unterwirft, dass in jeder Né&he von « solche 
a, vorhanden sind, die hichstens in Linien (aber nicht in Flichen- 
theilen) oder tiberhaupt nicht tiberall dicht liegen.*) 

Angenommen niamlich f(z) wire fiir die Stelle « reguliir, so miisste 
das Gleiche fiir alle Stellen innerhalb eines gewissen um @ zu be- 
schreibenden Kreises der Fall sein. Dies ist aber in Folge der iiber 
die Vertheilung der a, gemachten Voraussetzung unméglich, da nach 
dem angefiihrten Satze innerhalb jenes Kreises stets singulire Punkte 
oder Linien von f(x) liegen miissen. 

Die Méglichkeit dieser Schlussweise bleibt aber unveriindert be- 
stehen, wenn an die Stelle des einen Grenzpunktes « eine beliebige 
Anzahl solcher Punkte tritt, die auch auf C oder irgend einem Bogen 
von C iiberall dicht liegen diirfen, sofern nur die Punkte a, in der 
Umgebung jedes solchen Punktes « der oben angegebenen Bedingung 
geniigen, und es gilt somit der folgende Satz: 


Befinden sich auf der geschlossenen Curve C 
beliebig viele Grenzpunkte @ der durchweg ausser- 
halb des Bereiches (C) gelegenen Punktmenge (a,), 
so ist fiir die innerhalb (C) regulire analytische 
Function: 


ao 


f(«) = > - __ (we > | Cy | convergent) 
™ 0 





0 


jeder Punkt « ein singularer Punkt und jeder Curven- 
bogen von C, auf dem solche Punkte e@ tiberall dicht 





*) Damit ist nicht ausgeschlossen, dass ein Theil der Menge (#,) in der 
Nahe von @ auch in Flachentheilen iiberall dicht liegt. Der Beweis behilt sogar 
noch seine Giiltigkeit, wenn die Menge (a,) in der Nahe von « ausschliesslich 
aus Punkten besteht, welche in Flichentheilen iiberall dicht liegen, sofern nur 


irgendwo auf der Begrenzung derselben in jeder Nahe von a stets auch Punkte 
a, (nicht bloss Grenzpunkte) liegen. 












' ware ONT 


we Ss lUrehCU!!O 


L- 
it 


er 


ar 
ch 


ur 
te 








Zur Theorie der Taylor’scben Reihe. 169 


liegen, eine singulire Linie, sofern in beliebiger 
Nihe jedes Punktes a stets Punkte a vorhanden 
sind, welche héchstens in Linien (nicht in Flaichen- 
theilen) tiberall dicht liegen. 

Beispiele solcher Punktmengen sind: 


oam@,i,2,... 
wu=0,1,2,.. 


hy = Py Oy, y = Pus” ( 
wo p, positiv und fiir jedes endliche »v >1, dagegen lim p,=—1 


v=o 


1 
(2. B. pp = 1+ Fi > Pelt = py = ett ete.), wihrend ¢ 


eine complexe Zahl mit dem absoluten Betrage 1, aber keine Ein- 
heitswurzel sein soll, also ¢ = e?***, wos eine Irrationalzahl bedeutet. 
Die Punkte « (v=0,1,2...) liegen dann auf dem Einheitskreise 
iiberail dicht, wiihrend die Punkte a, = p,- &, Gu,» = p,+ & durch- 
weg ausserhalb des Kinheitskreises liegen, aber alle Punkte desselben 
zu Grenzpunkten haben. Dabei nihern sich mit wachsendem v die 
Punkte a, = p,- & in spiralartiger Anordnung asymptotisch dem Kin- 
heitskreise und liegen nirgends (auch auf keiner Linie) iiberall dicht, 
wihrend die Punkte a,,,—= p,+é, auf allen um den Nu!lpunkt con- 
centrischen Kreisen mit den Radien p, (u=—0,1,2...), aber nicht 
in irgendwelchen Flachentheilen iiberall dicht liegen. 


§ 3. 


Auf Grund der im vorigen Paragraphen angestellten Betrachtung 
sind wir nunmehr im Stande, Reihen zu construiren, welche im Innern 
und auf der Begrenzung eines gewissen Bereiches — etwa des EKin- 
heitskreises um den Nullpunkt — durchweg endliche Ableitungen jeder 
endlichen Ordnung besitzen und dennoch in beliebig vielen, auch un- 
endlich vielen auf dem Kreise iiberall dicht liegenden Punkten a nicht 
nach Potenzen von (« — «@) entwickelbar sind, also in dem zuletzt 
genannten Falle eine analytische Fortsetzung iiber den Einheitskreis 
hinaus nicht zulassen. 

Es seien also ausserhalb des Kinheitskreises unendlich viele Punkte 
a, gegeben, welche auf der Peripherie desselben beliebig viele Grenz- 
punkte @ besitzen sollen. Man hat alsdann fiir jedes endliche v:|a,|>1, 
wihrend fiir v = oo entweder geradezu lim |a,| == 1 ist oder wenigstens 
die untere Unbestimmtheitsgrenze von a den Werth 1 haben muss 
(mit anderen Worten: es kénnen die Punkte «, auch noch ausserhalb 
des Kinheitskreises beliebig viele Grenzpunkte besitzen). In der Um- 
gebung jedes auf dem Hinheitskreise gelegenen Grenzpunktes «@ sollen 
die «, der in dem Satze des vorigen Paragraphen statuirten Bedingung 


Mathematische Annalen. XLII. ; 12 




























170 A. Prinesuem. 





gentigen. Bedeutet dann 2\c,| eine convergirende Reihe, so ist die 
Reihe: 


(1) f= 5 


0 





zuniichst innerhalb des Einheitskreises gleichmiissig convergent und 
kann fiir diesen Bereich in die ebendaselbst convergirende Potenzreihe: 


(2) f(z) = >} Ais? wo: A= > hi 
0 0 ° 


umgeformt werden. Man kann nun aber durch eine passende Wahl 
der ¢, leicht erzielen, dass die Reihe (1), wie auch die Potenzreihe 
(2) auch noch auf der Peripherie des Einheitskreises unbedingt und 
gleichmiissig convergire. Da nimlich fiir |z| <1 die Beziehung 
besteht: 


eRe  — ~ 


a, — #|>|a,| — |x| >a,| —1, 

so hat man insbesondere fiir alle Punkte x auf der Peripherie: 
| ‘7 = 1 
| | %y = | < 1 


a, 2 


und es wird daher die Reihe (1) noch auf dem gesammten Einheits- 
kreise unbedingt und gleichmiassig convergiren, falls die Reihe 


> ¢,| 
ja! —1 


vi 





convergirt, also fiir: 

Cy = (ja,| — 1)- ¢ 
wo c, das Glied einer absolut convergirenden Reihe bedeutet. Zugleich 
erkennt man, dass dann auch die Potenzreihe (2) auf dem Kinheits- 
kreise noch unbedingt und gleichmiissig convergirt, denn man hat: 


| 
a ao 
< Fle) S|" 
a" » a, | 
0 0 
a 
-> =. 
7 | @,, 1 


Ferner folgt aus (1) und (2) durch » malige Differentiation: 


a 


(3) f(z) =»! > te oe 


0 
= DP ad — 1) ++ (An $1) Ara 
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zunachst wieder fiir das Innere des Hinheitskreises. Es werden aber 
auch diese beiden Reihen fiir irgend ein bestimmtes m noch auf dem 
Kinheitskreise unbedingt und gleichmissig convergiren und demgemiiss 
dort auch noch die mn Ableitung von f(x) darstellen, wenn die c, 
so gewiihlt werden, dass die Reihe: 


> Pom 
(je,| — 1)-A 
convergirt, was man offenbar wiederum erzielen kann, wenn man setzt: 
cy = (\a,|— 1)"*'-¢/ wo Z\c,| convergirt. 
Man erkennt zugleich, dass bei dieser Wahl der c, die obige 
Reihe auch a fortiori fiir jedes kleinere » convergirt, falls schlechthin 


lim |a,| = 1 ist; hat dagegen nur die untere Unbest.-Grenze von |a,| 
den Werth 1, so erzielt man dasselbe durch die Substitution: 


i" 
Qy= * Cy. 
(“isr) 
Daraus folgt dann zuniichst wieder ohne Weiteres die unbedingte 
und gleichmissige Convergenz der Reihe > ae fiir alle 
Punkte der Peripherie, wihrend das Gleiche fiir die entsprechende 
Potenzreihe erkannt wird aus der Beziehung: 


ma (A= 1) ++ (A+ IV) | Ad 


n 


<Sa-@-1---@-e¢y > ae 


0 


<Se-(2 = 4 ["Sa+na+s). +m] 2 | 


Nun lassen sich aber die c, in mannigfacher Weise geradezu so fixiren, 


dass die Reihe: 
Yt 
(j,|— 1)" 


nicht nur fiir alle Werthe m bis zu irgend einem bestimmten hin, 
sondern geradezu fiir jedes m (ohne obere Grenze) convergirt. 

Man erzielt dieses Resultat im Falle lim |\a,|—= 1 (d. h. falls die 
Punktmenge @, keine weiteren Grenzpunkte besitzt, als die auf der 
Peripherie des Einheitskreises gelegenen) in der einfachsten Weise, 
indem man setzt: 

(4) by = ( |e] — 1) dy, 


12” 
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wo die b, ganz beliebige Gréssen bedeuten, deren absolute Betriige 
unter einer endlichen Grenze g bleiben. Hierbei ergiebt sich nimlich: 


ao 


cy = ;, : 

j amie ™ 2 |by| (fo| — 1)e-™, 
0 0 

also: 


< g i. > (| @miy — sy, 
0 


wo die rechts stehende Reihe wegen: lim (|a,|— 1)—0O von einer 
bestimmten Stelle ab stiirker convergirt, als jede convergente geo- 
metrische Reihe. 

Besitzt dagegen die Punktmenge «, auch Grenzpunkte ausserhalb 
des Kinheitskreises , so geniigt es offenbar, wenn man in (4) b, durch: 


| ARERR Re nr TE 


rag ersetzt, wobei in dem besonderen Falle, dass auch der Punkt 
co ein Grenzpunkt der a, ist, die 6, nédthigenfalls als Glieder einer 
beliebigen absolut convergirenden Reihe zu wahlen sind, wihrend sie 
in jedem anderen Falle wieder nur der Bedingung |by| < g zu ge- 
niigen haben. 

Andere Bestimmungsweisen fiir die Coefficienten c, ergeben sich 
folgendermassen. Man setze zur Abkiirzung: 


1 1 
(6) [e,;—1 = qd, d. h. [elm i+s-, 


wo also q, wesentlich positiv und fir »— oo entweder geradezu 
lim g, = co oder zum mindesten die obere Unbestimmtheitsgrenze von 
q unendlich wird. Alsdann hat man identisch: 


| cy P qi 
; =—_ “a " 
@ | a, | — 1)™ | o| : dy i Vy | - Ty: 


und wenn daher r, positiv und so gewihlt wird, dass fiir jeden noch 
so grossen Werth von m: 


ym mm) 18 dy 
(8) lim = lim ee ni 
r 


v=o v v 


wird — was z. B. fiir lim g, = oo stets der Fall ist, wenn man setzt:*) 


*) Wire nur die obere Unbestimmtheitsgrenze von q, = ©, so wiirde 
man der Forderung beispielsweise geniigen kénnen, indem man setzt: 
r, =o" 
oder: 
r=: {lg q,]! 


le 
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(9) r= bo (6 < 1) 

oder auch: 

(10) r,=[lgq J]! (wo [a] die grésste in x enthaltene ganze Zahl), 
so geniigt es nach Gleichung (7) fiir den gewiinschten Zweck in 
jedem Falle, wenn sodann: 

(11) |cy|- t= |c,| also: c, = ms 


genommen wird, wo |¢,'| das Glied einer convergenten Reihe bedeutet. 
™ 
Wenn aber hierbei schon 





fiir jedes noch so grosse m das Glied 


einer convergenten Reihe bildet, was z, B, stets der Fall ist fiir 
dy &> v und r, = b™”, ebenso fiir g, S a’ (a> 1) und r,—!, 80 
reicht es schon hin, wenn man setzt: 


1 
(12) |c,|.% == 1 also: |e, sels 


Hiernach ergiebt sich aber in Verbindung mit dem Satze des § 2 
das folgende Resultat: 


Besitzt die durchweg ausserhalb des Hinheits- 
kreises gelegene abzihlbare Menge (a,) auf dem Hin- 
heitskreise beliebig viele Grenzpunkte, so lassen 
sich auf mannigfache Weise unendliche Reihen von 
Gréssen c, stets so bestimmen, dass die Reihen: 


. . Cy . . Cy 
fa=— Sats M@-m > (a, ayer 
0 0 v4 

nicht nur imInnern, sondern auch auf der Peripherie 
unbedingt und gleichmiassig convergiren und in die 
eben daselbst unbedingt und gleichmissig conver- 
girenden Potenzreihen: 


{(“) = Sae “ 


f(a) = saa 1) +-(A—m-+1) Agari" _ 


umgeformt werden kénnen. 

Bedeutet dann a einen auf der Peripherie be- 
findlichen Grenzpunkt der a, von solcher Beschaffen- 
heit, dass in jeder Nihe von @ stets Punkte a, vor- 
handen sind, welche héchstens in Linien, nichtaber 
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in Flachentheilen, tiberall dicht liegen, so existirt 
keine Potenzreihe [}(a— a) derart, dass die Gleichung 
f(x) = B(# — a) besteht fiir Punkte in belie biger Nahe 
von @, die im Innern oder auf der Peripherie des 
Einheitskreises liegen. 

Wenn also solche Punkte @ auf der Peripherie 
iiberall dicht liegen (sodass schliesslich jeder Punkt der 
Peripherie als ein Grenzpunkt der Menge (@,) anzusehen ist), 
so existirt fiir f(z) keine analytische Fortsetzung 
iiber die Peripherie des Einheitskreises hinaus, ob- 
schon f(z) mit simmtlichen Ableitungen jeder end- 
lichen Ordnung dort noch endlich und stetig ist. 

Der Vollstiindigkeit halber sei hierzu noch bemerkt, dass der Conver- 


genzbezirk der Reihe > — in Folge der den Punkten a, auferlegten 


Beschrinkung mit dem Einheitskreise noch nicht erschépft sein wird, 
sondern je nach der Wahl der a, noch aus einem oder mehreren 
(eventuell auch unendlich vielen) Stiicken ausserhalb des Einheits- 
kreises bestehen muss. Alsdann stellt also auf Grund der von Herrn 
Weierstrass gegebenen Begriffsbestimmung der analytische Ausdruck 





¢ , ° ‘ , ; 
> - * = im verschiedenen Gebieten verschiedene analytische Func- 


v 
tionen dar. 


Um mit Hiilfe des oben ausgesprochenen allgemeinen Satzes be- 
stimmte Beispiele von Functionen zu construiren, die trotz der End- 
lichkeit der Ableitungen tiber den LEinheitskreis nicht fortgesetzt 
werden kénnen, mdgen etwa die am Schlusse des vorigen Paragraphen 
angefiihrten Punktmengen beniitzt werden. Sei also: 


a = p,-& (wo ¢ = e!, 5 eine Irrationalzahl 
p»>1, limp, =] ) 
so kann man nach Gi. (4) setzen: 
sta oY (Pe — 0)" 
(0) — Fe 


oder auch nach Gl. (9) und (12): 





1 
; aw 
= v 1 . 
se ee ma? 
Setzt man in der letzten Forme! speciell: 


Pr=1lt— (v=1,2,3---) 
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so wird: 


wo 
pe ere ao 
' 2 (s+) s 
1 


' 1 P 
Nimmt man p, =e" , also -——-cv v, so ergiebt sich, wenn man 


P,— 
fiir ¢ seinen Werth einsetzt: 


~ a L 
f (x) = y} i , = AAjx'*, 
I e bane 0 
wo 


Ay = . 
- #. ~ +2ven:) (41) 


Diese Reihen convergiren dann auch noch gleichmiissig fiir das 
ganze Gebiet ausserhalb des Hinheitskreises mit Ausschluss der un- 
mittelbaren Umgebung der Punkte a, = p,é’, welche ausserhalb des 
Kinheitskreises keine weiteren Grenzpunkte besitzen. Zwischen den 
Werthen der Reihen f(x) im Innern und ausserhalb des Einheitskreises 
existirt jedoch kein ,,analytischer Zusammenhang. 

Es werde ferner gesetzt: 

uy = Pu 
4, 
wo etwa wiederum p, = 1 += oder Pu =e" (p=1,2,3---) und « 


gleichfalls die frthere Bedeutung hat. Bildet man alsdann: 


wo Le c 
f (2) =>} > a" 
1  %¢-8 


so erkennt man leicht, dass die gleichmissige Convergenz von /() 
und f(z) auf der Peripherie wiederum erhalten bleibt, wenn man 
etwa setzt: 





Cu,y == bet (b <= 1). 
Alsdann ergiebt sich: 


f (2) -3>} a= = Shae’ 
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wo: 
i a] an uty Dn no * 
A= >} > fe =>} aT Bae 
1 1 (P,.”) 1 Pu 1 


nD 
b 1 of 
es ; oat 
# b Pp 


Der Convergenzbereich von f(#) besteht hier — abgesehen von dem 
Innern des Einheitskreises — aus dem ganzen Ebenenstiicke ausserhalb 
des Kreises mit dem Radius p, (wobei fiir die oben getroffene specielle 
Wahl p, =—2 bez. p, =e ist), sodann aus unendlich vielen con- 
centrischen Ringen, welche begrenzt werden von Kreisen mit den 
Radien p, und pyri (w= 1,2,3---). Auf allen diesen Kreisen liegen 
die Punkte «,., tiberall dicht, sodass also die Reihe f(x) in diesen 
simmtlichen Stiicken ihres Convergenzbereiches lauter verschiedene 
analytische Functionen darstellt. Jedoch besitzt sie nur auf dem Ein- 
heitskreise die Eigenschaft mit allen Ableitungen endlicher Ordnung 
endlich undstetig zu sein, wihrend sie auf den siimmtlichen iibrigen 
Begrenzungen divergirt. 

Will man Functionen construiren, welche in der einen Halb- 
ebene z. B. der oberen — einschliesslich der reellen Axe mit siimmt- 
lichen Ableitungen stetig und dennoch nicht analytisch fortsetzbar 


sind, so braucht man nur das Innere des Einheitskreises mit Hiilfe 
der Substitution: 





auf die obere zg-Halbebene abzubilden. 


g 4. 


Ich gehe nun dazu iiber, einen weiteren Typus von Reihen an- 
zugeben, welche auf der Grenze eines gewissen Bereiches noch mit 
allen Ableitungen endlich und stetig, dennoch nicht analytisch fort- 
setzbar sind. Obschon dieselben mit den Untersuchungen der beiden 
letzten Paragraphen nicht in unmittelbarem Zusammenhange stehen, 
so liefern sie doch eine sehr brauchbare Illustration zu den im § 1 
entwickelten Principien, indem sie bei ausserordentlicher formaler Ein- 
fachheit auf dem Wege ganz elementarer Rechnung deutlich erkennen 
lassen, warum die Entwickelbarkeit auf jeder Grenzlinie vollstiindig 
aufhért: namlich, weil die Ableitungen n'** Ordnung fiir wnendlich viele, 


iiberall dicht liegende Stellen mit n so stark zunehmen, dass die Taylor’sche 
Reihe nicht mehr convergirt. 
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Es werde gesetzt: 


(1) - y(t) => i= Su 
0 0 


wo @ eine positive ganze Zahl >2, t—1,-+ 1,i eine complexe 
Variable bedeutet. Um den Convergenzbereich dieser Reihe zu erkennen, 
hat man: 





Uy 44 1 y ; 

— = : (a—1)tt 

U, y+1 sal 
sale ae —a” (a—1) +t, "(a-1) a 
~ vb st 


und daher fiir v = oo: 


| Med . eg @(a-1)-, (= 0, wenn t, >0, 
lim | —— | = lim ——__—_— je 

|, v+1 = Oo, wenn tT, < 0 
d. h. die Reihe convergirt absolut fir alle ¢ mit nicht-negativem 
imaginiirem Bestandtheil, also innerhalb der oberen Halbebene ein- 
schliesslich der reellen Axe. Das Gleiche gilt auch fiir simmtliche 
Ableitungen von y(t). Man hat nimlich: 


nD 


° 1 , 
(2) yi) (t) == 4” >> arr. ea ti 


0 


und daher insbesondere fiir reelle ¢: 


r © 
> a an” . e@ti| — Pap a*’ = e" 
| v. | v: 
0 0 


sodass also die Reihe fiir y(t) auch auf der ganzen reellen Axe 
absolut convergirt. Es stellt hiernach ~(¢) fiir die obere Halbebene 
eine analytische Function von ¢ dar, welche noch auf der Grenze 
dieses Bereiches, nimlich der reellen Axe, mit allen Ableitungen jeder 
endlichen Ordnung endlich und stetig ist. 

Nichtsdestoweniger lisst sich leicht zeigen, dass y(t) iiber diesen 
Bereich nicht analytisch fortgesetzt werden kann. 

Setzt man zunachst in (2) ¢—=2xa (x =0, +1, +2---), so 
folgt: 

| pi) (2a) =e" 

und ebenso fiir ¢ = (2x + 1)a: 


wv (2x4 1)x) =e" bezw. = ec” — 2 (ersteres, wenn a ungerade, 
letzteres, wenn a gerade). 
Daraus erkennt man aber zunichst, dass die Taylorsche Reihe fir 
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simmtliche Stellen ¢=— ux (u=0, +1, +2,---) divergirt 
(cf. § 1, Gi. (5)). 
Das Gleiche findet nun aber statt fiir alle Stellen ¢ = t* , Wenn p 
a 


eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Setzt man nimlich yp) (é) 
in die Form: 


e- nv ~. ae 
YO) SH” corte ge SE eae 
v! oa 
° P 
ed nv n( p+») 
mm it eS eats in, SF gates 
v! (p+)! 
0 0 


so ergiebt sich zuniichst fir t = che (e=+1,+2---): 
a 


P ecodl., ea) 
2a . a : : q™ (P+) 
(n) { ——— } oes 4% = Puan * ‘kh. Sel 
” § CF) 2 ore he 2 Gt 


0 0 


=i" {Cp,n + et 


Ss owe 
Cp.n -)> — {oP teat — 1}. 
0 


Nun ist aber: 
p—l 
if ‘ ¢ a?* —1 ‘ 
(4) \Conl| <2: oa? <2: ae < 5+ GP 
0 


folglich wird, wie gross man auch p annehmen mag, » stets so gross 


genommen werden kénnen, dass der in (3) vorkommende Term e™” 
beliebig viel grésser ist als |C,,,|; dies gilt selbst dann noch, wenn 


man p iiber alle Grenzen wachsen lisst, sobald man nur » > p nimmt. 
Somit folgt aus (3) und (4), dass fiir unendlich wachsende n: 


n) ( 2%% n 
(5) vm (SF) ve 
wird, und das Nimliche ergiebt sich auf analoge Weise auch fiir 
on). In Folge dessen muss aber die Taylor’sche Reihe 
a 


fiir ~(#) an allen Stellen t= = divergiren, wie gross man auch p 


nehmen mag, und da diese Stellen auf der reellen Axe tiberall dicht 
liegen, so ergiebt sich in der That, dass y(¢) fiir keinen einzigen 
reellen Werth ¢, nach Potenzen von ¢ — ¢, entwickelt werden kaan. 
Die Reihe (1) ist aber auch noch in einer weiteren Beziehung 
lehrreich, insofern man daran erkennen kann, dass auch die zweite 
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der beiden in § 1 erérterten Moéglichkeiten, niimlich die Convergenz 
der Taylor’schen Reihe 
(¥) 
(to) (¢ —¢.\v 
> se (t —t) 


aber ohne die Giiltigkeit der Beziehung: 


(v) 
De tty =o) 


geradezu im unendlich vielen Punkten jedes noch so kleinen Intervalles 
stattfinden kann. 


Angenommen niimlich, es sei jetzt speciell a eine ungerade Zahl 
von der Form 4k + 3 (k=0,1,2-+--). Alsdann bemerke man zu- 
niichst, dass alle wngeraden Potenzen von a gleichfalls von der Form 
4k+ 3, dagegen alle geraden von der Form 4k + 1 sind, sodass also: 


i. 1 
= Chl yy at ni 


e- =—t, e€ =+i 


ro] 


d. h. allgemein : 


1 . 
— ani 


eo ae (1) 


wird, Setzt man daher in (2) ¢ = (m +=) x, so ergiebt sich: 
ve (mt $)2) =e BE eee 
7 0 
=(— 1)". int >? (— 1)” , ~~ 
U 
also: 


(6) yw) ((m + 3)*) = ¢-“" 


a’ - ni 


to| = 


sodass die Taylor’sche Reihe zunichst an allen Stellen 
ty = (m+—5) x (m=0,+1,4+2-->) 


fiir jedes noch so grosse (¢ — t,) convergirt. 
Man findet nun aber ganz analog wie oben Gl. (5), dass 


m + : | , 
(7) ‘nil aid _— Bi < Can + e4 
wo: . 
(8) Onn < arn 


und da, wie gross man auch p nehmen mdge, die Reihe mit dem 


allgemeinen Gliede: 2 7 {ar" + ¢-@"} r fiir jedes noch so grosse 7 con- 
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(¥) 
vergirt, so folgt, dass die Taylor’sche Reihe > tty fiir 


m — 
alle Stellen ¢, = ( = 3) — d.h. sehliesslich fiir unendlich viele, iiberali 
dicht liegende Punkte der reellen Axe convergirt und zwar sogar be- 
stiindig convergirt. Da aber in beliebiger Nahe jeder solchen Stelle 
andere liegen, fiir welche nach dem zuvor gesagten die Taylor’sche 
Reihe divergirt, so kann sie nicht die Summe 7(¢) haben. 

Hieran kniipft sich naturgemiiss die Frage, ob es denkbar wire, 
dass die Taylor’sche Reihe fiir alle Stellen eines gewissen Intervalles 
einer reellen Variablen convergirte oder genauer gesagt, ein Convergens- 
intervall besitzt, dessen Ausdehnung unter eine bestimmte angebbare 
Grosse nicht herabsinkt, und dass ihre Summe nichtsdestoweniger mit 
der erzeugenden Function nicht tibereinstimmte? 

Diese Frage ist aber zu verneinen. Angenommen nimlich, es 


convergire die Reihe: 
oo) 
(») 
ha (é) “ | a 
> v! 
0 


fiir 4;<¢<¢t, und rgv,, so hat man sicher fir alle Werthepaare 
(t, r) aus dem angegebenen Bereiche: 

(n) 
lim bet y” == () 
aue nn! 
und daher insbesondere, wenn o die kleinere der beiden Gréssen 
(t, —¢) und 7, bezeichnet: 


(9) lim »” Me - #0) 


a= @ 


-er = 0 ecex 1). 


Nun gilt aber mit Beniitzung der Lagrange’schen Restférm die 
Entwickelung : 


n—1 (v) (n) ai 
(10) (ty +h) => Ow +? (ot ) pn 
0 


und man erkennt aus Gl, (9), dass dieses Restglied fiir h<@ mit 
unendlich wachsenden » verschwindet, sodass also in der That die 
Beziehung gilt: 


~y 
(11) w(t, +h) = > ow Ww firh<o. 
0 


Damit ist also bewiesen, dass die Taylor’sche Reihe nicht fiir 
alle Stellen eines beliebigen kleinen Intervalles einen Convergenzbereich 
von angebbarer Grésse besitzen kann, ohne dort auch die betreffende 
Function darzustellen. Mithin gilt der Satz: 





2 
& 


Zur Theorie der Taylor’schen Reihe. 181 


») 
Wenn die Taylor’sche Reihe >) *— fiir irgend 
einen bestimmten Werth ¢, der reellen Variablen ¢ 


und fiir h<@ convergirt, ohne die Summe yp(t,+h) 
zu besitzen, somtissen entweder in jeder beliebigen 


(») ¢y’ 
Nahe von ¢, Stellen ¢’ existiren, sodass >) ¥“) hr 


fiir jedes noch so kleine h divergirt; oder es muss 
zum mindesten die untere Grenze fiir die Convergenz- 


intervalle aller méglichen Reihen: ie fiir 
Werthe?t’ in der Nahe von ¢# den Werth Null haben.*) 

Der Satz gilt offenbar auch fiir den Fall einer complexen Variablen ¢. 
Denn man kann die Gesammtheit der Stellen, welche auf irgend einer 
im Punkte ¢, beginnenden geradlinigen Strecke liegen, durch eine 
ganze lineare Substitution auf ein Stiick der reellen Axe congruent 


abbilden und sodann wieder die oben benititzte Schlussweise anwenden. 
Bei dem oben betrachteten Beispiel : 


(1) y(t) -> si ea” ti 


tritt also — wenn a=4k-+ 3 — thatsiichlich der Fall ein, dass 
in jedem noch so kleinen Intervalle Stellen liegen, fiir ewelche 
der Convergenzradius der Taylor’schen Reihe wnendlich gross ist 


(») 
*) Da der Convergenzradius von > vo h” in dem vorliegenden Falle 
Vv. 


offenbar eine unstetige Function von ¢ ist, so brauchte in der That keine bestimmte 
Stelle t’ 2u existiren, wo derselbe wirklich =0 wird. Ein Beispiel fiir diese Art 
des Verhaltens giebt die in § 1 betrachtete Function; 


2 


, (— 1)” 1 
nm -> v! ‘1+a’t’ 


0 





fiir welche die Mac Laurin’sche Reihe convergirte, ohne die Function darzustellen, 
Hier existirt fiir jedes noch so kleine positive ¢ eine convergente Taylor’sche 
Entwickelung: 

(¥) 

ft+n—= SLO, 

Vv: 
deren Convergenzbezirk sich nach links nur bis zur Nullstelle erstreckt, also mit 
t selbst unter jede noch so kleine Grésse herabsinkt, ohne aber jemals wirklich 
= 0 zu werden, da ja fiir ¢ = 0 die bestdndig convergirende Reihe 


> é 1)” oa a” yy 


resultirt, 
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(simte fiir t= ss 3)" ), und ebenfalls solche, fiir welche dieselbe 
gleich Null ist (nian fiir t=): 


a? 
Ersetzt man in (1) ¢ durch (—#), so wird die Reihe: 
(12) o(—t) = >> ews 
0 


eine analytigche Function darstellen, welche nur fiir die untere Halb- 
ebene einschliesslich der reellen Axe mit simmtlichen Ableitungen 
existirt, und es ergeben sich durch Addition und Subtraction von (¢) 
und w~(—#) (wobei, wie man leicht erkennt, die fraglichen Singu- 
larititen sich nicht etwa herausheben), die Reihen: 


(13) w, (t) => ome 2. w(t) -3 sin a’ t 


als Beispiele von Functionen, welche fiir alle reellen ¢ mit siimmtlichen 
Ableitungen jeder noch so grossen endlichen Ordnung endlich und 
stetig sind, und dennoch nicht in das complexe Gebiet der Variablen ¢ 
fortgesetzt werden kénnen.*) 

Ist hierbei insbesondere a eine ungerade Zahl von der Form 
4k + 3, so besitzen jene Functionen wiederum noch die merkwiirdige 
Eigensehaft, dass in der Umgebung jeder Stelle ¢, sowohl Stellen ¢’ 
liegen, fiir welche die Taylor’sche Reihe bei beliebig kleinem (¢—?t’) 
divergirt, als auch solche, fiir welche dieselbe bei beliebig grossem 
(¢—t’) convergirt — letzteres natiirlich, ohne die Function 7, (¢) bezw. 
w,(¢) darzustellen, 


Setzt man schliesslich in (1) noch sunt, so folgt, dass die 
Function: 


(14) f (@) = >> a 


nicht tiber den Einheitskreis hinaus analytisch fortgesetzt werden kann, 
obschon sie noch auf der Peripherie derselben mit allen Ableitungen 
jeder endlichen Ordnung endlich und stetig ist. 

Der allgemeine Typus derartiger Reihen lautet offenbar: 


(15) f (a) =>? ey + a 
0 


*) Wie ich nachtriiglich bemerkt habe, findet sich die erste dieser beiden 
Reihen mit der Beschriinkung auf wngerade ganzzahlige Werthe von a schon in 
einem Aufsatze des Herrn Lerch: ,,Ueber die Nichtdifferentiirbarkeit gewisser 
Functionen.* Journ. f. Math. Bd. 103, S. 136, 
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wo die m, positive ganze Zahleu von der Beschaffenheit bezeichnen, 
dass der grésste gemeinsame Theiler von m,, my41, M42,... mit v 
selbst in’s Unendliche wichst, wihrend die Coefficienten ¢, so beschaffen 
sein miissen, dass die Reihe: 


2 


>? oy my — Sr 


0 


fiir jedes endliche » zwar convergirt, aber ihre Summe mit » so stark 


zunimmt, dass: 
rt 8, 
n n 
> nt @ 


0 


fiir jeden noch so kleinen Werth @ divergirt. 


Ich méchte diese Gelegenheit beniitzen, um einer Stelle in meinem 
Aufsatze: ,, Ueber die Convergenz unendlicher Producte“ (Bd. XXXII 
dieser Zeitschr.) eine etwas schiarfere Fassung zu geben. Es handelt 
sich dort (a. a. O. p. 140) um den Beweis des folgenden Satzes: 

Bei einem unbedingt convergenten Product convergirt 
auch jedes beliebig herausgehobene Partialproduct. 


Sei also 
Il (1+ w,) a U 


ein unbedingt convergentes Product, so muss zunichst, wenn man die 
Reihe der «, in zwei Partien zerlegt, deren Glieder mit v,, w, be- 
zeichnet werden mégen, und: 


[a+ = Vn, Ll (1+) = W, 


lim V,,W, = U 


d. h. endlich bestimmt und von Null verschieden sein, wenn m und n 
in beliebiger Weise und unabhdngig von einander in’s Unendliche 
wachsen. Es ist also einerseits fiir alle ganzzahligen m: 


setzt: 


(1) | Vn W,|=>g9, wo g eine von Null verschiedene positive 
Grésse bedeutet, 
und andererseits miissen sich zu jeder beliebig klein vorgelegten 


positiven Grésse 0 zwei ganze positive Zahlen M, N so bestimmen 
lassen, dass fiir m > M, n> WN: 


(2) | Vinee Wate _ Vi, W,,| XK go 
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wird, wobei fiir @, 6 jede beliebige Combination aus der Zahlenreihe: 


0, 1, 2,... gewahlt werden kann. Setzt man nun speciell einmal 6 = 0, 


das andere Mal 9g = 0, und dividirt die so resultirenden Ungleichungen 
durch Ungl, (1), so ergeben sich die Beziehungen : 


V | 
i ts tania (m>M, op=0,12,...), 

™ ) 
wi —1\<é@ (m>N, 6=0,1,2,...) 


welche in der That die Convergenz der Producte V,,, W, nach sich 
ziehen. — 


Miinechen, Mirz und November 1892. 











Ueber die Darstellung einiger Falle der automorphen 
Primformen durch specielle Thetareihen. 


Von 


Herricn Burkuarpt in Gottingen. 


Sind die Exponentendifferenzen einer hypergeometrischen Differen- 
tialgleichui.g reciproke Werthe von ganzen Zahlen: 


1 1 1 
A=sz, $= =, Ve, 
so ist bekanntlich das Argument x eine eindeutige automorphe Func- 
tion des Verhiltnisses 7 zweier Particularlésungen. Geeignete Spaltung 
in homogene Bestandtheile :*) 


Comm XL: Xe, Y= % * Ne 
liefert den Satz, dass x, und z, (und damit alle ganzen rationalen 
homogenen Functionen von 2, und x,) unverzweigte automorphe Formen 
von 9, und y, sind, Aber dieselbe Eigenschaft kommt auch, wie zuerst 
Halphen**) gezeigt hat, den in den ~& irrationalen Formen: 
1 1 1 
@—(xa)', Y=(ab)", X—(xe)" 
zu; a, b, e bedeuten dabei die drei Verzweigungspunkte. Wie bereits 
mehrfach geschehen, sollen dieselben im folgenden als ,,Primformen“ 
bezeichnet werden. Analytische Ausdriicke fiir solche Functionen hat 
Hr. Poincaré**) gegeben; in formentheoretische Gestalt hat dieselben 
Hr. Ritter umgesetzt und dabei sowohl Vereinfachungen, als Er- 
weiterungen ihres Giiltigkeitsgebietes erzielt; aberauch so reichen sie 
noch nicht fiir alle Fille aus. 
Andrerseits hat Hr. Klein+) die Aufmerksamkeit auf die Dar- 


*) Vgl. hier und im folgenden: Ritter, die eindeutigen automorphen Formen 
vom Geschlecht Null, dieser Ann. Bd. 41; insbes. p. 8. 16 ff. 41. 

**) Comptes Rendus de l’'acad. des sciences Bd. 92, p. $56 (1881). Halphen 
verwendet dort iibrigens keine homogene Variablen und es bediirfen also seine 
Angaben, um mit den im Text gebrauchten Formeln vergleichbar zu sein, noch 
einer leichten Umsetzung. 

***) Acta mathematica I (1882). 
+) In einer Vorlesung iiber lineare Differentialgleichungen, W. 8. 1890/91, 
Mathematische Annalen. XLII. 13 
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stellung der y,, 4, durch Perioden von Abel’schen Integralen I. Gattung 
gelenkt und die Vermuthung ausgesprochen, die zu diesen Integralen 
gehérenden Thetareihen kénnten vielleicht zu analytischen Ausdriicken 
fiir die Halphen’schen Formen fiihren. In den beiden einfachsten 
Fallen habe ich diese Vermuthung in der That bestitigt gefunden, 
wihrend in andern Fillen Schwierigkeiten auftreten, die zu_tiber- 
winden mir bisher nicht gelungen ist. Da aber einerseits gerade die 
erstgenannten Fille zu denjenigen gehéren, in welchen die Con- 
vergenz der zuniichst in Betracht kommenden Poincaré’schen Reihen 
nicht bewiesen ist und man daher bis jetzt eine directe analytische 
Darstellung der Primformen iiberhaupt nicht besitzt; da andrerseits 
die in Frage stehenden Specialfille Abel’scher Integrale auch als solche 
ein gewisses Interesse besitzen, so glaube ich meine Untersuchung 
hier mittheilen zu diirfen. 
Wird zur Abkiirzung gesetzt: 


—1l+A—p—v=2,, 
—1l1—A+u—v=2b, 

~-l—A—p+t+v=2e, 
—1fdtutv—2, 


so sind die erwihnten Integrale die folgenden: 


J (2 a)* (2b) (2c) (2x)? (2 dz). 


Sie gehéren zu einer Classe von Integralen, die unter dem Namen der 
binomischen vielfach behandelt worden sind;*) insbesondere hat Herr 
Netto**) bereits alle diejenigen Falle aufgezihlt, welche unter p = 2 
und p= 3 fallen. Zwei von den ersteren gehéren zu den hier zu 
betrachtenden , namlich: 


“a _ eee —— (fiir A= os = > v= 0) 
V (2a)* (2b) (2e)® (2) 
und: 
i (2 dz) 
Or ontaincieteditiadndtaaetinsahaceeelaity 
J V (2a) (2b)? (2c)? (ex) 
und diese beiden sind es eben, welche den hier zu untersuchenden 
Fiillen entsprechen. Dass in ihnen ein, resp. zwei Exponenten- 
differenzen den Werth 0 haben, bedingt, dass eine, resp. zwei Prim- 


(fir A=, w= 0, v=0); 


*) Zuletzt von Hrn. Osgood, zur Theorie der zum algebraischen Gebilde 
y”" = R(x) gehdrigen Abel’schen Functionen, Diss, Erlangen 1890. Dort p. 5 
die iiltere Litteratur zusammengestellt. 

**) De transformatione aequationis y* = R(x) in aequationem 7? = R, (é), 
Diss, Berol. 1870, p. 7. 
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formen ausarten; fiir die zwei, resp. eine nicht ausgeartete werden 
wir analytische Ausdriicke finden, deren Convergenzbereich sich bis 
an ihre natiirliche Grenze erstreckt. 


I. Der Fall A= 7, w= 4, ¥=0. 


4 ? 
§ 1. 
Construction und canonische Zerschneidung der Riemann’schen Flache. 


Im Falle 4 =i p= > v = () war es das Integral: 


(1) f (edz) 
FPR IR REE 
J V (2a)*(2b)*(20)3(¢2) 


dessen Perioden wir zu betrachten hatten. Wir miissen uns vor allem 
die Riemann’sche Flaiche construiren, auf der die zu integrirende 
Function eindeutig ist. Diese ist dadurch definirt, dass wir neben 
2,, %, die algebraische Form: 

(2) y =V/(ea)* (2b) cP (a) 

stellen; wir sehen vor allem, dass sie vier Bléitter wird besitzen 
miissen, die bei gc und ¢=—~, alle vier, bei z=a und =) 
zweimal zu je zweien zusammenhiingen. Die Fliche ist sonach eine 
reguldre.*) Wir kénnen ihre vier Blatter sehr bequem dadurch unter- 
scheiden, dass wir festsetzen: wenn y, der Werth von y ist, welcher 


in dem tiber einer bestimmten Stelle 2, der 2-Ebene befindlichen Punkte 
des k*" Blattes statt hat, soll: 


(3) YW=14%, W=— Mw, w= — MH 

sews. Ist das fir eine Stelle z, festgesetzt, so wird es fiir jede andere 
Stelle ¢ auch gelten. Alsdann fiihrt die Umkreisung von a oder b in 
positivem Sinne aus dem 1. ins 3., dem 2. ins 4., dem 3. ins 1., dem 
4. ins 2. Blatt; dagegen bei ebensolcher Um- 
kreisung von c (bezw. x) werden die Blitter in 
der Reihenfolge (1, 4,3, 2), beew. (1, 2,3, 4) 
durchlaufen. Um diesen Zusammenhang der 
Blatter vor Augen zu haben, werden wir einen 
beliebigen Punkt 0 der Fliche mit den 4 Ver- 
zweigungspunkten durch Uebergangslinien ver- 
binden ; unbeschadet der Allgemeinheit dtrfen —s 

wir annehmen, dass dieselben bei Umkreisung von o in derselben 
Reihenfolge getroffen werden, wie in nebenstehender Figur 1. In der- 








*) Vgl. Klein, dieser Ann. Bd, 14, p. 459 und dazu Dyck, dieser Ann. 
Bd. 17, p. 473. 


13* 
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selben deuten die an die Uebergangslinien einander gegentiber gesetzten 
Ziffern an, wie die Blatter in ibnen zusammenhingen. 

Um nun auf dieser Fliche ein canonisches Querschnittsystem*) zu 
construiren, breiten wir sie zunachst in eine Ebene aus. Zu diesem 
Zwecke trennen wir die Blatter lings der Uebergangslinien oa, 0b, ox 
von einander, sodass sie nur noch lings oc zusammenhingen, defor- 
miren dann jedes einzelne Blatt 














oe av in geeigneter Weise und legen 
a, 2% sie schliesslich in einer Ebene 
i ‘nw nebeneinander, sodass neben- 
x, * stehende Fig. 2 entsteht. Jedes 
AY Blatt stellt sich in derselben 

oo “4 als Achteck dar (mit zwei 
sc, Winkeln von je 180°); die 

, Blitter liegen so um den 

. r Punkt ¢ herum, dass sie bei 
4, Ya B, positiver Umkreisung desselben 
ec 4 3 in der richtigen Reihenfolge 
@,| / getroffen werden. Jede Seite 
/ ist bezeichnet mit den Buch- 

e & © %s staben desjenigen Verzwei- 





Fig. 2. gungspunktes, den sie enthilt; 


als Indices sind ihr die Nummern derjenigen beiden Blatter beigefigt, 
die sie verbindet. Dabei steht die Nummer desjenigen Blattes voran, 
das zur Rechten der von o nach dem Verzweigungspunkt hin durch- 
laufenen Seite liegt; und ein Accent ist da beigesetzt, wo die Seite als 
Begrenzung des durch ihren zweiten Index bezeichneten Blattes auftritt. 
Auf Grund dieser Figur kénnen wir einen ,,elementaren Perioden- 
weg als eine Linie definiren, welche von einem Punkt einer nicht- 
accentuirten Seite nach dem entsprechenden Punkt der gleichbezeichneten 
accentuirten fiihri; ein solcher soll mit demselben Zeichen versehen 
werden, wie die erstgenannte dieser Seiten. Wir kénnen einen solchen 
Weg auch auffassen als zusammengesetzt aus zwei Wegstiicken, deren 
jedes, ganz in einem Blatte liegend, ¢ mit einem der iibrigen Ver- 
zweigungspunkte verbindet; was wir z. B. durch folgende Gleichung 
ausdriicken wollen: 
(4) Ay; = AC, + Cas. 
Auf der Ebene, iiber welche die urspriingliche Gestalt der Riemann’- 


Perioden der Abel’schen Integrale, Abh, der bayr. Acad. II. Cl. Bd. 15, 16 (1885/87). 
Dabei folge ich dem von Herrn Liiroth (vgl. p. 333 der ersten Abh.) urspriinglich 
eingeschlagenen Gedankengang, nicht seiner auf Benutzung anschauungsmiissiger 
Hilfsmittel miglichst verzichtenden Darstellung. 
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schen Fliche ausgebreitet ist, stellt sich ein solcher Weg dar als eine 
Curve, welche c und noch einen andern Verzweigungspunkt umschliesst 
und dabei eventuell c mehrmals umwindet, aber ausser den dadurch 
bedingten keine weiteren Uebergangslinien trifft. 

Solcher elementaren Periodenwege haben wir in unserer Figur 
im ganzen 12; diese sind aber nicht alle von einander unabhingig. 
Vielmehr kénnen vollstdndige Umkreisungen sowohl der Verzweigungs- 
punkte a, b, x als auch des Punktes o aus ihnen zusammengesetzt 
werden; das liefert folgende Relationen: 


Ay; + a3, = 0, ys + b5, + 2, = 9, 
Ay, + Ay, = 0; Ang + dy + yy = 0, 
(5) bis + by, = 9, Ay, + by3 + ay, = 9, 
boy + by = 0; Ay. + boy + X= 0. 
yy + yg + Ly + Ly =O; 
In diesen Relationen driickt das — 0 jedesmal aus, dass ein aus den 
links stehenden Elementarwegen zusammengesetzter Weg sich auf einen 
Punkt zusammenziehen liasst. Jeder Elementarweg kommt in einer 
Relation der ersten Gruppe und in einer der zweiten vor*); in Folge 
dessen ist von den 9 Relationen(5) eine und nur eine eine Folge der andern, 
so dass alle Elementarwege sich aus vier geeignet gewihlten unter ihnen 
zusammensetzen lassen. So ergiebt sich fiir das Geschlecht der Fliche: 
(6) p=2. 
Aus diesen ,,elementaren Periodenwegen“ kénnen wir nun folgender- 
massen ein ,,canonisches Quer- a 
schnittsystem“ im Sinne Rie- = ~ ~<* 


. 























mann’s erhalten. Als erstes ee ae » 4 
Querschnittspaar kénnen im- SS ‘ Ja, 
mer zwei sich schneidende ele- > = n ary A 
mentare Periodenwege gewahlt 4 1 le * [2% : 
werden; wir mégen etwa: a,| 
(7) A, =ay, By =a; see x, 4 eo 
nehmen. Zerschneiden wir un- 2-1. 4 
sere Figur 2 lings dieser Quer- 4 ( Pi x, al /2 
schnitte (die bereits in sie ein- oe oe en (4 
getragen sind) und fiigen die — a 7 De 
entstehenden Stiicke in geeig- - + NI 

° = ° a nn —— 
neter Weise lings einander zu- A e 
geordneter Seiten an einander, — 


so kénnen wir z. B. nebenstehende Figur 3 erhalten. Wege, welche 


*) Vgl. Liiroth, a. a. O. Bd. 15, p. 342 ff. 
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ganz im Innern dieser Figur verlaufen (also weder A,, noch B, 
schneiden), seien wie bei Fig. 2, aber mit einem tibergesetzten Strich | 
bezeichnet. Aus ihnen kénnen wir wieder in mannigfacher Weise 

zwei sich schneidende auswahlen, welche geeignet sind, als ein Paar 
eines canonischen Querschnitt- 
systems zu dienen; z. B. die 
beiden folgenden: 








A, = X,,, B, = Xa, 
welche in Fig. 3 bereits ein- 
getragen sind. Zerschneiden 
wir Fig. 3 lings dieser Quer- 
schnitte und fiigen wie vorhin 
die abgetrennten Stiicke lings 
correspondirender Seiten an, 
so erhalten wir nebenstehende 
Figur 4. 

Diese lasst sich nun da- 
durch vereinfachen, dass an- 
einanderstossende _correspon- 
dirende Seiten zusammengeheftet werden: zunichst b,, mit bos, hierauf 
bj. mit big, dann 2, mit 22; ausserdem 6,, mit bj, und dann b,, mit 

R 4 bis. Dadurch entsteht neben- 
—< stehende Figur 5, 
. Q, a In derselben repriisentiren 
7 ‘. & ~& @z,, Vg einerseits, agi, 24, 
«Ge \4, andrerseits die beiden Ufer 
des von Riemann mit ¢, be- 
zeichneten Verbindungsstiickes 
| zwischen den beiden Quer- 
schnittspaaren. Die Reduction 
der Fiche auf eine einfach 
zusammenhdngende ist damit 
‘* vollendet. 
Es bleibt noch iibrig, die 
Resultate zusammenzustellen. 
3 Wie man aus Figur 3 ent- 
nimmt, ist: 




















Fig. 4. 




















dah 
Sy) 


Fig. 5. 
Hq = U4 — Ng, 
(9) ita 
Ly, S My Ay43 


man erhilt also als Ausdriicke der canonischen Querschnitte durch die 
elementaren: 
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A, = dy, B, = 3, 
10 

( J A, = X44 — 3, B, = &y — ay, 

und mit Hilfe der Relationen (5) umgekehrt als Ausdriicke der clemen- 
taren Querschnitte durch die canonischen: 


a3;= 8B, b,—=—A,—B,—B,, t= A+B, 
(11) y= A, bn. =—-A,+4,4+B,, t= — A, — B,, 
dy, = —B, b;—= A +B,4+B,, a, = — A, —B,, 
Ay.,=—Ay, by= A, —A,—B, %y—= A,+B,. 


§ 2. 
Transformationen der Fliache in sich. 


Die speciellen Eigenschaften, welche unsere Flaichen gegeniiber 
der allgemeinen Fliche desselben Geschlechts besitzt, beruhen auf den 
eindeutigen Transformationen in sich, welche sie zuliasst; diese miissen 
wir daher zuniichst untersuchen. Dabei werden wir namentlich fragen, 
welche Aenderungen unser canonisches Querschnittsystem bei jeder dieser 
Transformationen erfihrt. 

Unmittelbar ersichtlich ist, dass unsere Fldche die folgende ein- 
deutige Transformation in sich gestattet : 

(1) geome, y' iy. 

Dieselbe ist von der Periode 4; sie vertauscht die Blatter der Flaiche 
in der Reihenfolge (1234) cyklisch, und zwar so, dass jedes Blatt 
als ganzes in ein anderes Blatt tibergefiihrt wird. Dementsprechend 
setzen sich auch die elementaren Periodenwege sehr einfach um; und 
daraus erhilt man mit Hilfe der Relationen (10) und (11) des § 1 
die folgenden Umsetzungen der canonischen Querschnitte*): 


A; = du = ds; =—B8, 

(2) As rd we — ais =I, —~Ay,= B,, 
‘ B, = ais = Ay = A, 

Bs a5 X21 a ding =e Teg Oy = A,. 


Bei der Transformation (1) geht also nicht nur die Fliche in sich 
tiber , sondern auch das auf ihr gezeichnete canonische Querschnittsystem, 
indem die eingelnen Querschnitte desselben nur unter sich vertauscht und 
theilweise im Richtungssinn gedindert werden. 

Eine zweite Transformation unserer Fliche in sich kommt zu 
Stande, wenn man ¢ einer linearen Substitution unterwirft, welche 


*) Dass Accente hier in anderer Bedeutung benutzt werden, als in § 1, wird 
nicht zu Verwechslungen Anlass geben. 
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a mit b, ¢ mit x vertauscht, was bekanntlich méglich ist. In homogener 
Form kann eine solche durch folgende 4 Gleichungen dargestellt 
werden, von denen je zwei die beiden andern zur Folge haben: 

(cb) (2 a) = (ae) (2b), 

(ax) (2b) = (xb) (za), 

(ax) (ec) = (ac) (22), 

(cb) (2x) = (xb) (zc). 


Die Determinante dieser Substitution ist entgegengesetzt gleich dem 
Doppelverhiltniss von a und b gegen ¢ und z: 


(ac) (b2) 
(4) A= — Gz)be” 


Um zu zeigen, dass unsere Flache bei dieser Substitution in sich tiber- 
geht, fiihren wir eine Function y’ ein, welche von ¢ ebenso abhingt, 
wie y von 2: 

(5) y =VEaF 2 bY Wey @a). 


Setzen wir noch zur Abkiirzung: 


(3) 











ee 

_ (ac) (be) 
(6) 6=V ‘aa)(ba)’ 
so finden wir: 


a oe ae 
, y =oh Vea)? (2b)? (ze) (2 (ze) (ex) oA (za) (2b) (2c)? 

) — 4 20.40 0042) 

und — 





4 ‘3 
=> V (2 a)? (2'b)? (ec) (ex) = x Waubwor 
” — 5 Caled ews) | 
A y 
Damit sind y’ und ¢’ rational durch y und ¢ ausgedriickt und um- 
gekehrt, wihrend zwischen y' und ¢ dieselbe Gleichung besteht, wie 
zwischen y und z; d. h. es ist in der That durch die Substitution (3) 
nicht nur die Ebene der 2 umkehrbar eindeutig auf sich selbst bezogen, 
sondern auch das algebraische Gebilde (y, z). Aber diese letztere Be- 
ziehung kann, wenn (3) gegeben ist, noch auf 4 verschiedene Arten 
hergestellt werden; dieselben unterscheiden sich durch die Auswahl 
des in der Definition von 6 (6) der 4. Wurzel beizulegenden Werthes. 
Sie gehen aus einander hervor, wenn man irgend eine von ihnen mit 
der Substitution (1) combinirt; es gentigt daher, eine von ihnen zu 
betrachten und demgemiass von hier ab unter o einen bestimmten 
Werth der 4. Wurzel zu verstehen. 
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Wollen wir nun weiter untersuchen, wie sich bei unserer T'rans- 
formation das Querschnittsystem fndert, so haben wir vor allem zu 
beachten, dass die Uebergangslinien unserer Figuren mit dem alge- 
braischen Gebilde als solchem (mit der ,,idealen Riemann’schen Fliche*) 
nichts zu thun haben und folglich keineswegs in sich tibergefithrt zu 
werden brauchen. Vielmehr wird der Punkt o in einen andern 0’ iiber- 
gehen und damit werden auch die Uebergangslinien sich indern*), 
Um von den damit verbundenen Modificationen ein klares Bild zu 
bekommen, zeichnen wir beide Systeme von Uebergangslinien (die 
alten ausgezogen, die neuen punktirt) in eine und dieselbe Figur (den 
Punkt o’ denken wir dabei ins unendliche verlegt). Die beiden Systeme 


4 


‘ 


IV’ =I ait l'=—!I 
4 
VA 
Pee > 1236 


fF 





wie 123% c 3912) Bea 
sY " 
Ky 
MI'=—l °* Il’ =IV 
i 
Fig. 6. 


zerlegen zusammengenommen die 2-Ebene in 4 Gebiete, die durch 
rémische Ziffern bezeichnet sind; dieselben werden bei der Substitution 
(3) in der Weise vertauscht, wie es in der Figur angegeben ist, Diese 
Gebietseintheilung tibertrigt sich nun auch auf jedes Blatt unserer 
Fliche; dabei ist aber zu beachten, dass die Gebiete in der transfor- 
mirten Fliche in anderer Weise zu Blittern zusammengefasst sind, als 
in der wrspriinglichen, Ein Gebiet eines Blattes kann dem entsprechen- 
den Gebiet eines beliebigen andern Blattes noch zugeordnet werden, 
da die Fliche reguliir ist; ist das geschehen, so bestimmen sich die 
iibrigen Zuordnungen entsprechender Gebiete durch Ueberschreitung 
entsprechender Uebergangslinien. Wir wollen etwa: 


ll’ =1] 


setzen; gehen wir dann von 11 aus unter Ueberschreitung der Ueber- 
gangslinie oa nach 3IV, so entspricht dem ein Weg, der von 


*( Auch wenn man den Punkt o mit einem der Doppelpunkte der Substitu- 
tion (3) zusammenfallen laisst, kann man nicht erreichen, dass das System der 
Uebergangslinien in sich transformirt wird, so lange man an der in Fig. 1 fest- 
gesetzten Aufeinanderfolge der Querschnitte um o herum festhilt; andert man 
aber diese, so werden die Figuren 2—5 viel weniger iibersichtlich. 
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11’ =11 aus o'a’ iiberschreitet. Dort liegt aber 111 an 11 an, 
sodass wir: 


3IV’=1I1 


erhalten. So fortfahrend gewinnen wir die Tabelle: 


WI’ 11, 1’ =3IV, 111’ 41, 11V’=3ll, 
‘ Q1'—= 41, 21’ =2IV, 21’ —3Ill, 21V’—2II, 
) 31° = 31, 3I’=11V, 3ill’ 20, 3Iv’=11, 

4] = 21, 411’ =41V, 40’ =110, 4IV’ 401. 


Unter Wiederaufnahme einer in § 1, Glehg. (4) erklirten Bezeichnung 
entnehmen wir dieser Tabelle die folgende: 


ab, =ba,, bc, =—ax,, cx, —-2c,, xa,’ =Ccbz, 
(10 a’b, =ba,, We, at, C2, =x, «a, =—cb,, 
) a'b, = ba,, We, =ax,, CX, —2re,, xa, =—chb,. 


abj=ba,, Ve;—ax, Cuj—2e,, va’ =—cb,. 


Damit sind wir nun im Stande, die Aenderung des Querschunitt- 
systems bei unserer Transformation abzuleiten. Man hat z. B. nach 
§ 1, (10): ; : oe — 

A, =an=—a'e, + ca. 

Die hier rechts stehenden Wegstiicke kommen in der Tabelle (10) 
nicht unmittelbar vor, man kann aber etwa a’c, durch ax, + 2'c,’, 
ca, durch ca, + aa, ersetzen und erhilt dann aus (10): 
Fiigt man rechts xc,-+ cx, zu, so kann man wieder bc, + cb, zu 
boy, Cy + CX, ZU X%,, “Ce, + cx, zu 4, zusammenziehen und erhiilt 
aus §1, Glehgen (11) A, ——B,. So gewinnt man die folgende 
Umsetzung der canonischen Querschnitte: 

Aj=—B, Biy= A,, 

Ajy= 3B, By=—A,. 
Auch bei unserer zweiten Transformation geht sonach unser canonisches 


Querschnitisystem in sich tiber, abgesehen von Vertauschungen der Quer- 
schnitte unter einander und Aenderung ihres Richtungssinnes, 


(11) 


§ 3. 
Die Integrale I. Gattung und ihre Perioden. 


Alle Integrale I. Gattung unserer Fliche lassen sich linear und 
homogen durch zwei geeignete unter ihnen ausdriicken; als solche 
modgen wir etwa die beiden folgenden wihlen: 
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4,———— [‘(sd 
(1) w, =V(ae) (be) f 22, 
(2) w, =V/(ax) (ba) f (8a) (8b) yaaa. 
Die Factoren vor den Integralzeichen sind zunichst im Interesse der 


Vereinfachung spiterer Formeln hinzugefiigt; man erkennt aber, dass 
dadurch w, und w, in den 4 Paaren homogener Variablen a,a,, b,,, 





° ° 1 ° . 
C, Cy, X,%_, von derselben Dimension — q Werdep. Die Perioden, welche 


diese Integrale bei Durchlaufung der Querschnitte unseres canonischen 
Systems annehmen, seien bezeichnet mit: 


A, A, B, B,| 
(3) bad ied | ed | ed | le | 


| My, oq Weg Way 


Zur Ableitung von Relationen zwischen diesen Perioden benutzen 
wir die Resultate des vorigen Paragraphen tiber die eindeutigen Trans- 


formationen in sich, welche unsere Flache zulisst. Bei der ersten 
Transformation haben wir: 


(4) W, = —1W,, WW, =iWy. 
Es ist aber z. B: 
(5) [aw, = J dw,; 
: i | 
also folgt aus den Gleichungen (4) und § 2, (2): 
+ 1,3 = yy, — 1B = DQ, — 1H KH Oy, + ID, = Oy, 
— 1@y3 = @y,, + 1Wqy = WyQ, fF 1Wq) = yg, — 1Wqy = Wy} 


Gleichungen, die sich auf die vier folgenden reduciren: 
(6) ied $y, 04 = # ee 
@o3 = 44, yy = — 1M. 

Die erste Transformation liefert also Relationen zwischen den ver- 
schiedenen Perioden desselben Integrals. 

Bei der Substitution (3), (7) des § 2 dagegen wird: 
(7) w= W,, Wy =, 
(unter der Voraussetzung, dass iiber die Werthe der 4. Wurzeln in 
§ 2, Glehg (6) und § 3, Glehgn (1), (2) in iibereinstimmender Weise 
verfiigt ist) ; also folgt aus § 2, (11): 

—— Bag = Diy y qq DyQ, §=Dqq = Dig, — Dy = My, 


— @yq = @q1, yg = Bon, Dyp == yg,  — yy = W435 
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ad 
Gleichungen die sich mit Riicksicht auf (6) auf die beiden folgenden 
reduciren : 
(8) yy = —— 19, yy = — 104). 
Die zweite Transformation liefert also Relationen zwischen den Perioden 
verschiedener Integrale. 
Die Tabelle der Perioden wird demnach: 


a, | & B, B, 
(9) | Wy O14 | Dip | OM, | OQ |? 
eros a 
We | — @yQ | —O@yy) DQ | — Oy 





dabei ist bemerkenswerth, dass die bekannte Bilinearrelation zwischen 
den Perioden durch die angegebenen Werthe derselben von selbst 
erfallt wird. 

Statt der bisher benutzten Perioden fiihren wir nun neue ein, bei 
welchen die am Schlusse des § 2 hervorgehobene einfache Eigenschaft 
nicht mehr gilt, welche aber daftir im folgenden einfachere Formeln 
geben; wir setzen némlich*): 








(10) A, = B, = a;, B, = — A, — B, = &;, 
A, = B, = %y — dy, B, = — A, — By = &,. 
Fiir diese wird das Periodenschema: 
A, a B, | B, | 
W, | —tO, | CWyq | — yy — EHyQ | — Dy 1H}, | 
Wy | Wyp | — My | Dy, | 1644 — Wy. | 
oder wenn**): 
yy Ug By s 
, — 104, = Np 
gesetzt wird: 
oe ere oe 
(11) W, —— | —,+%%| m | —ty |" 
W | tM, + Ne | iN |— m%|—#m 


*) Die Transformation (10) erfiillt in der That die Bedingungen, welche 
erforderlich sind, damit A,, A,;, B,, B, ebenfalls ein ,,canonisches‘‘ Querschnitt- 
system bilden. 

**) An Integrale II. G. ist bei der Bezeichnung y natiirlich nicht zu denken; 
es handelt sich darum, Anschluss an eine in der Theorie der Differentialglei- 
chungen 2, 0. gebrauchte Bezeichnung zu.gewinnen. 
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Die 8 Perioden von' w, und w, setzen sich also aus nur zwei 


Grissen mit Hilfe complexer ganzer Zahlen als Coefficienten linear 
zusammen. 


§ 4. 
Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde. 


Um unser Gebilde vom Geschlechte 2 auf die Normalform (A, /f;(4)) 
zu reduciren, haben wir das Verhiiltniss zweier Differentiale I. G. als 
neue Variable einzufiihren. Indem wir uns homogener Schreibweise 
bedienen, mégen wir etwa setzen: 

A=y’, 
(1) dy = (ea) (2b) (ee)?. 


Um aus diesen Gleichungen umgekebrt 4,, 2,, y durch 4,, 4, aus- 
zudriicken, fiihren wir einen Proportionalitatsfactor 6 ein und erhalten 
zunichst: 

~ ren 2 
(2) (2c) = o4,', 
und daraus weiter: 
, (cx) (ea) = 6[(az) a,? — (ac) 4,21, 
©) (cz) (2b) = o[(ba) a,? — (be) a,?]. 
Irgend zwei dieser Formeln geben ¢,, 2.3 um y zu erhalten, definiren 
wir die bindre Form 6. Grades A durch: 








(4) A = 4,A,[(aa) 4,” — (ae) A,?) (ba) A? — (be) 2,7] 
und erhalten: 
ol VA 
(5) a (ex) . 
ys a AVA 
(6) Ga) (eb) eo (ex) 


sowie umgekehrt: 
(7) VK = (cx). (2a)? (2b)? (ze) y. 


Durch die Formeln (1) und (7) sind 4,, 4,, VA rational durch 
25, 2, y ausgedriickt; durch (2) und (5) wmgekehrt 2,:2, und y: 2," 
durch 4,:4, und Y A: 4,°*); es ist also dadurch die vierblittrige Rie- 
mann’sche Fliiche des § 1 umkehrbar eindeutig auf eine zweiblittrige 
mit 6 Verzweigurgspunkten bezogen. 


*) Es scheint nicht mdglich zu sein, auch die Formen des einen Gebildes 
ohne Benutzung eines Proportionalitiitsfactors wie hier das o umkebrbar eindeutig 
durch die des andern auszudriicken, 
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Um auf Grund dieser Formeln die Integrale des § 3 in die neue 
Flache zu tibertragen, bilden wir noch: 


__ 1 ((dzx) (dz x) 
d log 4! Ap. 2S (8c) §©(82) 
1 (ex) (edz) 








2 (sc) (sx) ° 
oder mit Riicksicht auf (2): 
(8) (cx) (edz) = 2674,4, (Add); 


damit erhalten wir: 
wm, = 2V(ae) be) f ATE, 


w, = 2)/(ax) (ba) I oe: waa, 


Was die beiden Transformationen in sich betrifft, welche unsere 
neue Flaiche gemiss § 2 ebenfalls zulassen muss, so lautet die erste 
derselben : 

(10) Ay =4,, A = —A,, VN =iVK, 


die zweite: 


(9) 


i= V (ax) (bz) As, A, —_ V (ae) (be) Ay, 
VN = Vac) (be) (az) (ba) - VA. 
Wir miissen noch zusehen, wie sich das auf unserer urspriing- 
lichen Flache eingetragene Querschnittsystem auf die neue zweiblittrige 


Flache tibertrigt; dazu werden wir am bequemsten zu unhomogener 
Schreibweise iibergehen. Zu diesem Zwecke werde gesetzt: 


a=0, b=cc, c=1; 


(11) 





dann erhalten wir statt der Formeln (1) — (8): *) 


oe ee _ -/ 3; 

(2a) s—1=(@—1)-~—y, *#—2=(2—1) a 
(3a) t= pact ; 

(4a) = — 4(4?— 1) — 2); 

(5a) y= (1— 2) aes 

(6a) a pr =U — 2) ae ; 


*) Wir fiihren fiir die Functionen y: 2,2 und A: 4," keine neuen Zeichen 
ein, sondern behalten y und A bei. 











Zur Theorie der automorphen Primformen. 199 


(7a) Vi=(1—2) G2: 
di 1 dz 
~ 4 eb 9) Goan 


Aus diesen Formeln entuehmen wir zuniichst, dass die Verzweigungs- 
punkte beider F lichen sich gegenseitig entsprechen, und zwar wie folgt:*) 


1 
z=0, y= 2 Vx, A= — yz, VA = 0, 
1 
0, iz” Vz, + Vx, 0, 
3 
oo, z*, — 1, 0, 
2 
oo, iz”, +1, 0, 
1, 0, oo, 0, 
#, 0, 0, 0. 


Um uns bestimmter ausdriicken und bestimmte Figuren zeichnen 
zu kénnen, nehmen wir 
x positiv, reell, <1 
an. (Den allgemeinen Fall kénnen wir durch stetige Aenderung von 
x auf diesen zuriickfiihren.) Alsdann nehmen die Querschnitte des § 3 
folgende Gestalt an: **) 





*) Die bei z = 0 und bei ¢ = » iibereinanderliegenden Verzweigungspunkte 
sind durch die Anfangsglieder der zugehérigen Reihenentwicklungen von y nach 
Potenzen von z unterschieden; Vx bedeutet einen bestimmten aber willkiirlichen 
Werth der 4, Wurzel, Vx das Quadrat desselben. Wird in dem nachher unter- 


suchten speciellen Fall Vx positiv reell genommen, so verbinden der erste und 
der dritte Verzweigungspunkt das erste und dritte, der zweite und der vierte 
das zweite und vierte Blatt. 

**) Der Deutlichkeit wegen ist jedes Paar Querschnitte in einer besonderen 
Figur gezeichnet; Linien des ersten Blattes sind ausgezogen, des 2. mit Strichen, 
des 3. mit Strichen und Punkten, des 4. mit Punkten bezeichnet. 
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In der Ebene 4 kénnen wir ein System von Uebergangslinien an- 
nehmen wie folgt: *) 


YS fff) Wh 
yy Yi 
Y, Y// YY 
Hf 






das schraffirte Gebiet des ersten Blattes der Fliiche (4, A) entspricht 
dann derjenigen Halbebene des ersten Blattes der Fliche (2, y), in 
welcher ¢ einen positiv imaginiren Bestandtheil hat. 

Verfolgen wir etwa, wie sich z. B. B, in diese Fig. 9 iibertrigt. 
Dabei haben wir nur zu beachten, dass in c und x die Winkel auf 
der A-Fliche nur halb so gross sind als auf der z-Fliche, wihrend 
sonst iiberall (auch in a und b) die Abbildung conform ist. Zieht 
man also den Querschnitt B, in Fig. 7 bis dicht an die geraden Ver- 
bindungslinien der Verzweigungspunkte zusammen, so entspricht ihm 
folgende Linie auf der 4-Fliche: **) 





die mit der folgenden fquivalent ist: 





Fig. 11, 


*) Die Verzweigungspunkte in Fig. 9 sind mit denselben Buchstaben be- 
zeichnet, wie die entsprechenden in Fig. 8; entsprechen zwei Punkte von (9) 
demselben von (8), so sind sie durch Accente unterschieden. 


**) In Figg. 10—12 ist der Bequemlichkeit halber ¢ im Endlichen ge- 
zeichnet, 
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Fiihrt man dasselbe mit den tibrigen Querschnitten aus, so erhilt man 
folgende Figur: 





Fig. 12. 


Damit ist das §3, Glchgen. 10 definirte Querschnitisystem auf die 
zweiblittrige Fiche tibertragen. 


Wir fragen noch, wie bei dieser Zerschneidung der Fliche die Zer- 
legungen von A in zwei cubische Factoren p, , wie sie in den geraden 
Sigma-, bezw. Thetafunctionen auftreten, sich den transcendenten Cha- 
rakteristiken dieser Functionen’ euordnen. Auf Grund der von Hrn. 
Klein*) gegebenen Regel finden wir insbesondere: 
den Zerlegungen: 


p = (ac) 4,° — (ax) A,4,’, yp = (ac) 4,72, — (aa) A,', 
= (be) Ay2Ay — (ba) A; sb — (be) ay — (bax) a," 
entsprechen bezw. die Charakteristiken: 


10 0 eee 
lool} lool 


§ 5. 
Thetanullwerthe und automorphe Primformen. 


Nuumebr sind alle Vorbereitungen getroffen, um zu der in Aus- 
sicht genommenen Darstellung der Primformen durch Thetanullwerthe 


iibergehen zu kénnen. Wir kniipfen dabei an an die Formel des Hrn. 
Thomae:**) 


(1) ® = 5 VP Vy dy 


und haben nur die aus unseren Entwicklungen sich ergebenden Werthe 
der auftretenden Gréssen in dieselbe einzusetzen. Dazu miissen wir 
uns vor allem die Periodendeterminanten und Thetanullwerthe ver- 
schaffen; wir schreiben die §3, 11 gegebene Tabelle, die sich auf 


*) Dieser Ann. Bd. 32, p. 358, 
**) Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 71, p. 216. 


Mathematische Annalen. XLII. 14 
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Durchlaufung von Periodenwegen bezieht, um in die folgende auf 
Ueberschreitung von Querschnitten’ beziigliche: 


| A, | A, B, | 
[%) % |- im No im, tn, 
| W» — 1], | —ty,|—tm —.| —tN, 


Aus dieser entuehmen wir die folgenden Werthe der Periodendeter- 
minanten : 


(2) Pr —2im,", Pius — tm", Py, — 20H "es 
Pog +219, N.—2tH2*, Pyo=—IN;*, P3»=— HP +2, H, 
und der Thetamoduln: 
(3) iW=>t4, t= 5 T= > +73 | 
indem 
(4) = * Ne 


gesetzt ist. Es ist aber zu beachten, dass in Glchg. (1) unter p,. die 
Periodendeterminante der Normalintegrale 





* 4,(ada) * 49(4d2) 

aK x 
verstanden ist, welche sich von unsern Integralen w,, w, durch die 
in § 4, Glehgn. (9) angegebenen Factoren unterscheiden; in Folge 


dessen ist in (1) fiir p,, das Product des unter (2) angegebenen 
Werthes in: 


1 
6) x (ae) (be) (ax) (b2)) * 
za setzen, Setzt man dann noch zur Abkiirzung: 
(6) a =P, 


so gehen aus (1), je nachdem man die eine oder die andere der beiden 
am Schlusse des vorigen Paragraphen hervorgehobenen Zerlegungen 
anwendet, die beiden Formeln hervor: 





2 a +o +0 
(7) (ax)* (bc)'—= 4a Vinr' Sm Sm (—1)mm pymttme, 

S - 22 23 my 4 My & m, sy My ay 
(8) (ac)* (ba)* =42/Vinr' > >m (arya) (meta) (meta) + (meta) 


Diese beiden Formeln geben in der That die gesuchten analytischen 
Ausdriicke der beiden in diesem Fall existirenden Primformen durch 
Reihen, welche fiir alle in Betracht kommenden Werthe von y con- 
vergiren. 











» Zur Theorie der automorphen Primformen, 203 


Il. Der Fall 2=5, w= 0, »=0. 
§ 1. 


Construction und kanonische Zerschneidung der Riemann’schen Flache. 


Nach der ausfiihrlichen Discussion des vorigen Falles werden wir 
uns bei dem jetzigen kiirzer fassen diirfen, um so mehr, als ver- 
schiedene Verhiiltnisse sich bei demselben einfacher gestalten. Das 
Integral, dessen Perioden wir zu betrachten haben, ist: 


(1) -_ (#48) , 

V (2a) (2b)? (20)* (ea) 
Die zugehérige Riemann’sche Fliche ist definirt durch die Irrationalitit: 
(2) y = V(2a) (2b)? (ee)? (22); 
ihre drei Blatter hangen in den vier Verzweigungspunkten a, b,c, x 
cyklisch zusammen. Wir unterscheiden die drei Blatter dadurch, dass 


wir festsetzen: wenn y, der Werth von y ist, welcher in dem iiber 


einer bestimmten Stelle 2, der z2- Ebene befindlichen Punkte des k* Blattes 
stattfindet, soll: 


(3) Yo= EN, Y= ey 
sem. (Unter « soll in diesem Abschnitt stets die bestimmte dritte 
Kinheitswurzel: 

22% 


(4) exe’ 


verstanden werden). Alsdann fiihrt Umkreisung von a oder x in posi- 
tivem Sinne aus dem ersten in’s zweite, aus diesem in’s dritte Blatt; 
dagegen ebensolche Umkreisung von b oder c aus dem 1. in’s 3., aus 
diesem in’s 2. Blatt. Unter diesen Umstiinden werden wir die ein- 
fachste Uebersicht iiber die Gestalt der Fliche erhalten, wenn wir a 
mit 6, ¢ mit x durch Uebergangslinien verbinden; der Zusammenhang 
der Blitter lings derselben findet dann so statt, wie in der nach- 
folgenden Figur angegeben: 


123 
_—a 


1238 
372 
Fig. 13. 





Um diese Flache in eine Ebene auszubreiten, trennen wir die Blatter 

lings der Uebergangslinien von einander, schneiden jedes lings einer 

von b nach 2; fihrenden (in Fig. 13 punktirten) Linie auf, deformiren 
14* 
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sie in geeigneter Weise und legen sie schliesslich lings ab wieder so 
aneinander, wie sie dort urspriinglich zusammenhingen, sodass folgende 
Figur entsteht: 





Fig. 14. 


Die Seiten in dieser Figur sind einfach numerirt; zusammengehérige 
Seiten sind mit derselben Nummer bezeichnet und durch einen Accent 
unterschieden. Als elementaren Periodenweg (k) bezeichnen wir dann 
eine Linie, welche von einem Punkt der Seite k’ nach dem entsprechenden 
Punkt der Seite k fiihrt. Solcher elementaren Periodenwege haben wir 
in unserer Figur 6; zwischen ihnen bestehen (vgl. I, $1, Glehgen (5)) 
die drei Relationen: 
(1) + (3) + (6) =0, (Umkreisung von 3), 
(5) (2) + (4) + (6) — 0, ( ” ” ¢), 
1)+(2)+38)+4+6)+ © =90, ( ” » &), 
welche mit 2 unabhingigen iquivalent sind; es bleiben also vier unab- 
hiingige Periodenwege und das Geschlecht der 
. Fliiche ergibt sich zu: 


*e.<-- 
ae. ~ 





, p= - 

Aus diesen elementaren Periodenwegen kann 
in unserem Falle ein kanonisches Querschnitt- 
system ohne weiteres zusammengesetzt werden; 
z. B. in der in Fig. 14 bereits angegebenen 
Weise, namlich: 

(6) A, =(1), B, =— (6), 

A,=(3), B,= (4). 
Auf die urspriingliche Riemann’sche Fliche riickiibertragen sieht dasselbe 
folgendermassen (Hig. 15) aus. *) 


*) Im ersten, zweiten, dritten Blatt verlaufende Linien sind bezw. ausgezogen, 
gestrichelt, punktirt, 
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Umgekehrt erhalt man aus (6) mit Riicksicht auf die Relationen 
(5) die folgenden Ausdriicke der elementaren Perioden durch die 
kanonischen : 


(1) _— A,, (2) _ B,—B,, 
(7) (3) _— A), (4) _ B,, 
(5) =—A,—A,, (6) _ —B;. 

§ 2. 


Transformationen der Flache in sich. 
Unsere Riemann’sche Fliche gestattet drei von einander unabhdngige 


cyklische Transformationen in sich. 
Die erste derselben, von der Periode 3: 


(1) as, y ey 


ist unmittelbar ersichtlich. Sie kann aufgefasst werden als eine Drehung 
der Fig. (14) um 120° in positivem Sinne um den Punkt a; sodass 
also bei ihr jedes Blatt der Fliiche als ganzes in das nichste Blatt 
iibergefiihrt wird. Dem entsprechend hat man bei ihr die folgende 
Umsetewng der kanonischen Querschnitte: *) 


(2) A, =(1)=()=4,, By = — (6) =—(2)—= —B,+ B,, 
"Ay =(3)'=(5)—=—A,—A,, B= (4/= (6)=——B,. 
Ebenfalls sofort ersichtlich ist, dass unsere Fliiche zweitens auch 


in sich selbst iibergeht, wenn man mit ¢ die lineare Substitution vor- 
nimmt, die sich durch die Gleichungen ausdriickt: 


(cat) (2’ a) = (ae) (2), 
(cx) (2b) = (bx) (#6), 





3 "4 ’ 
@) (ab) (2’c) = (ac) (8b), 
(ab) (2’x) = (bz) (ea), 
und deren Determinante: 
(ac) (bx) 
(4) A= — “aby (ex) 
ist; setzt man namlich: 
(5) y’ = V/(2'a) (2'b)? (2’ 0)? (22), 
so findet man: 
(6) y=—L'y, y =— Ay. 





*) Wegen der Bedeutung der Accente vgl. die erste Fussnote zu I, § 2. 
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Dabei wird jedes einzelne Blatt der Fliche in sich transformirt; 
die neue Figur der Querschnitte wird: 








Fig. 16. 


also die zugehdrige kanonische Periodentransformation : 
A, =— A,, By =— B,, 
Aj=—A,, Bi=— B,. 
Weniger in die Augen fallend ist die dritte Transformation der 
Flache in sich, welche folgendermassen erhalten wird: Wir nehmen 
mit z die lineare Substitution vor: 
(cb) (2’a) = (ac) (2b), 
(ax) (2'b) = (xb) (za), 
(ax) (2'¢) = (ac) (22), 
(cb) (2%) = (@b) (ec), 


(7) 


(8) 


deren Determinante: 








— __ (ae) (ba) 
4a— (ax) (be) 
ist; fiihren wir dann wieder die Function: 
(10) y= V(e'a) (2'b)* (ec)? (ea) 
ein, welche von 2’ ebenso abhangt wie y von z, so erhalten wir: 
+. 
” an oh - HOO) COC) gg _¥. 
(11) e—<8 y = — 64 Ge) Ge) 
und umgekehrt: 
@ (8’a) (2’b) (e'c) (2’x) 6 y"? 
= ee ee 
Dabei ist 6 ein willkiirlicher aber bestimmter Werth der 3. Wurzel: 
Jada 
rae (bc) | 
(13) —— V (aa) 


Es wird also in der That bei der Substitution (8) nicht nur die 2- Ebene, 
sondern auch unsere dreiblittrige Fliche umkehrbar eindeutig auf sich 
selbst bezogen; von den 3 Arten, auf welche das noch méglich ist, ist 
durch die Verfiigung iiber die dritte Wurzel in (13) eine ausgewihlt. 
Dabei kénnen die Uebergangslinien von Anfang an so gezogen werden, 








— 
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dass sie bei (4) in sich tibergehen; dann wird jedes ganze Blatt der 
Fliche wieder in ein ganzes Blatt iibergefiihrt. Aber wenn man etwa 
festsetet, dass das erste Blatt der alten Fliiche 
dem ersten der neuen entsprechen soll, wird das | 
sweite der alten dem dritten der neuen, das dritte - 


der alten dem zweiten der neuen entsprechen miissen; 
wie man sieht, wenn man Umkreisungen ent- 
sprechender Verzweigungspunkte verfolgt (vgl. 
I, § 2). In Folge dessen wird das Querschunitt- 
system der Fig. 15 in das folgende neue (Fig. 17) 
iibergefiihrt, 

Aus dieser Figur entnimmt man mit Riick- 
sicht auf die Relationen (5) des §1, dass die sugehdrige kanonische 
Periodentransformation folgendermassen lautet : 


Aj=A,, B, = B, — B,, 

A, =—A,—A,, B, — B,. 
Zum Schlusse dieses Paragraphen moége noch eine allgemeinere 
Bemerkung Platz finden: es ist in dem jetet behandelten Falle nicht 


moglich, das Querschnittsystem so zu wihlen, dass es bei den eindeutigen 
Transformationen der Fliche in sich ebenfalls in sich tibergefiihrt wird. 





Fig. 17. 


(14) 


§ 3. 
Die Integrale I. Gattung und ihre Perioden. 


Unter den Integralen erster Gattung auf unserer Fliche mégen 
wir etwa die beiden folgenden wihlen, welche analog wie I, § 3 
normirt sind: 


(1) w, = pei 
(2) = Vax, f Peaied (2b) ( se) ( (#dz) 


Die Perioden, welche diese Integrale bei ‘ities der Querschnitte 
unseres kanonischen Systems annehmen, seien bezeichnet mit: 











) | 4, | 4, By | B, 

| 
(3) MW, | 1 | 19 | 13 | Wr 
W, 4 | oq | Pog | oq 








Wir untersuchen wieder das Verhalten dieser Functionen gegen- 
iiber den linearen Transformationen des vorigen Paragraphen. Bei 
der Substitution (1) desselben haben wir: 
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(4) W, = EW, WU, = wy; 
also folgt mit Riicksicht auf § 2 (2): 


@1, = EM, @ = = &? Wy, 
Wig = —— EW, — EMyQy — Dyg.§ = — EW, — Ey, 
@13 = — EM, + Ey, Wy =— EM, + EW, 
O14 = — $M, 4 = — & @,. 


Die erste Transformation liefert also die folgenden Relationen je 
awischen den Perioden eines und desselben Integrals: 
(6) os im ay Hy mt fa ave 

— 11? _ 23° 

Die zweite Transformation des § 2 liefert: 
(6) Se w,', oe W,', 
also keine Relationen zwischen den Perioden. 

Bei der dritten Transformation endlich ist: 
(7) W,=W,, W,=—W,; 
also wegen § 2 (14): 


Oi, = @, Oo, = Wy, 
iq = — @yy — @q9, Dag = -- Dy 19) 
@i3 = = =@o3 — Boy, gg == — yy — Digy 


8 
8 
2 
| 


—— G4. 


Diese Transformation liefert also folgende Ausdriicke der Perioden des 
zweiten Integrals durch die des ersten: 


(8) @o, = @1,, Mg, = 5. 
Setzen wir also: 
(9) = —M, O,=+%, 


so wird die Tabelle der Perioden: 





Brit te sew 





(10) |w,|—m|—@m| m| —em | 
‘ | | 
| 2 | — % ~€ M, — en, em, | 








Auch in diesem Fall ist die Bilinearrelation zwischen den Perioden 
durch die angegebenen Werthe derselben von selbst erfiillt. 














~ 


TO 
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§ 4. | 
Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde. 


Die Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde ist 
in diesem Falle etwas umstiandlicher als im ersten. Setzen wir wieder 


also etwa: 


Ay, 
(1) i y 
a, = (2b) (#0), 
so erhalten wir zunichst: 
‘¢ (add) - ——— an 
(2) aa dlog 4, — dlog 4, = [ wales” 


Die rechts im Zahler stehende Form: 


(3) q = — (ab) (2c) (#x) + (cx) (2a) (26) 


ist nicht selbst rational durch 4,, 4, ausdriickbar, wohl aber ihr Quadrat; 
mit Riicksicht auf die Relationen: 


(ab)? (ec)? = (bc)? (ea)? — (ac) (eb)? + 2(ab) (ac) (2b) (Zc), 

(car)? (2a)? = (aa)? (26)? + (ac)? (ex)? — 2(ac) (az) (#c) (22), 
sowie: 
(ab) (2x) — (ax) (2b) = (xb) (2a) 
folgt namlich: 
(4) g? = (be) (ea) (ex)? + (ax) (2b)? (ec)? 

+ 2[(ab) (we) + (ae) (ab)] (ea) (2b) (ec) (22. 

Definirt man also die Form 6. Grades A durch: 
(5) A= (be)A,° + 2(ab) (we) + (ae) (~b)] A,°A,% + (ax)?d,’, 


so erhalt man: 





(6) q= Le VK = (2b) (20)? g 
und damit aus (2): 
(7) (26%) | Sea. 

VA 3. lUy® 


Durch (1) und (6) sind ’,, 4, VA rational durch 2,, 2, y aus- 
gedriickt. Um die Umkehrung dieser Formeln zu erzielen, leiten wir 
aus ihnen andere ab, welche sowohl in ¢,, ¢,, als in 4,, 4, homogen 
sind, zunichst: 


(8) (2b) (sc) A, = (ea) (#2) A,%; 
(9) (eb) (¢) YA = a," [— (ab) (26) (ea) + (ea) (ea) (00)]. 
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Aus diesen kénnen wir auf verschiedene Weisen weitere Relationen 
erhalten, von welchen sich ein in den g linearer Factor abspalten lisst, 


z. B. durch Multiplication von (8) mit (bc) und Subtraction von (9) 
die folgende: 


(2b) (2c) [(be) 4,3 — VA] = 4,3 - (2b) [2(ae) (22) — (a2) (20)] 


oder nach Division mit (2b): 


(10) (ea) __ (be) 4,3 + (ax) A, — VA 


(gc) 2(ac)ie 





Ganz ebenso wird erhalten: 


(ga) __ (be) A? + (ax) ao + VA 
(11) (2b) 2(ba) A? : 





und endlich erhalt man aus (1) direct: 


y a A 
(12) i 


Durch (11) und (12) sind auch umgekehrt die Functionen der alten 
Fliiche rational durch die der neuen ausgedriickt*). 


Wir fiigen noch die Formeln fiir die Transformation der Integrale 
bei, welche sich unmittelbar aus (7) ergeben: 


GRR Aad? ae 


aaa» 3Vax B02 pat 


(13) 


sowie die Formeln fiir die in § 2 untersuchten Transformationen der 
Fliiche in sich, ausgedriickt in 4,, 4,, YA; niimlich: 
fiir die erste: 


(14) Ai =ed,, AJ =d,, YVN=SJA; 
fiir die zweite: 
(15) Ai'=—Ad,, 4, —=—Al, YN =—AYN; 
fir die dritte, unter 6 einen Proportionalitiitsfactor verstanden: 
(16) A,’ = oj/(azy A,, A,’ = 6)/(be)* A, 

VN = 63(ax) (be)VA. 


*) Wegen der Formen vgl. man die erste Fussnote zu 1, § 4. 
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Zur Theorie der automorphen Primformen. 211 





Endlich miissen wir noch das auf unserer urspriinglichen Fliache 
gezogene Querschnittsystem auf die neue Fliche wtbertragen. Wir 
schreiben (vgl. I, § 4) unsere Formeln unhomogen wie folgt: 


(la) 4———# a - = oe iio aa /% =a ‘ 
(a) A= aS + 2(2 — 2) + a 

(6a) VA= ea PGn ast Fay FSS, 
(10a) —t otk. 

(11a) _ se. 


Aus diesen Formeln entnehmen wir zunichst, dass den Verzweigungs- 
punkten der ersten Fliche die folgenden Punkte der zweiten ent- 
sprechen: 


e=0, A=O0, VYWA=z, 


co, oo, co wie — A’, 
(17) 

1, Co, co wie + A’, 

2, 0, — &. 


Die Verzweigungspunkte der neuen Flache liegen bei: 
2 
Aga=— (14+Vi—2), 


jw Cope, 


wo 


(18) 


4——e(i+/i—@)’; 


Low o(i —-yl—~@ . 
Ihnen entsprechen auf der alten Flache: 


(19) ex 1l+yYl—az ud «z=1—/Y1—-z. 
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Damit kénnen wir nun die Querschnitte vou Figur 15 her iiber- 
tragen. Wir nehmen wieder: 


a=0(0, b=oo, ¢c=1, dagegen a diesmal reell >1, 


sodass wir zunichst folgende Figur erhalten: 


— coon 
i) er 
=" aaa ~~ \ 


Fig. 18, 





Fig. 19. 





Fig. 20. 


Aus dieser Figur entnehmen wir insbesondere, dass der Charakteristik: 
10 0| | 
10 0} 

die folgende Zerlegung von A in zwei cubische Factoren entspricht: 


gp = a+ (1+ /1—2)’, 
y= A 4 (1 — fl — 2); 














Zur Theorie der automorphen Primformen. 213 


oder homogen geschrieben: 
p = (be) a + Ga (V (ab) e) + (ac) (@d))? 2,8, 
» = (be) A + Ga ((ab) we) — (ae) @d)) 2,°. 








§ 5. 
Thetanullwerthe und automorphe Primformen. 
Wir kniipfen wieder an (vgl. I, § 5) an die Formel: 


1 ee 
(1) o= —; V P12 VAo dd, 

indem wir die aus unseren Entwicklungen folgenden Werthe der vor- 
kommenden Groéssen in dieselbe einsetzen. Wir setzen zuniichst die 


Tabelle § 3 (10) um in die folgende, die sich auf Ueberschreitung von 
Querschnitten bezieht: 








A, | A, | B, | B, | 
(2) | Wy | ime 2a | 
| W, | — en, | én, 7? | 7 | 








und entnehmen ihr die nachstehenden Werthe der Periodendetermi- 
nanten : 


(3) Pro =(E—1) 0, P3s=— EMM, P= 2M, 
Poy = (€— 8) MQ, Dyp = — EMNN2y Pog =—2EN Ne 
und der Thetamoduln: 


%) =.= 3(l—e)y, 
(a) 
Ti2 =— Z (l—«)4 


In (1) ist jedoch wegen § 4, Glehgen. (13) fiir p,, das Product aus 
dem unter (3) angegebenen Werthe in: 


1 
3 


(5) 4 (az) * (be) 


zu setzen. Schreibt man noch: 
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so erhalt man schliesslich: 


ae tx to 
(6) (aa)® o> = 2Y—3 wi Hr Sm Sim prt mmet me, 


Auch in diesem Falle ist also die eine hier existirende Primform aus- 


gedriickt durch eine Reihe, welche fiir alle in Betracht kommenden 
Werthe von y convergirt. 


Goéttingen, August 1892. 


[In den beiden untersuchten Fallen haben sich fiir die Primformen 
Reihen der Form 2 Dp*™'tormtom® ergeben. Hrn. H. Weber ver- 
danke ich die Bemerkung, dass bereits Dirichlet auf solche Reihen 
aufmerksam geworden ist, vgl. Bd. I seiner ges. Werke p. 467 ff. 
Neuerdings spielen sie eine grosse Rolle in der Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen; vgl. z. B. p.318 des inzwischen erschienenen II. Bandes 
des Werkes von Klein und Fricke iiber dieselben. In der That gehen 
die betrachteten Integrale durch Transformationen héherer Ordnung 
in elliptische Integrale tiber. Dee, 1892]. 




















Zur Integration der Systeme totaler linearer Differential- 
gleichungen mit zwei unabhingigen Verdinderlichen. 


Von 
J. Horn in Berlin. 


In meinen friiheren Arbeiten iiber Systeme linearer Differential- 
gleichungen mit zwei unabhiingigen Verinderlichen*) habe ich ein 
gewisses System linearer partieller Differentialgleichungen mit drei 
linear unabhiingigen Integralen 


ez Oz oz 

Aat = MOA + A Gy TH Me dy” 

az Oz Oz 
oudy — byz + by Ox + b, Oy b) 


Cd ’ , 08 , O8 
aye = 0% + Oa + ¢% oy 


in den Mitielpunkt gestellt, um an einem Beispiele zu zeigen, wie 
man bei der Behandlung linearer Differentialgleichungensysteme mit 
mehreren Veriinderlichen nach dem Vorbild der Fuchs’schen Theorie 
verfahren kann. Ich habe damals das betrachtete System partieller 
linearer Differentialgleichungen auf ein System totaler linearer Differen- 
tialgleichungen zuriickgefiihrt; ausserdem habe ich mich nicht unmittel- 
bar auf die Fuchs’sche Theorie einer gewohnlichen linearen Differential- 
gleichung gestiitat, sondern schon im Falle einer unabhingigen Ver- 
iinderlichen die Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ord- 
nung mit mehreren abhingigen Veriinderlichen als Grundlage der ganzen 
Theorie behandelt. **) 

*) Ueber ein System linearer partieller Differentialgleichungen (Act. math. 
Bd, 12), — Beitrige zur Ausdehnung der Fuchs’schen Theorie u. s. w, (Act. math, 
Bd. 14). — Ueber Systeme linearer Differentialgleichungen mit mehreren Ver- 
iinderlichen, Habilitationsschrift der Univ. Freiburg i. Br. 1890 (Berlin, Mayer 
und Miiller), 

**) In einer neuerdings erschienenen Arbeit von Herrn Fuchs ,,Ueber lineare 
Differentialgleichungen, welche von Parametern unabhingige Substitutionsgruppen 
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Es erscheint mir zweckmissig, im Falle einer unabhiingigen Ver- 
iinderlichen von dem System 


(A) She am 3S) Fup 2)» ¥p (a, B = 1,...m) 
3 





auszugehen, im Falle zweier unabhingigen Verinderlichen von dem 
System 


(B) dta= >) Fup(x,y)¢e-da+ >” Gap(a, y)e2-dy (a, B—1,...m), 
x 8 


dessen Coefficienten die Integrabilititsbedingungen 


J , 0G, oF, 





erfiillen. 


In zwei Arbeiten ,,zur Theorie der Systeme linearer Differential- 
gleichungen mit einer unabhiingigen Verinderlichen“*) habe ich zur 
Ergainzung der friiheren Untersuchungen iiber diesen Gegenstand**) 
eine Methode angegeben, durch welche sich jedes an einer singuliiren 
Stelle « — 0 reguliire System (A) in die canonische Form 


dy, 
o “4 Aapyp (0, B—=1,...m), 


Aug = Gap + Gask + Aapu? +--- 


tiberfiihren lisst***), und habe weiter die Form der Lésungen eines 
solchen canonischen Systems in der Umgebung der singuliren Stelle 
x=( im Zusammenhang mit den Elementartheilern der charakte- 
ristischen Determinante |a,, — pd.g| untersucht. +) 

Ich beabsichtige nun, die Theorie der reguliren Liésungen der 
Systeme totaler linearer Differentialgleichungen mit zwei unabhingigen 
Verinderlichen von der Form (B) zu behandeln. 


Die Coefficienten Fug(z, y), Gag(a, y) seien rationale Functionen 
von x, y, deren Nenner die irreductiblen ganzen Functionen 


besitzen “ (Sitzungsberichte der Berl. Ac. 25. Febr. 1892) wird die Untersuchung von 
Systemen linearer partieller Differentialgleichungen auf diejenige einer gewdhn- 
lichen linearen Differentialgleichung zuriickgefiihrt. 

*) Math. Ann. Bd. 39 (I) und 40 (II). 

**) Kénigsberger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen, — 
Sauvage, Aun, de l’Ec. norm. 1886, 1888, 1889. — Griinfeld, Denkschriften der 
Wiener Academie, math.-nat, Classe 1888, 

eee) Bd, 40. 

+) Bad. 39, 





ee 

















» a7 
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PY), P(L,Y),-.- 
als Factoren enthalten. Wir bezeichnen dann die irreductiblen alge- 
braischen Gebilde p(x, y) =0, g(x, y) =0, ... als singulire Ge- 
bilde*) des Differentialgleichungensystems (B). Zunichst ist die 
allgemeine Form derjenigen Systeme (B) zu ermitteln, deren Lésungen 
sich an den Stellen eines singuliiren Gebildes p(x, y) = 0 regulir ver- 
halten. Sodann handelt es sich um die Untersuchung der Form und 
um die Berechnung der reguliren Lésungen in der Umgebung der 
singulairen Stellen, und zwar beschrinken wir uns in der vorliegenden 
Arbeit auf die Umgebung — — (a, b) des singuliiren Gebildes 


p(x, y) = 0, an welchen 2% 5 und oe nicht gleichzeitig verschwinden 


und durch welche keines der tibrigen singuliren Gebilde hindurchgeht. 
Um die Liésungen des Differentialgleichungensystems (B) in der 
Umgebung einer Stelle (a, b) des singuliren Gebildes p(x, y) =O zu 
untersuchen, fiihren wir an Stelle der unabhingigen Verinderlichen 
x, y neue Verinderliche g, ~ ein, wo @ eine passend gewihlte (lineare) 
Function von «, y ist. Dadurch erhilt das System (B) die Gestalt: 


Op — a Lap &p ’ 
(B’) = 1,...m). 


gts 2a > Sine 
In § 1 wird das System 
02, 
git ayy Paste (a, B=1,...m) 
mit der einzigen unabhiingigen Veriinderlichen g unter der Voraus- 


setzung, dass es an der singuliren Stelle g = 0 regular ist, durch 
eine Reihe von Transformationen auf die Form: 








ae + ~ Pas +-- ‘)ay (a, B=1...m) 


gebracht.**) Auf diese Weise mége das ganze System (B’) iibergehen in 


: is Salil - +) ep, 
(B") (a, B=1,...m). 
hn = Sled teat ) ep 


*) Vgl. Act. math, Bd. 12 und Habilitationsschrift. 
**) Unter Benutzung der Arbeit Math, Ann, Bd, 40, 


Mathematische Annalen, XLII. 
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Die weitere Untersuchung wird nur unter der Annahme durch- 
gefiihrt, dass die charakteristische Determinante 


| Pas’ — pbap| 


lauter einfache Elementartheiler p — p,, .... p — pm besitzt, wobei, 
wie sich zeigen wird, p,, -~- -,; Pm constante Gréssen sein miissen. 
In § 2 wird durch eine Reihe weiterer Substitutionen die Zahl k auf 
Null reducirt, so dass unser Differentialgleichungensystem die canonische 
Form erhilt: 


02, P 
y FE DRY + ORs +- - +) Zp, 
(B’”) r (a, B—=1,...m). 


O2q (0) : 
Ie Se + pSas + sibs +) Bg. 


In § 3 wird aus dieser canonischen Form des Differentialgleichungen- 
systems die Beschaffenheit der Lésungen hergeleitet, unter Benutzung 
der entsprechenden Untersuchung fiir ein canonisches System mit einer 
unabhingigen Verinderlichen.*) 

§ 4 beschiiftigt sich mit dem Differentialgleichungensystem (B) 
unter der Voraussetzung, dass die Nenner der rationalen Functionen 
F.8, Gag den irreductiblen Factor g(z, y) nur in der ersten Potenz 
enthalten, dass also das System von vornherein die Gestalt hat: 


02, 
? a Aas ep, 
(B°) , (a, B=1,...m). 


2 
Q oy “2 Bagep . 


§ 1. 
Erster Theil der Transformation. 


Die Coefficienten des Differentialgleichungensystems (B) seien 
rationale Functionen von x, y von der Form 





Bag(® ¥) Gag(@, y) 
Fa — Hg tH? Gap = Sgr? 
WO Fas(%, ¥), Gas(%, y) ganze Functionen, g(x,y), g(x,y), - 
irreductible ganze Functionen und kh, hk’... ganze positive Zahlen 
(einschliesslich Null) bezeichnen. In der Umgebung einer Stelle (a, b) 





*) Math, Ann. Bd. 39, 
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des singuliren Gebildes p(x, y) = 0, welches nicht sugleich einem der 
anderen singuldren Gebilde g'(x, y)=0,... angehdrt, kann man 
schreiben : 


A, B 
Fame Ga = 


Q; 


git? 


wo Ags, Bag in Potenzreihen von x — a, y —b entwickelbar sind. 
Das System (B) erhilt also die Form 


0fq 
gt = ~“# Aapép, 


08, 
die -2 Bugis. 


Unter (a,b) wird im Folgenden immer eine Stelle des algebraischen 
Gebildes mg — 0 verstanden, an welcher oe und o nicht gleichzeitig 


verschwinden. An Stelle von x, y fiihren wir zwei neue Veranderliche 
y, ¥ ein, indem wir mit ~ eine lineare Function von z, y 


y= a(e—a) + b(y—b) + ¢ 


von der Beschaffenheit bezeichnen, dass 


(1) (a, B=1,...m). 





an der Stelle (a, 6) einen von Null verschiedenen Werth hat. Dadurch 
geht das System (1) iiber in 


02 
ght — 2 Leste, 


02 
de = 2) Masts, 


dessen Coefficienten 





(2) (a, B = 1,...m), 








Ainb — Baga 
Lap = te 
op _p 09 
uM, —— ey Bas Ga 
ab = A 


in Potenzreihen von g, y entwickelbar sind, wenn wir c = 0 annehmen, 

wenn also y fir «=a, y= b verschwindet. Wir kénnen diese An- 

nahme machen, wenn wir uns auf eine bestimmte singulire Stelle 

(a, b) beschrinken. Gehen wir aber von (a, b) zu einer benachbarten 

singuliren Stelle (a’, b’) tiber, so treten, wenn y(a’, b’) =’ ist, an 
15* 
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Stelle der Potenzreihen von g, w Potenzreihen von 9, ~—c’. Wir 
betrachten zuniichst das System 


02, 
(3) ght HD Leste (a, B= 1,...m), 
7 





in welchem wir @ als einzige unabhiingige Veranderliche, y als Con- 
stante ansehen. Setzt man 


Lag = Les + pLiag + 9? Leg ++ +5 

so sind Lg, Lig, Lag - +. Potenzreihen von y. Jede Lisung des 
Systems (2) ist auch eine Lésung des Systems (3) mit der einzigen 
unabhingigen Veriinderlichen g. Wir suchen die Bedingungen, unter 
welchen sich simmtliche Liésungen des Systems (3) als Functionen 
von @ allein betrachtet an der singuliren Stelle g = 0 regulir ver- 
halten, indem wir von der Arbeit ,,zur Theorie der Systeme linearer 
Differentialgleichungen mit einer unabhingigen Verinderlichen II.“ 
(Math. Ann. Bd. 40) Gebrauch machen. 


Wenn das System (3) an der singuliiren Stelle g = 0 regulir 
ist, so ist die Determinante 


A(s) = |Ldz)—sdap| (a, B= 1,...m) 
durch s” theilbar. Sie médge bei unbestimmtem ~ die mehrfachen 
Elementartheiler s“, s*’,...s*? (e& >e”’ >--- >) und ausserdem k 
einfache Elementartheiler s besitzen.*) Ist die Determinante A(s) 
durch s”, alle Unterdeterminanten vom Grade m—1, m—2,.. 
..m—i—k+1 bezw. durch s‘, st’, ...s**-” theilbar, wihrend 
nicht alle Unterdeterminanten (i-+/)'" Grades durch s theilbar sind — 


alles bei unbestimmtem y, — so stimmen die Differenzen m— 1, 
l’ — iW", ... U4*-) abgesehen von der Anordnung mit den Zahlen 
e,e’,...e® und den k& Zahlen 1 iiberein. Immerhin ist denkbar, dass 


fiir einen speciellen Werth »~—y, die Elementartheiler von A(s) 
anders ausfallen als bei unbestimmtem y, niimlich dann, wenn fiir 
irgend einen Werth von 4 die durch s getheilten Unterdeterminanten 
(m — A)" Grades, welche fiir s =O nicht alle identisch in w ver- 
schwinden, fiir » =, siimmtlich noch einmal durch s theilbar sind. 
Diese Unterdeterminanten sind aber Potenzreihen von y, welche nur fiir 
einzelne Werthe ~» = y, verschwinden kénnen. 

Durch Einfiihrung der von p unabhingigen unbestimmten Gréssen 


U;, +++ Um fassen wir die m Gleichungen (3) zusammen in die Glei- 
chung 


*) Weierstrass, Berliner Monatsberichte, 1868, S, 310ff. 





bial atti Tia a 
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é > “a ®q 
a z 0) 
—Ve — = Las Uaes ++ 
ap 


und bringen das bilineare Formpaar 


(0) 
> Ua Sas > LS Uaks 
e 


@ 


durch lineare Transformation der beiden Variablenreihen u,, . . . tm 
und 4,,...%m auf die Weierstrass’sche Normalform. Wir diirfen die 
Voraussetzung machen, dass fiir 4 = 1,2... keine Unterdeterminante 
(m-— A)" Grades durch eine héhere als die /)'e Potenz von s theilbar 
ist; denn durch eine lineare Transformation unseres Formenpaares 
kann dies stets erreicht werden. Einem beliebigen Elementartheiler 


s* von A(s), fiir welchen e = /'*—!) — ] ist, entsprechen die Variablen 
der Normalform 


1 
Vu —_ se (Cru Ux + =" + Cn Um), 
0 


' - ; (u=0,1,...e—1) 
Ly = say (Civ te +++ + Cav en), 

welche den in denBerliner Monatsberichten 1868, 8. 318, mit X,,, Y2, 
bezeichneten Ausdriicken abgesehen von einer kleinen Aenderung ent- 
sprechen. Die Coefticienten Cyu, ~~ Cmuj Cav, +--+ Cn» sind ganze 
Functionen der Le, also Potenzreihen von ~, ebenso wie die durch 


SOY — | Lief ~ 88ag| = SIH 4. . 
(a, B=x,...m) 
s” =s | Ld¢ — $0 05 om 8” st 4 ° 
(a, 8B =x+1,,..m) 


definirten Gréssen S{*~”, S{”). Die Potenzreihen von » S{"~” und 8” 
kénnen nur fiir die oben mit y bezeichneten Werthe von yw ver- 
schwinden. Mithin sind, wenn » =O nicht zu den Werthen y= y, 
gehért, die Coefficienten von U, und Z, in gewodhnliche Potenzreihen 
von ~ entwickelbar, nur wenn ~ =O einer der Ausnahmswerthe y, 
ist, sind sie Potenzreihen von ~ mit einer endlichen Anzahl negativer 
Potenzen. 

Die Variablen U,,... Un; 2,,.-+-Zm der Normalform, welche 
wir auch mit 


5] 
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eS ee y,”, eae 0433 — oe 


‘ , i ’ k 
ee ee a”... ae e,.... 8”: 


Atik) 


bezeichnen, sind hiernach lineare Functionen von w,, ... Um bezw. 
2,,..2m, Welche Potenzreihen von y (im Ausnahmefall Potenzreihen 
von ~ mit einer endlichen Anzahl] negativer Potenzen) zu Coefficienten 
haben. Die zusammenfassende Gleichung geht tiber in 


@SU,2, asi 
gt 2S (Pa + + UBB) +. 


a4=1 


und zerfallt wegen der Unbestimmtheit von U,,...U, in die Glei- 
chungen 











ge +e, 

ght ant a? 4... d..d, 
(4) 

gh = ss +--+, (w=1,...h), 


deren Coefficienten Potenzreihen von w sind (im Ausnahmefall Potenz- 
reihen von w mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen). 
Durch die Substitution 


a a ya 4 ga a 

Zi _ pe, 2 nee Zya)-1 =e 9 2,4)-1, Za) 24a) 
(5) (Aa=1,...8) 
Ze) = gle) (wu=1,...k) 


geht das System (4), wenn man .zugleich zur Vereinfachung noch eine 
lineare Substitution anwendet, iiber in die Form 





A+1 @2\" , (é) 
g*t a9 = Ay fe +++ + Arie si 
(6) + Bus +---+BumM+.--., 
(4) 
gh! _ =a) +--+, 














~ 
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0 
a 
5 = Zia) -2 ; ee 
a 
023) 
6g 


ae) (@) 
RH Oy te +e + Cus ee 


oy 
+ Dust’ +++ + Darl +++. 


Auch die Coefficienten des Systems (6) sind Potenzreihen von wy (im 
Ausnahmefall Potenzreihen von y mit einer endlichen Anzahl negativer 
Potenzen). Die Aufsuchung der Bedingungen der Regularitit und die 
weitere Transformation wird jetzt ebenso durchgefiihrt, wie es in der 
angefiihrten Arbeit im Falle einer einzigen unabhingigen Veriinder- 
lichen geschehen ist, mit dem Unterschied, dass an Stelle der dortigen 
unabhingigen Verinderlichen « die unabhingige Verinderliche p tritt 
und dass die Coefficienten, welche friiher constant waren, jetzt Func- 
tionen von yw sind. Man muss nur bei jeder Transformation unter- 
suchen, in welcher Weise die Substitutionscoefficienten und in Folge 
dessen die Coefficienten des transformirten Systems von w abhingen. 
Es geniigt, wenn wir dies fiir die nichstfolgende Transformation an- 
deuten. Wenn wir uns nur iiberall x durch  ersetzt denken, kénnen 
wir die Bezeichnungen der friiheren Arbeit unveriindert beibehalten; 
damit keine Verwechslung entsteht, wollen wir die Nummern der aus 
jener Arbeit anzufiihrenden Formeln in eckige Klammern setzen. 
Zunichst muss die Bedingung [10] 





(6) g a ae 


tie er 


mie an 0 

°° . 

erfiillt sein und zwar identisch in w. Die Determinante habe den 
Rang p, und zwar sei @,,... @, die niedrigste Zeilencombination, zu 
welcher eine nicht identisch verschwindende Determinante R vom 
Grad p gehdrt. Die Coefficienten der nunmebr auszufiihrenden Sub- 
stitution [11] sind rationale Functionen der A mit dem Nenner R., 
Als Potenzreihe von w kann die Determinante R nur fiir vereinzelte 
Werthe von a verschwinden, welche wir zu den Ausnahmswerthen y, 
hinzufiigen. Gehdrt ~ =O nicht zu den Ausnahmswerthen, so sind 
sowohl die in den Coefficienten der Substitution [11] auftretenden 
Nenner als auch die Substitutionsdeterminante fir ~—0O von Null 
verschieden. Somit sind die Coefficienten des transformirten Systems 
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[12] in Potenzreihen von w entwickelbar. (Sie sind Potenzreihen von 
w mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen, wenn ~ = 0 ein 
Ausnahmswerth ist) u. s. w. 

Ueberhaupt miissen, wenn das System (3) regulir sein soll, die 
Gleichungen [10], [19], [22]... identisch in y bestehen. Sind diese 
Bedingungen erfiillt, so lasst sich das System (3) durch eine Reihe 
von Substitutionen, theils von der Form 


Se => hag Zs, (a,8=—1,...m), 
6 


theils von der Form 


£q = —Za, 
iiberfiihren in ein System von der Gestalt 
024 
(7) ° Fe = Pats (a, B= 1,...m), 


dessen Coefficienten 


Pag = Pa + p P's +p Pop +> 

Potenzreihen von @ sind. Im Laufe der Transformation tritt eine Anzahl 
in Potenzreihen von w~ entwickelbarer Determinanten auf, deren Null- 
stellen w% als Ausnahmswerthe erscheinen. Ist » = kein solcher 
Ausvahmswerth, so sind saimmtliche Substitutionscoefficienten hes 
Potenzreihen von w, simmtliche Substitutionsdeterminanten haben fiir 
w= 0( von Null verschiedene Werthe, und simmtliche Coefficienten 
Pis, Pig, Pag, ... des transformirten Differentialgleichungensystems 
(7) sind in Potenzreihen von wy entwickelbar. Diese Coefficienten sind 
jedoch Potenzreihen von # mit einer endlichen Anzahl negativer 
Potenzen, wenn ~ = 0 eine der Stellen y, ist. 

Wir wollen voriibergehend eine Stelle des singuliren Gebildes 
gm = 0, fir welche » keinen der Werthe y, annimmt, als eine ge- 
wohuliche singulire Stelle, eine Stelle jedoch, zu welcher einer der 
Werthe %, gehért, als eine Ausnahmestelle bezeichnen. 

Durch die ausgefiihrten Transformationen moége das Differential- 
gleichungensystem 

gt a — >) Me 8 (a«,B=—1,...m) 
p 


iibergehen in 
02, 
(8) Oy ~ i Oats (a, B =m 1,...m), 


wo k eine ganze positive Zahl (einschliesslich Null) bedeutet und 


Qas = Qas + Qas + 9? Qas + > 











rpererPrez®: 














ae 
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eine Potenzreihe von g ist, deren Coefficienten Q%, Qos, Vass: 
Potensreihen von w sind, wenn ~ =O eine gewodhnliche Stelle ist, 
dagegen Potenzreihen von y mit einer endlichen Anzahl negativer 
Potenzen, wenn ~» = () zu den Ausnahmestellen gehdrt. 

Wir kénnen also den Satz aussprechen: 

Wenn das Differentialgleichungensystem (1) an dem singuliren 
Gebilde p =O reguldr ist, so geht es, wenn man sich auf die Um- 


gebung einer bestimmten singuldren Stelle (a, b) beschrénkt, (fiir welche 
$ 2 und a nicht beide verschwinden und durch welche kein anderes 


singuliires Gebilde hindurchgeht) durch KEinfiihrung neuer Variablen 


gy, w tiber in die Form (2) und durch eine Reihe von Substitutionen 
theils von der Form 


fa > hap Zp (a, 6 =1, a .m), 
B 


theils von der Form 
S46 = pZa, 


in ein System von der Gestalt 


08, 
P Bp -2 Pop ep, 


02, 
g* Ow ~~ Qap py 


dessen Coefficienten die Form 


Pug PS) + Pig +++, 
Qep = 09 + @Qup +> 


haben. Die Substitutionscoefficienten h g, sowohl wie die Coefficienten 
Pos, Pag, «-.; Qe, Qag... + sind in Potenzreihen von w entwickelbar ; 
sie sind nur dann Potenzreihen von w mit einer endlichen Anzahl 


negativer Potenzen, wenn (a, b) eine der vereinzelt auftretenden Aus- 
nahmestellen ist. 


(9) (a, B=1,...m), 


§ 2. 
Zweiter Theil der Transformation fiir den Fall einfacher Elementartheiler 
der charakteristischen Determinante. 


Wir machen die Voraussetzung, die Determinante 
(10) P(p) =| Pas — pbas |, 


die wir als charakteristische Determinante des Differentialgleichungen- 
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systems (9) bezeichnen, habe lauter einfache Elementartheiler p —p,,.. 
-»-P—Pm. Die Gréssen p,,... pm kénnten als Wurzeln der Glei- 
chung P(p) = 0 Functionen von w sein, da die Gréssen PS von ~ 
abhaingen; im Verlauf der Untersuchung wird sich aber aus den Inte- 
grabilitiitsbedingungen unseres Differentialgleichungensystems ergeben, 
dass p,,... Pm constante Gréssen sind, und weiter wird sich heraus- 
stellen, dass die Elementartheiler der Determinante (10) fiir keinen 
speciellen Werth von # andere sein kénnen, als bei unbestimmtem y. 

Wir nehmen zuniichst keine — darauf, in welcher Weise 


die Coefficienten PS 7. ae se » Qag,--. von w abhingen. Durch 
eine lineare Substitution 


Sa =>) hag Ze (a,B=1,...m), 
3 


deren Coefficienten Functionen von w sind, bringen wir das System 
(9) auf die Normalform, die wir, indem wir die transformirten Gréssen 
ebenso bezeichnen wie die urspriinglichen, folgendermassen schreiben: 


02, , 
7 Do ~ Pata + PD Pants - 
=1,..-m). 
az ; : (a, B ’ 
Oy Cede + "2; Qap 2 + ++:. 
Die Coefficienten des Systems (9) geniigen den Integrabilitiitsbedingungen 


OQ. OP. 
b (Pay Qys pe Qay Pyg) + k Qap — Fe — gt a 
Y 


(11) 


aus welchen, wenn man g = 0 setzt, die Beziehungen 


2 (Ps 9% 9 P% 4 KQ9 — 


hervorgehen. Botat man fiir die Gréssen PS die Werthe der Normal- 
form (11), namlich 


P2=p., PY=0 («zP), 
so erhalt man 
Qes (Pa— Pp +h) = 0. 

Qaz kann also nur dann von Null verschieden sein, wenn pz -- po =k 
ist. Kommt unter den Wurzeln p,, ...p, der charakteristischen Glei- 
chung die Differenz k nicht vor, so sind die Qe simmtlich gleich Null, 
der Exponent & lisst sich also ‘exniedrigen. Dagegen bedarf der Fall, 


dass unter den Gréssen p,,... pm die Differenz k auftritt, einer 
genaueren Betrachtung. 
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Ks sei 


po =p fiir r° Indices 4°, 

pr =p » © ” x, 

Py =P 4, 7M aM, 
p—p —p—p'—-:-- = pi) — pl) = k, 
ohne dass p® +k und p™ —k der charakteristischen Gleichung ge- 
nigen. Wir sagen dann voriibergehend, die r®+r°+.-..+ 7 
Gréssen py» = p®, pr =p’, .-- Pan) = p™ bilden eine (n+ 1)-gliedrige 
Gruppe. Ist fiir die Indices 4 P7—= py, fiir die Indices 4 p= =p .8.W., 
ist keine der Differenzen » — p, p—p u. s. w. positiv und sind die 


den Indices 2, 2 us. w. entsprechenden Differentialgleichungen von 
der Form 


08; ss oe, 

yr rat: eae +, 
Oe A Oe: 

a aw on oo 


u. 8s. W., 80 wollen wir die soeben gegebene Deformation der Gruppe, 
wo es zweckmissig erscheint, insofern abindern, dass wir p; p u. s. w. 
neben (p°, p’,...p\) als besondere Gruppen betrachten, auch dann, 
wenn p =p oder =p —k, p=p—k us, w. ist. 

Wir stellen nun siimmtliche aus den Gréssen p,,... pm gebildeten 
mehrgliedrigen Gruppen in der Fgrm 


Pio - Pa; Py, — Pa; $e P(e) — pi” ’ 


simmtliche eingliedrige Gruppen in der Form 


Ph ™ Pa 
dar. Die Gruppe 
Pe =p, pr =P’, - - + Py = p™ 
moge irgend einem Werth von @ entsprechen. Statt A(*a) schreiben 
wir der Kinfachheit halber bisweilen d@, statt p("«) einfach pa, also 
auch A statt A und p statt p™. 
Die Coefficienten 
(0) (0) (0) 
Cre» Vira +++ Qn yn—1) 
kénnen von Null verschieden sein, wihrend alle iibrigen Gréssen Qs » 
fiir welche entweder a oder # eine der Zahlen 4°, 2’,... A ist, ver- 
schwinden miissen. Die den Indices 4°, a’, .. . 4‘) entsprechende Gruppe 
von Differentialgleichungen (11) hat also die Gestalt 
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O20 


ie =D iv + 92; Pinte t ; 


02, 


— “se + 92) Pinte +: 





02 (n—1) ; 
9 a = PY Bye + rm Pyn—nyg pt ° 
oz 
200) " , 
a9 =P Ax) + 02, Prion) p 2p Ft 


(12) dz : 
re Z ent 


Oy 








k 04(n—1) > (0) , 
| ow — Q in-1) e— 2) £ n—2) + +056; Qim—ng “. + try 


y(n—2) 
» OFm) “ae Qo 4 > Q: 
? Tr) a(n) g(n—1) # (n-1) ? ain) 8 ‘+ 
yA oe 


Setzt man fiir alle Werthe von a 


(13a) #40 = PZ, ay, = Zia; a #(va-1) = 92 (m4 —1)> 


22, ad Zi) 
bezw. 
(13 b) 22, - Lay» 


je nachdem die dem Index @ entsprechende Gruppe mehrgliedrig oder 
eingliedrig ist, so gehen die Differentialgleichungen (12) iiber in 


OZ x ; : vio 
P ie = (p"—1) Zp + 2) Pin, Za, + ing 

OZ, ; y ao 

= = (p ~1)Zy + > Pirgha + . 

OZ n—1) , 
oF (PY 1) Lynn $ Dy Panna, Zig * > 

aZ. : 
p ant =p, + + wimg 
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OZ~ 
* ow ag 2 Qi 2g Zig + 


ry pense “Zt: 


—_ 
= >) 0,2. 1) a(n—2) Z(n—2) x Qyin- — ae 








4(n—2) 
my _ +... 
ow : 
oder wenn man fiir 
; 7, A a = ‘ 
{ Li + p*—1 Pray Zig 
Qa 


t 1 , 
Zi +{- ee > Py he Li, ; 
a 


P 1 , 
Zyn—) + pe) — > Py, 4, 
neue Verinderliche einfiihrt*) und die neuen Variablen und Coefficienten 


wieder mit den friiheren Buchstaben bezeichnet, in 
@Zy ‘ 
Fe = (Det 
Zy 
— = -o8eu, 








a 7,in-1) 


= = (pi = 1) Zyn—1) +> 
Pz =Ph ++, 
(14) ad, 
e = = > Cig Zig + 04% 


OZ, 
ie ren 


ad. (n—1) 
g* en _ Qkn—1) ain—2) Zyin— 14 Deen, 4, +: 


a(n—2) 
, a% 


oe ae 


*) Durch eine Transformation von der Form 2, = 9° Z, (a=1,...m) kann 


man es stets erreichen, dass keine der Zahlen p*’—1, p’—1,. pe) —1 
verschwindet. 
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An Stelle der (n+-1)-gliedrigen Gruppe p°, p’, ... pl) tritt also die 
n-gliedrige Gruppe p°— 1, p’ — 1,... p- — 1 und die eingliedrige 
Gruppe p, unter der Voraussetzung allerdings, dass keine der Gréssen 
p’—1, p —1,...p- und p mit einer der aus einer anderen 
Gruppe hervorgehenden Gréssen p’ — 1, Pp, at tee pie") — 1 und 
Pa eine Differenz gleich k bildet. Wenn, wie wir zuerst annehmen 
wollen, zwischen den letzten Gréssen der verschiedenen Gruppen 
Pa(@ = 1,2...) keine ganzzahlige Differenz auftritt, so verschwinden 
die Coefficienten Qy2,, Qra,)--- Qyin—1) 2, fiir alle Indices a, und die 
Gleichungen (14) werden 


OZ, 
op 
OZ, P 
? ae =—(p—1)Z+--::, 





= (p®—1) Ze + ne Sy 


OZ (n—1) 
So (WN) yay Foes 
a4, 
? Fe =pZ4+-:--, 
(15) ap 
Q . as +: my 








7 0 
ie ay UPL +: --, 
oZ 
a(n—}) (0) 
———— a > Qyln—1) y(n—2) Zy(n—2) + +++, 


a(n—2) 





aZ, 
k am eee 


An Stelle der (n-++1)-gliedrigen Gruppe p", p’,.. , p) tritt also wirk- 
lich die n-gliedrige Gruppe p°>—1, p’—1, ... p-")—1, wiihrend 
sich die eingliedrige Gruppe p absondert. Wenn schon urspriinglich 
neben der mehrgliedrigen Gruppe p°, p’, ... p™ eine oder mehrere 
eingliedrige Gruppen p, derart auftreten, dass die Differenz p — pa, 
wenn ganzzahlig, nicht negativ war, so erfiahrt die eben durchgefiihrte 
Entwicklung keine Aenderung. 

Da durch die angegebene Transformatiou die Gliederzahl einer 
jeden mehrgliedrigen Gruppe um 1 vermindert wird, wihrend sich 
eine eingliedrige Gruppe absondert, so gelangt man durch wiederholte 
Anwendung dieses Transformationsverfahrens zu lauter eingliedrigen 
Gruppen, also zu einem System von der Form 





pas 








ae 
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Of, — : 
9G — Pata t 0D, Piste tos 
i 


ov >, Vee tp tose. 
p 


Die Zahl k kann also um 1 vermindert werden, und man kann so 
lange fortfahren, bis k = 0 geworden ist. 

Zweitens machen wir die Voraussetzung, dass v mehrgliedrige 
Gruppen 


(16) 





Ps Pry oe Dy”, 


Po”, Dr, -.- pi) 


derart existiren, dass die Differenzen p, — p.,...p, — py ganze 
Zahlen sind. Wir brauchen wie friiher keine Riicksicht auf etwa noch 
vorhandene eingliedrige Gruppen p, p... zu nehmen, wenn fiir 

= 1,2,...v keine der Differenzen pz — p, pa—p.,. eine ganze 
negative Zahl ist. Durch Anwendung unserer Transformation zerlegt 
sich die Gruppe p,’, p;, -..p{") in p? — 1, p/ —1,...p@* —1 
und pz, Sollen auch nach der Transformation » Gruppen von den 
Gliederzahlen n,-+ 1,...,-+1 vorhanden sein, so miissen dieselben 
folgende Form haben: 


Pa» | ies 1, ee -p—9 — 1, 


P,P, —1,-. p(y) — 1, 


wo A,,...4» irgend eine Permutation der Zahlen 1,...v bedeutet; 
es ist also 


P= Pp —lt+k=pt+m+t+hHk—1, 


pa, =p” —1 + k= prt (my +1)k—1 
und folglich 
(1 +---+u%+ k=», 
woraus m, = 0,..., = 0 hervorgeht, was der Voraussetzung ‘wider- 


spricht. Es wird also auch hier die Gliederzahl mindestens einer 
Gruppe um 1 vermindert. 


Es sei drittens neben den v mehrgliedrigen Gruppen 


ee CL pi, 


P,’ Py; vee p (mv) 
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eine eingliedrige Gruppe p,,; derart vorhanden, dass p, — p,41,-.. 
Py — Por ganze Zahlen sind. Wir sehen dabei ab von den ein- 
gliedrigen Gruppen p von der Art, dass pp— Dp, Pr4i1—p ganze, 
aber nicht negative Zahlen sind, Bei einer Transformation zerfallt 
die Gruppe p), pi,... p\"®) in p) — 1,...p(-—1 und p, Sollen 
sich die durch die Transformation erhaltenen Gréssen wieder zu Gruppen 
von den Gliederzahlen n, + 1,...,-+ 1 zusammensetzen, so ist bei 
passender Wahl der Indices 

Po =P + (+1) k—1, 
” Pr = Prat mat lk=1, 
Pui =p + (m+ 1)k—1. 
Die urspriinglichen Gruppen gehen iiber in 


%, Ai, ... pf" -1, 


Pry Peai—l,... eer, 
Py+ty Dy _— 1, eee pr") —1 
und p,. Eine nochmalige Transformation zerlegt fiir 4=—1,...¥ 
die Gruppe prji, pp—1,... pl) —1 in pyi—1, pi—2,... 
p'—*) — 2 und p("*—") — 1. Soll auch jetzt die Gliederzahl simmt- 
licher Gruppen dieselbe sein wie urspriinglich, so muss fiir irgend 
einen Werth von 4 
(8) P= Pay + hk—1 
sein. Durch Addition der 4 ersten Gleichungen (a) und der Gleichung 
(B) ergiebt sich 
(mts mpaf+Ik—A+t, 

also mtisste entgegen der Voraussetzung n, = 0, ... m= sein. 

Es wird also sicher durch zwei Transformationen die Gliederzahl 
einer mehrgliedrigen Gruppe um 1 vermindert. Auf diese Weise lasst 
sich zeigen, dass, wenn neben den mehrgliedrigen Gruppen p,°, 
a ee ps) noch @ eingliedrige Gruppen 
Prii}” ++} Pete derart vorhanden sind, dass die Differenz zwischen 
je zwei der Zahlen p,, ... py, Prit, +++ Proto eine ganze Zahl ist, 
die Gliederzahl mindestens einer mehrgliedrigen Gruppe um 1 ver- 
mindert wird, wenn man nach einander g@ + | Transformationen der 
betrachteten Art verwendet. 

Das Differentialgleichungensystem (11) geht also durch eine Reihe 


von Transformationen von der Form (13) iiber in ein System von der 
Gestalt 
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de - 
gy Ie = > Rag &B 
8 


02, 
jie 2 Sap 2p 


dessen Coefficienten die Form 
Rag = RY + Rap +- ++ 
Bug — 89 + Bip +> 


0 , , 
haben, wo Rij, Rag, ---; SS}, Sep, - 
Insbesondere ist 





(17) 


(a, B= 1,... m), 


.., Functionen von w sind. 


Rea = Pa; Rap = 0 («S$ 8). 
Nun ist leicht der Nachweis zu liefern, dass die Gréssen p,, ... Dm 
von y unabhiingig sind. Die Integrabilititsbedingungen des Systems (17) 


as, oR, 
2 (Ray Syp — Sey Ryp) = 9 2% — st 





gehen, wenn man gy = 0 setzt, iiber in 


(R s} — s© R% — — aks 

TK ee ay” 
Y 

oder, wenn man Rog = po, Ras =O setzt, in 


d 
= 0 (= 1,...m), 
woraus hervorgeht, dass p,,... ~m constant sind. 

Wir haben jetzt noch zu untersuchen, in welcher Weise die 
Gréssen Rag, -- 3 Soh, Sag, +... von # abhiingen, Zuniichst zeigen 
wir, dass die Determinante (10), welche bei unbestimmtem y die ein- 
fachen Elementartheiler p — p,, ... 9 —pm besitzt, fiir jeden speciellen 
Werth von w dieselben Elementartheiler hat, Tritt p— p® e-mal 
als einfacher Elementartheiler auf, so ist die Determinante (10) durch 
(p—p°)*, alle Unterdeterminanten (m— 1)" Grades dureh (p—p*)*! 
u.s. w. theilbar, alles bei unbestimmtem y. Nun kann die Deter- 
minante m'" Grades fiir keinen speciellen Werth von wy durch eine 
hdhere als die e'* Potenz von p — p® theilbar sein; da auch fiir keinen 
speciellen Werth von w% alle Unterdeterminanten (m— 1)" Grades 
durch (p — p°)* theilbar sein kénnén, so ist fiir jeden Werth von w 
der grésste gemeinschaftliche Theiler aller Unterdeterminanten (m— 1)'** 
Grades gleich (p — p*)** u. s. w. 

Die am Anfang dieses Paragraphen vorgenommene Ueberfiihrung 
des Systems (9) in die Normalform (11) kommt auf die Ueberfiihrung 
des bilinearen Formenpaares 


Mathematische Annalen, XLII. 16 
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za Ua fa, 2 PY} ua a 
a ap 
> Va%e, > PeVaZe 


hinaus. Zuniichst kann man es durch eine vorliufige Transformation 
erreichen, dass, wenn z. B. der grésste gemeinschaftliche Theiler der 
Unterdeterminanten (m — 4)'" Grades gleich (p — p*)-* ist, keine 
dieser Unterdeterminanten durch eine héhere als die (e — A) Potenz 
von p — p® theilbar ist. Einem beliebigen Elementartheiler p — p,, 
fiir welchen 
(x—1) | Pe... é | — se a m—x+1 5 
8 | Pas — pas! 0 (~p— Pa) + 
(a, B—=x,...m), 
s = |P9— peg] — 80" (p — 2 + 
(a,B =x+1,...m) 


ist, entsprechen in der Normalform die Variablen 


in die Normalform 


” 9 (Crate +-+-+ Cam tm); 


Lam ay (hate + +++ + Cin tn), 

Wo Cya,.-+ Cem; Cray... Cem ganze Functionen der PY) sind. Ist 
nun ~ = 0 eine gewohnliche Stelle (vgl. § 1), so sind die PS} Potenz- 
reihen von w, und S{*—”, S& sind Potenzreihen von w, welche fiir 
w = 0 nicht verschwinden. Mithin sind auch die VCoefficienten 
Pip,--+3 Q&3, Qaa,-+. Potenzreihen von y. Die Betrachtung der 
weiteren in § 2 ausgefiihrten Transformationen zeigt sofort, dass auch 
die Coefficienten Reg, .. .; SQ, Sig,... des Systems (17) in Potenz- 
reihen von w entwickelbar sind. Nur wenn »~=O eine der in §1 
bezeichneten Ausnahmestellen ist, sind die Coefficienten von (17) 
ebenso wie diejenigen von (9) Potenzreihen von y mit einer endlichen 
Anzahl negativer Potenzen. 

Als Resultat des gegenwirtigen Paragraphen haben wir also 
den Satz: 

Das Differentialgleichungensystem (9) geht unter Voraussetzung ein- 
facher Elementartheiler der charakteristischen Determinante (10) durch 
eine Reihe von Substitutionen, theils von der Form 


ta= >) hap Zp (@,B—=1,..-m), 
B 
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theils von der Form 
44> — Za, 
tiber in die kanonische Form 


Oz 
? 79 <2 Rap 23, 


02, 

oy - Sep #e 
8 

deren Coefficienten die Gestalt 


Rag = Rp + y Res + oa 
Sag = Sip+ ~Sig +--- 
haben. (In der Normalform ist 
Rei =pe, Reg =0.)*) 
Die Substitutionscoefficienten hag, sowohl wie die Coefficienten PO# 
p++} Qua, Qus,... sind Potenzreihen von w; nur wenn (a, b) eine 
der in § 1 bezeichneten Ausnahmestellen ist, sind sie Potenzreihen von 
w mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen. 





(17) 





§ 3. 
Berechnung der Lisungen aus der kanonischen Form unter Voraus- 
setzung einfacher Elementartheiler der charakteristischen Determinante. 


Der weiteren Untersuchung legen wir unser Differentialgleichungen- 
system in der kanonischen Form 


02, 
Pig = Bente 
(17) d 


zu Grunde, deren Coefficienten die Form 


Rag = Rep + p Rap +--- 
Sag = Sap + pSas +-°> 
haben. Das System midge die Normalform haben, so dass 
RQ=p., REY=O0 (a«zZB) 
ist. Wenn «=a, y=b oder p=0, »y = 0 eine gewohnliche Stelle 





*) Wie aus den Entwicklungen dieses Paragraphen hervorgeht, stimmen die 
in der kanonischen Form (17) vorkommenden Grissen »,,... p,, mit den Grdssen 
Pi,-.. Pp, in dem System (9) nicht vollstiindig tiberein. 


16* 
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im Sinne des § 1 ist, wie wir es zunidchst annehmen wollen, so sind 


apres} So, Sas, --- in Potenzreihen von % entwickelbar. 
Wir schreiben das System (17) 


0%, ’ 
Pig — Pate t 9D) Regie +> 


0%, : 
= ath 9 Skit 
g 8 


Das Differentialgleichungensystem 


(17) 


0%, ’ 
(17a) O FE — Peta +” D) Resse t->- (#, B=1,.. 4m), 
p 


in welchem wir @ als einzige unabhingige Veriinderliche, ~ als Con- 
stante betrachten, besitzt ein Fundamentalsystem Z,,... so". durch 
@elches sich jedes andere Fundamentalsystem in der Form 


i. = Ci; Le + i Cim Ze, 
2" ae Cn La + sian + Onn ES" 


darstellen lisst, wo C,,,...Cmnm Functionen von y sind. Wenn die 


Integrabilitiitsbedingungen erfiillt sind, miissen sich C,,, ~~~. Cnm als 
Functionen von w~ so bestimmen lassen, dass die Lésungen 2,, ... a”) 
des Systems (17a) auch dem System 

5 02y ’ 
(17b) Fey STG D>) Septet 

a 8 
(a, B=1, ... m) 

geniigen. 

I. Wir nehmen zuniichst an, dass zwischen den Grossen p,, . . .; Pn 
keine ganzzahlige Differenz auftritt. Ist p,—p°® fir A—A,,... 4,, 


so besitzt das System (17a) r Lésungen von der Form 


ZP =P Za(p), (A= Ay, +. Ae); 
wo die Gréssen Z,(g), Potenzreihen von » sind, deren Coefficienten 


von y abhingen. Es miissen m Lésungen des Systems (17a) von 
der Form 


Ba = 0, Ze +++ + On Ze” 
existiren, welche auch dem System (17b) geniigen. Dann wird aber 
das System (17b) auch schon durch 
ta = On, 22 +++ + 0,25") — oF (9) 
befriedigt. Denn wenn 


Ba = 9 ba" + OP be + ---, 
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wo pp’... verschiedene Zahlen ohne ganzzahlige Differenz sind, 
eine Lésung von (17b) ist, so ist 


(ae (a 
gy” (35 ~~ ys Sap é) + 9” (a oe bs Sap “) +---=0; 
2 3 


daraus folgt aber 
0fa Oke , 
Be — yee =O, FH — DI Santi =O, ... 
8 8 


dh. =p” ge, si gp” fc,+-+. sind schon Lésungen von (17b) 
Die hiernach vorhandenen m Liésungen des Systems (17) 


fn = 2 OZ, .. te 3 Cna Zo 


(Aum dy, ... dv), 
die jedoch nicht linear unabhingig zu sein brauchen, sind von der 
Form 

Za = 9” fa(), 
£a(P) = (fa)o + 9(Ee): +°°° 
ist. Aus den Recursionsformeln 

(Pa — P°) (Ealo = 9, 

(18) (Pa — p” — 1) (fa), + 2 Rép(bs)o = 9, 


wobei 


welche sich durch Einsetzen von 


fa = PY [(ba)o + Mba + °°] 


in (17a) ergeben, erhilt man (£.)) 0, wenn @ keinen der Werthe 
A,,...4, hat, wiihrend sich (§,),,... als lineare homogene Func- 
tionen der noch unbestimmt gelassenen Griéssen (£)) (A = 4,,.. - ar) 
ergeben, welche Potenzreihen von ~ zu Coefficienten haben. 

Aus den Differentialgleichungen 


¢ 
(19) Eve > sit (Eu.)o (A, way, . ee Ar), e 
B 


welche aus (17b) durch Einsetzen des Ausdrucks fiir z. und Nullsetzen 
von gm entstehen, ergeben sich die (&)) (A= 4,,...4,) als Potenz- 
reihen von y mit willkiirlichen Anfangswerthen. Mithin erhalt man 
aus den Recursionsformeln (18) und den Differentialgleichungen (19) 
fiir (€2)o, (&);,.+. Potenzreihen von w, welche r willkiirliche Con- 
stante enthalten. So lange wir nicht wissen, ob die so berechneten r 
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linear unabhaingigen Potenzreihensysteme €, von p und w auch dem x 
Differentialgleichungensystem i 


Be 7 Buate (Bm ds... m) 


wirklich geniigen, also ausser (A) — alle tibrigen aus (17b) abzu- 
leitenden Recursionsformeln erfiillen, kénnen wir nur behaupten, dass 
zum Exponenten p® nicht mehr als r linear unabhingige Lésungen 
fa = yp” €, des Systems (17) gehéren. Die auf dem angegebenen 
Wege gefundenen r linear unabhingigen Ausdriicke 2, — m” €. miissen 
aber wirklich Lésungen des Systems (17) sein, weil sonst die Gesammt- 
zahl der Lésungen kleiner als m sein miisste. 
Wir haben also den Satz: 


Tritt unter den Grossen p,, .. +. Pm keine ganzzahlige Differenz 
auf und ist pa=p° fiir 4=—A4,,...4,, so besitet das kanonische 
Differentialgleichungensystem (17) in der Umgebung der Stelle (a, b) 
oder p=, ~ =O des singuldren Gebildes p =O r Lisungen von 
der Form 
(20) a) = oP £,(" — a, - b)a (A=A,,. -+ As), 

(a= 1,... m) 
wo 4(% —a, y— b), Potenzreihen von x —-a, x —b_ beseichnen, 
welche nicht siimmtlich durch  theilbar sind. 

Il. Es sei nun 


gale ot 


pe =p fiir A° =A, ... ap, 
sop & £ wt’, ...%, 


PM ig IO IES 


Pym = p™ fiir AM me a, 2 2. aD); 
die Differenzen p® — p'= d’, - p*—) — p™ = di seien ganze 
positive Zahlen, wiihrend keine andere Grosse pa mit p°, p’,... p™ 
ganzzahlige Differenzen bildet. 


Das System (17a) besitzt eine Gruppe von r° + r'+---+ r 
Lésungen *) 


» 2 =o" 2 os, 
Ze = 98 Zio +r Zao) logo, 


THT nt he 3 


(n) (n) (nm (n— n— 
Zit ) iad 2 Moles + 9’ 2! (ea le log 
+ +++ p” Z2(@) ym (log y)", 


*) Math. Ann. Bd. 39, 8. 401, 




















hee pA lr EEE AL oF oe 


<cancrr, 
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wo simmtliche Gréssen, Z.(q) Potenzreihen von g mit von a ab- 
hingigen Coefficienten sind. Es miissen wie vorhin m Lésungen des 
Systems (17a) von der Form 

a = 0,24 4++--+ OnZe” 
vorhanden sein, welche auch dem System (17b) geniigen. Wenn aber 


ein Ausdruck von der angegebenen Form eine Lésung von (17) ist, 
so gilt dies auch schon von 


(21) & -»> Cp Z) ‘ a oe a a | > as Zi) 
a i 


a(n) 
= pF E (p) + pr? EP P(g) log p + --- 


+ p” £2 (@) (log @)*. 


Denn wenn Zg-+ 2,+---, wobei 
Ba PE) 4 gr) gm log p+ --- 


Za = pPME™ 4 ge EE) log g + - 
u. s. Ww. ist, dem System (17b) geniigt, so ist 


. ae”) . 
gr (+ -2 Sap & ¢! ) 
+ ours (SE s S wi w) log ¢ 


- G 
+99) (#8 - Ss Sup &" #) 
(n—1) 
4g) (Se ie svt —_ 7 — 


di ek. x eh . 2 6 wey 


wenn aber zwischen den Gréssen p, p,... keine ganzzahlige Differenz 
besteht, so miissen die einzelnen Glieder des angeschriebenen Aus- 
drucks fiir sich verschwinden, und folglich sind schon 2, Z,... 
Lésungen von (17b). 

Setzt man den Ausdruck zg, in das System (17) ein, so erhilt 
man die Gleichungen 














(i) . 
: ap — p a8) ef _ (n oe Py + 1) gt gé-9) 
a ing 

ap &) (i= 0, 1,...). 
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Fiir die Coefficienten der Potenzreihe 


Pp) = (Eo + (6), + 


ergeben sich aus der ersten piniaennehene die Recursions- 
formeln 


(pa — vp) (2 )o = 0, 
(pe — p® — 1) (2) + 2 Rap (to = 0, 


(Pa — p — a) 0) 2a 4 > Reale We +: 


+ Re — @ 3+ DE =o, 


(22) ie — yo — do — dé) (ea apai—2 - 
+ 2 Rép (65 a@pat—0_1 Sie oo ps ailing (cho ot 
B 


~ —i - ) « — 1) = 0, 


(Pa—p'9—d0—...—d’ ve! a4 ta’ +2 Rig Bik +a 


s a REM +44) (Eo — (nm —i + (6) a0—n4..44' = 0. 
& 


Hiernach verschwinden die Gréssen (¢{"), mit Ausnahme der zuniichst 
unbestimmt bleibenden (€%)))o; (€2),, ... (6f’)e@—1 lassen sich durch 
die (¢{})), ausdricken. Wegen Pyi-1) — p' —d® = 0 bleiben die 
(¢{0-1)a unbestimmt, wiihrend sich die (EM7))o durch die (Esto 
ausdriicken lassen. Da die Gréssen (€{-")o, (6), .. . (°° )ae—a 
durch (£47"}))) und (¢{?)), darstellbar sind » 80 ineie sich (¢°)20, 
(6! )atoar,... (&)ato4a—v-4 ausdrticken durch (EMi)o und (E10 _1)al. 
Wegen Pig—x — p® — d® — dé) —0 bleiben (£ fie-a)a4al—2) un- 
bestimmt, und (£j(2))aé—1) werden auf (£‘%,)o und (6\0_-»)aé-) zuriick- 
gefihrt. Da sich (¢/")0—n, (66 ™)a0—o, ... COM) ae gati—4 


durch (Ee do und (¢ ic »ai—0 darstellen lassen, so werden 


()esai—o, ()aOpat—oga, 2. . (KMOaw 4ali—D4ai-2)4 
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ausgedriickt durch (g yo," ( pao, (E)-atdpai-D. Usw. Schliesslich 
lassen sich alle Gréssen (¢{"),, v >d +-.-+ da’ ausdriicken durch 
(65) 0» (E3t-1)a, tae (Eady pa". 


Aus den zu den Werthen i,...m” gehdrigen Recursionsformeln 
ergiebt sich, dass sich 


(¢% (no durch (Eero » 
(gota » — (EMdor ESa—wam, 
(60 _-a))alid 4al@—1) ” (E00). mat (E50, 2am 4ae—1) , 


(BP )ato4par ” c, 0» (eR-wda, te 


(g,—4 Jal) 4. a(™—i-1) 


ausdriicken. Vervollstindigt man diese Tabelle mit Riicksicht auf die 
obigen Entwicklungen, so enthalten die einzelnen Zeilen die folgenden 
Gréssen : 


(1) (),., CO), -.- Mor, 
(2) (eo, (Das, wee (PP )aoqai—o-1, 
(?) CE)». +a’, (SP )ao4.-a'41 in inf, 


und zwar sind die in den einzelnen Zeilen enthaltenen Gréssen aus- 
driickbar durch 


(1) (ESim)o» 
(2) (a or (ie-n) ans 
(i) (e.),, (en 1)) an)» o" © (Ce) amr. -q("—i-++1) * 


Ueberhaupt lassen sich simmtliche Coefficienten der Reihen g. a Cn) 
ausdriicken durch die unbestimmt bleibenden Gréssen 


(Extm)o» (Exim) am» see (Fanaa 
in der Zahl r° 4 7’ +... + rl, 
Aus den Differentialgleichungen 


Fe WD Stl (n) 


ergeben sich mit Riicksicht auf die soeben abgeleiteten Resultate Glei- 
chungen von der Gestalt *) 





*) Der Index w“) durchliuft hierbei dieselben Werthe wie 2, 
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a (8%, 
2) 82h a (Ca) 





ul”) 
0 sey n— n 
Ci»), e ’ “= Ps Syn—1) y(n) (E01) am) 
pln—l) 
(23) a a Syn—t) (0) (Exim) o> 


™ 


(m) 
ates (dais on a - Ste oo) atm) gpa’ 


+2 Saw (Er )arrgnnpa ++ + P 4 Sy yim (Siem) 0» 
ul”) 
deren Coefficienten Sim. n)y «++ Sp,(m) Potenzreihen von y sind. Aus 
diesen Differentialgleichungen erhalt man fiir (Eom) o Potenzreihen von 
vy mit r willkiirlichen Constanten ¢,), fiir (é' io—») ain) Potenzreihen 
von w mit r—) + r™ willkiirlichen Constanten ¢&(n-1), &(n) U. 8. W., 
schliesslich fiir (¢5))am)4....4* Potenzreihen von p mit r°-+-r’ +--+ rl 
willkiirlichen Constanten &, &', . . - & nx). Hiernach enthalten die 
Gréssen (€°), fir v= 0,1,2... sowie (6%), ()., 2... (ews 
(¢=1,...m) die willkiirlichen Constanten ¢,.,, die Gréssen (€2)a+» 
fir v=0,1,2... sowie (EM)ao, (Jair, ... ()a@4..40'—1 
(¢=2,...m) die willkiirlichen Constanten @, 1), &(n) U. 8. W.; 


schliesslich die Grossen (¢&)aim4..4a'4> flr v= 0,1,2... die will- 
kiirlichen Constanten ¢& , &’, .-- Eqns 


Setzt man «=O, ... & m=, so verschwinden die Grdssen 
oe a , und da auch (6), (),, see (Etna 
gleich Null sind, so kann man 


£2 (g) = g++" Co (g)o 
setzen und erhalt die Lésung 
a= 9" ba(P)o 
mit den 7° willkiirlichen Constanten ¢,» oder r® Lésungen von der Form 
an = o” weieat 
Setzt man weiter g—= 0, & =O, ... &(n) = 0, so verschwinden 
e be, eee er, sowie &,, . _ 2 ) d0)4ta’—15 (eo, 


(6am gpa” a5 man kann 
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ge (p) = gt +42" £5 (g),, 
E(p) = get” Bp), 
setzen und die Lisung 2, erhilt die Form 
fa = 9” fa(p); + 9” ba(H), log p 


mit den yr’ willkiirlichen Constanten e,, sie zerfallt also in die r’ 
Lésungen 


ee) = 9 Sa(p)x +p Sa(p)x log g. 
U.s. w. Man erbilt auf diesem Wege r° + r° + ----+ 7 Ausdriicke 
2, 2... 22), Da aber bei der Herleitung nicht der ganze 
Inhalt der Differentialgleichungen 


Ts ‘ 
“Fe Dy Son, 
hd 


sondern nur einige daraus hervorgehende Recursionsformeln benutzt 
worden sind, so wissen wir nicht, ob die gefundenen Ausdriicke wirklich 
Lésungen des Systems (17) sind. Wir kénnen vielmehr nur behaupten, 
dass sich auf dem eingeschlagenen Wege hdchstens r° +- r’ + ++» + rl 
Lésungen des Systems (17) ergeben, Da wir aber wissen, dass die 
Gesammtzahl der Lésungen gleich m ist, so miissen die gefundenen 


ritr’+.--+r” Ausdriicke wirklich Lésungen des Differential- 
gleichungensystems (17) sein. 
Wir haben also den Satz: 


Zu einer Gruppe von Grissen py =p, par =p’, ..+ Dyn = p™ 
von der angegebenen Beschaffenheit gehdrt eine Gruppe von Liswngen 
der kanonischen Form (17) des Systems (1) von der Gestalt 

= = p” ba(x —a, y — bx, 
ae’ =o" f(a — a, y — by 
+ 9” fa(z — a, y — bx log @, 
(24) os ee ae a 
(2) a pr E") (7 i, = b) 1m) 
+ ger" Ce — 4a, y¥ — b)ym log p+--: 
+ ” fa(a — a, y — b)yw (log p). 
Alle darin enthaltenen Grissen €,(2 —- a, y— b) sind in der Um- 


gebung einer gewihnlichen Stelle (a, b) des singuliren Gebildes py =0 
in Potenzreihen entwickelbar, wnd zwar sind die m Reihen 


(e—a,y—b)yw (a=—1,...m) 
nicht séimmtlich durch  theilbar. 
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Die Form der Lésungen des kanonischen Systems (17) geht also 
aus derjenigen des Systems mit einer unabhingigen Veriinderlichen*) 


dz 
52 = pata + © >) dep tpt \(a, B=1,... m) 
B 

dadurch hervor, dass man 2?°, a”, ... 2?) durch p?’, p”,... p?™, 
log x durch log » und die Potenzreihen € von x durch Potenzreihen 
von z— a, y — b ersetzt. 

Wir haben noch den Fall zu betrachten, dass x =a, y = b oder 
gy =0, »=O0 eine der in § 1 hervorgetretenen Ausnahmestellen ist. 
Dann haben die Coefficienten des kanonischen Systems (17) die Gestalt 


( _ Wh Sap 
Rey em 


wo | eine ganze positive Zahl, %,3, Sap Potenzreihen von w sind. 
Um wie in Nr. I die zu der r-fachen Wurzel pz= p® (A= A,,...4,) 
gehérigen Lésungen zu ermitteln, berechnet man die (&), als Func- 
tionen von wy aus den Gleichungen 


a (ti), 
(19) yt Do SS be Ay wise), 
“ 


wahrend alle iibrigen (£.), gleich Null zu setzen sind. Die Gréssen 
(fa); +++ ergeben sich sodann aus den Recursionsformeln 


(pa — »° — 1) (&) + = 
B 





a 
(18’) a! (E8)o ’ 


Hiernach wiiren diejenigen Stellen (x, y), an welchen wy verschwindet, 
singulire Stellen des kanonischen Systems (17). Nach der allgemeinen 
Theorie der linearen Differentialgleichungen (Fughs, Crelle’s Journal 
Bd. 66) haben die Lésungen (£,), des Differentialgleichungensystems 
(19°), wenn wir sie frei von Logarithmen voraussetzen, die Form 


(Ea)o = 02 (Galo, 
wo (gj) eine nach positiven und negativen Potenzen von y fort- 
schreitende Reihe ist. Ausdriicke von derselben Gestalt ergeben sich 
aus den Recursionsformeln (18) fiir (f4),,.... Das System (17) hat 
demnach r Lésungen von der Gestalt 


ba = 9? W9((ga)o + 9(Ga) + °° +), 


wo (Ja)o; (Ja)j; +--+ nach positiven und negativen Potenzen von ~ 
fortschreitende Reihen sind. Dieselbe Form mit anderen Werthen der 


*) Vgl. Math. Ann. Bd. 39, S. 398— 402. 
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Constanten haben die Lésungen des Systems (1), wie aus der Trans- 
formation von (1) in (17) hervorgeht; schreiben wir dafiir 


Za = pry? ((Ga)o + 9(Ga); + °° ), 
so kénnen wir Y=—gq annehmen. Aus der Gestalt des Systems (1) 
geht hervor, dass seine Lésungen in der Umgebung von (a, bd) an 
solechen Stellen, welche dem singulairen Gebilde g(x,y) =O nicht 
angehéren, in Potenzreihen entwickelbar sind. Daher muss g eine 
ganze Zahl sein, die wir gleich Null annehmen kénnen; ferner miissen 
fiir alle hinreichend kleinen Werthe von € in der Entwicklung von 


(Ga)o + & (Ja) + é (Ga)> + eee 
die negativen Potenzen von w wegfallen, es diirfen also in (9a)o, 
(Ga),,-+-+ keine negativen Potenzen von # auftreten. Mithin ist 


2a —_ gp? Ses 
wo € eine Potenzreihe von , w oder von «—a, y — db bedeutet. 


Aus dem Zusammenhang zwischen ¢, und Z, ($§ 1, 2) ergiebt sich, 
dass die Lésungen des Systems (17) die Form 


° Ba (Ms »), 
2(2) = gp? —— 
haben, wo {.(m, %), eine Potenzreihe von g und y, J eine ganze 


Zahl bedeutet. Kine ahnliche Ueberlegung lisst sich bei Nr. II an- 
stellen. 


Fiir den Fall, dass «=a, y=b eine Ausnahmestelle ist, sind 
die Sdtze tiber die Form der Lésungen des kanonischen Systems (17) 
insofern abzudndern, als hier die in (20) wnd (24) auftretenden Func- 
tionen § Potenzreihen von p und w sind, welche eine endliche Anzahl 
negativer Potenzen von w enthalten kinnen. 

Ferner haben wir den Satz: 


Das an dem singuliiren Gebilde reguliire System (1) besitet in der 
Umgebung einer jeden Stelle des Gebildes » =0, an welcher nicht 
gleichzeitig 49. und e. verschwinden und durch welche kein anderes 


singuldres Gebilde geht, ein Fundamentalsystem, dessen Lisungen die 
Form 


sq = gy? i 
oder die Form , 
fa = 9? (ba + Sa log p+---) 
haben, wo die {,... in Potenzreihen von x — a, y —b entwickelbar 
sind. 
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§ 4. 
Behandlung eines Differentialgleichungensystems von besonderer Form. 


Wir wollen nunmehr dem System (1) fiir den Fall, dass h = 0 
ist, eine besondere Betrachtung widmen. Durch Behandlung des 


Systems 
62, 
? Ga = > Act #p 
B 


02, 
7) dy = 2 Bas &p 


welches fiir m=—2 und m=3 in §9 und § 10 der Habilitations- 
schrift des Verfassers untersucht wurde, wird die gegenwiirtige Arbeit 
in etwas nihere Verbindung mit jener gebracht werden. Indessen soll 
das System (25) hier nur in solchen Fiillen betrachtet werden, in 
welchen simmtliche Lésungen in der Umgebung der Stellen des singu- 
laren Gebildes g = 0 frei von Logarithmen sind. 

Das Differentialgleichungensystem mit einer unabhingigen Ver- 
ainderlichen 


d 
a = >) dep + aap + +++) yp (a, B=1,... m) 
8 





(25) (a, B=1,...m), 








x 


besitzt an der singuliren Stelle «—0O ein von Logarithmen freies 
Fundamentalsystem, wenn die charakteristische Determinante 


|@as — p9ap| 
lauter einfache Elementartheiler p — p,, ... p — pm besitzt und wenn 
zwischen p,, --- Pm keine von Null verschiedene ganzzahlige Differenz 


besteht. Sind ganzzahlige Differenzen zwischen p,,... pm vorhanden, 
so existirt nur dann ein von Logarithmen freies Fundamentalsystem, 
wenn die Coefficienten azg,... besondere Bedingungen erfiillen. Da- 
gegen treten nothwendig Logarithmen auf, wenn die charakteristische 
Determinante mehrfache Elementartheiler besitzt.*) Sieht man von 
besonderen Beziehungen zwischen den Coefficienten agz,... ab, so 
ist dann und nur dann das zur singuliren Stelle « = 0 gehdrige 
Fundamentalsystem von Logarithmen frei, wenn die Elementartheiler 
der charakteristischen Determinante simmtlich einfach sind und wenn 
zwischen den Wurzeln der charakteristischen Gleichung keine von 
Null verschiedene guanzzahlige Differenz auftritt. Wir wollen in dem 
gegenwirtigen Paragraphen die entsprechende Frage fiir das System 
(25) zu beantworten suchen. 


*) Math. Ann. Bd, 39. 
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Durch Einfiihrung der Verinderlichen*) g, y wird das System (25) 














ap 2p 
(26) . 8 (a, B=1,...m), 
ap 28 
wobei 
Lop = te = 19+ leg + - 
cr2 a 
Nesta Aap Oy Pee ae — U2 + 9M +-:- 


ist, und zwar sind LS, Leg, vou M3, M.,, = von 


wy, wenn an der Stelle z—a, y=b oder p=0, p=0 | 3. und 


st nicht gleichzeitig verschwinden. 


Das Differentialgleichungensystem (26) kann nur dann an dem 
singuléren Gebilde @ = 0 ein von Logarithmen freies Fundamental- 
system besitzen, wenn die Determinante 


|Z, — po,9| 
lauter einfache Elementartheiler p— p,, ... p—pm hat. Durch 


lineare Transformation der Variablen ¢,, ... %m bringen wir das System 
(26) auf die Normalform**) 
az, ; 
°7 “he + > Pap aa + - 
(27) 6 (a, B=1,...m), 


BD Onn + 9 3 Gives + 


worin die p, constante Gréssen, P, _ ve Qs, Qa» ... Potenzreihen 
von w sind. Qo) kann nur dann von Null verschieden sein, wenn 
Pp — Pa=1 ist. Wenn 

po =p fir e® Indices 4°, 


, 


pyr =p » e ” i, 








Pn) = p ” el”) ” Am), 
wenn weiter 
p° —p'=p'—p'= eee = pi) — p™ =—1 
ist, wahrend keine der Gréssen pa gleich p® + 1 oder gleich p™ — 1] 
ist, so sagen wir, die Gréssen po =p", pry =p’, .-- Dyin) = p™ 


*) Vgl. § 1. 
**) Vgl. § 2. 
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bilden eine Gruppe. Die verschiedenen Gruppen bezeichnen wir durch 


P,o= Pas Py =Pa,-- +P (ra) = Pe a) (w= 1,2,...); statt A("a) 


und po) schreiben wir wie friiher einfach A, und pe, wo es zweck- 
miissig erscheint, Die Substitution 


(28) ae 920, oy = 94, ere # (*e-1) = 94 (n_-1) a, = Z, 


(am1,2,...) 


in Verbindung mit einer linearen Substitution fiihrt die den Indices 
4°, 4, ... 4 entsprechende Gleichungsgruppe 


0240 
Ze =Pyte +---, 
02, 





55 =P ax +- 





021m) 
; heed ate Zn) +° 
Pod 
p Oy — t:--, 





oot (0) 
— 2) Or te + 
9 iit 0%, oe 
a(™) g(n—1) 8 (n—1) 


aln—)) 





iiber in 


OZ, 
P Te = (p’ — 1) Ze + 
oZ 
> =(p'—1)4+-- 





az (n—1) 
~~ = (pe) ren 1) Zyn-1) +: "9 
eZ a(n) 
P Op — p” Zin) +: 
OZ, 
te = ate rey 


st ie Zn 
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eZ a 
-> Q-1) yin—2) Zyin—2) oes 
yl(n—2) 
OZ in) , 
ow sine 


Wir kénnen annehmen, dass durch unsere Transformation die 
(n-+-1)-gliedrige Gruppe p®, p’, ..., p™ auf die n-gliedrige Gruppe 
p’—1, p’ —1,... pe» —1—p™ reducirt wird, da wir wegen 
p-) —1—p™ nach der Transformation die den Indices 4("— und 
A™ entsprechenden Gleichungen zusammenfassen kénnen; eine noch- 
malige Transformation fiihrt die n-gliedrige Gruppe p°—1, p’—1,... 
p"-) — 1 = p™ wiederum auf die (n — 1)-gliedrige Gruppe p® — 2, 
p —2,... pe) —2 = p®-) —1— p™ wzurick u.s.w. Durch 
die m-mal wiederholte Transformation (28) (jedesmal in Verbindung 
mit einer linearen Transformation) reducirt sich die (nm + 1)-gliedrige 
Gruppe auf die eingliedrige Gruppe p™ == p®—) —1—=..-=— p’—(n—1) 
=p*—n. Es tritt also schliesslich an Stelle jeder mehrgliedrigen 
Gruppe p®, pi, ... p"@) eine eingliedrige Gruppe pa; die Schwierig- 
keiten, welche uns in § 2 bei willkiirlichem & begegneten, kénnen im 
Falle kK = 1 nicht auftreten, da hier aus verschiedenen Gruppen her- 
vorgehende Gréssen nach der Transformation nicht zu einer einzigen 
Gruppe zusammentreten kiénnen. So erhiilt das Differentialgleichungen- 
system (27) die kanonische Form, welche aus Gleichungsgruppen von 
der Gestalt 

— , 

® 5. mean ptr be 
(29) (A==A°, 2’,... 4) 
ip Ze t- 





besteht. Dem sited leniaiadia System kénnen wir die Form 
geben 














dZ, 
9 Ge ta Le +9 2 Bieta t 
(30) Z2 (a, B =1,... m) 
a8 
indem wir 
Team fy asso ae Ty) = P 


setzen. In der kanonischén Form tritt also an Stelle einer jeden 
Wuerzel der charakteristischen Gleichung 


| Lop > poap\ “n't 


Mathematische Annalen, XLII. 
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von (26), welche einer Gruppe p°, p’,... p™ angehdrt, die letzte 
Warzel p = p™ dieser Gruppe. Besteht zwischen diesen letzten 
Wurzeln p,,...),...- keine ganzzahlige Differenz, so sind simmtliche 
Lésungen des Systems (30) uad also auch simmtliche Lésungen des 
Systems (25) an dem singuliiren Gebilde g = 0 voén Logarithmen frei. 
Der Indicesgruppe 4°, 4’, ...A4™ entspricht eine Gruppe von Lésungen 
des Systems (30) von der Gestalt 


ry (2? a 
Z = g” z= - 
(2% a 
ZS ) = gp’ Z, ‘ 
Z2") = g” Za"), 


wo simmtliche Z, Potenzreihen von » und w sind. Mit Riicksicht auf 
die Transformationsformeln (28) ergiebt sich, dass die entsprechenden 
Liésungen des Systems (25) die Form haben 


of” =p" ba(xv—a, y — b)y, 
a = @" f.(e —a, y—d)x, 


= y” £,(% —a, y— bd), 


wo die £ Potenzreihen von «— a, y — b darstellen, 

Sollen stimmtliche Lisungen des Differentialgleichungensystems (25) 
in der Umgebung der Stelle (a, b) des singuliren Gebildes » = 0 (fiir 
welche ye und $e nicht beide verschwinden und durch welche kein 


anderes singulires Gebilde hindurchgeht) von Logarithmen frei sein, so 
muss die aus (26) gebildete charakteristische Determinante 


|Lep — p%as | 


lauter einfache Elementartheiler p — p,, ..- P — Pm besitzen, Ist diese 
Bedingung erfiillt, so ist wirklich ein an dem singuliéren Gebilde g = 0 
von Logarithmen freies Fundamentalsystem vorhanden, wenn nur, falls 
zwischen zwei Wurzeln p, und p, eine ganzzahlige (positive) Differenz 
besteht , stets auch px — 1, pa — 2, «-- Pu +2, Pu +1 der charakte- 


ristischen Gleichung geniigen. Einer Wurzelgruppe 
pe =p? (4° =A, ... ad), 
pr =p’ (a =A... a), 


) ( (n) 
Pyny = p™ (a" = Ay",... arm)» 








uf 
on 


5) 
tir 


a1 


ese 
ills 
ne 
‘te- 





Systeme linearer Differentialgleichungen. 951 


fiir welche 
P=pt+n, p=pt+n—l,... pev=p+1, p= p 
ist, wiihrend keine andere Wurzel sich von p um eine ganze Zahl 


unterscheidet, entspricht eine Gruppe von e° +- e’ + +--+ &) Lisungen 
des Systems (24) von der Form (31). 


Dass die Gréssen 7,,...%m der kanonischen Form von der Wahl 
der zweiten Veriinderlichen y unabhiingig sind, erkennt man auf 
folgende Weise. Fiihrt man an Stelle von w eine andere Variable 
derart ein, dass 

Y= f (9, y’) 
ist, so geht das kanonische we tiber in 


p = - 2 (Rep + 9 ol Ses) 7 


a an], ... m). 
— («, B ) 
oy ed Oy 8h %e 
Die erste Gleichung schreibt sich 
024 
YP op = .8a+°*+ 
also sind die Gréssen 7,, ... % dieselben geblieben. Da aber der 
oben angegebene Zusammenhang zwischen den Wurzeln p,, ... pm 


der charakteristischen Gleichung des Systems (26) und den Grdéssen 
1) +++ %m von der Wahl der Variablen ~ unabhingig ist, so sind 
die Wurzeln der Gleichung 


| LS nomen P%ap\ = 0 


dieselben, wie man auch ~ wihlen mag. Fiir gp =0,o=—1, p=z 
geht die charakteristische Gleichung iiber in 


7) ! 
| dep —p ny Dap | =0, mod. p 
fir ga=1,6=—0,y~y=—y in 


| Bos — p $2 ; ? dep |=0, mod. g. 


Diese beiden Congruenzen haben dieselben Wurzeln p,, ... Pm 
vorausgesetzt natiirlich, dass g die beiden Veriinderlichen z, y ent- 
hilt. Man kann also aus dem System (25) direct ohne Einfiihrung 
neuer Variablen die Wurzeln der charakteristischen Gleichung und 
ihre Vertheilung in Gruppen ermitteln. 

Bei der Darstellungsweise (31) der Lisungen des Systems (25) 
tritt immer nur die letzte Warzel p einer Gruppe als Exponent auf. 

17* 
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Es ist aber denkbar, dass die Lésungen der Gruppe so geschrieben 
werden kénnen, dass ein Theil der Lésungen zu den Exponenten 
p’, p’, ... p®-» gehért, indem simmtliche Functionen 


fa(% — a, y — b)ww (a= l,... m) 
durch g theilbar werden. 


Diese Frage soll bei einer anderen Gelegenheit erledigt werden. 


Rehbach im Odenwald, Mai 1892. 


SSS ee 

















Ueber Kronecker’s Definition der Gruppe einer Gleichung. 
Von 


Oskar Bouza in Chicago. 


Die Untersuchungen, welche Kronecker*) in § 11 der Grundziige 
einer arithmetischen Theorie der algebraischen Groéssen entwickelt, ent- 
halten eine neue Definition der Gruppe einer Gleichung. Diese 
» Kronecker’sche Definition“ und ihr Zusammenhang mit der Defi- 
nition von Galois und Jordan bilden den Gegenstand der folgen- 
den Betrachtungen. 

Es sei 
(1) f(x) = 0 
eine Gleichung n' Grades, deren Coefficienten einem gegebenen 
Rationalitiitsbereich (2t’, R” ...) angehéren, und deren » Wurzeln 
&,, &...&s von einander verschieden sind. 

Mit » unbestimmten Grossen u,, U2)... Uy bilde man die n!-werthige 
Function 
(2) Vi = m8, + +--+ nbs 
ihre m! verschiedenen Werthe sind die Wurzeln einer Resolvente des 
Grades n! 

(3) G (V3 Uy, Ue, +. . Un) =O 
wo G@ eine ganze Function von V; w,, u.,..., bezeichnet, deren 
Coefficienten dem Rationalititsbereich (Jt', R”’ . . .) angehéren. 
Sei g(V3; uy, Ua, -.+ Un) derjenige irreductible Factor von G, 
welcher die Wurzel 
Vi = Vy = m8, + ub +--+ + tn€, 
besitzt. 
9g(V; U, U,-.. Un) ist ebenfalls eine ganze Function von 
V3 thy, thoy 2» Un, 
deren Cofficienten dem Rationalitiitsbereich (9, 2%” ...) angehdren. 


*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 92. 
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Als Function der » unbestimmten Grossen u,, u.,.. . U,» betrachtet 


gehort g(V; u,, %,... Un) zu einer ganz bestimmten Gruppe [ von 
Substitutionen zwischen den Elementen u,, u,,...t%,. Es soll nun 
gezeigt werden: 


Ersetzt man in den Substitutionen von [ iiberall den Buchstaben 
u durch den Buchstaben &, so erhilt man gerade die Galois’ sche 
Gruppe der Gleichung (1). 

Beweis: 


a) Die simmtlichen Wurzeln der irreductibeln Gleichung 
(4) GV; 6, Hy, .-. tn) = 0 
ergeben sich aus einer derselben, z. B. 

V, = m8, + 8, + ++ + tba 
durch Anwendung gewisser Substitutionen 
(5) a, e, 5,...8 
zwischen den Wurzeln &,, &,...&, sodass 
(6) g(V) = (V—VY) (V ~ Va) (V— Vo)... V— Vi). 
Statt dessen kann man aber auch die Wurzeln von (4) aus V, ableiten 
durch Anwendung gewisscr Substitutionen 
(7) — 5, @ 8. 
zwischen den Elementen u,, Uo, - = denn ist 
_ (HE &, - 7) 
. Uji, Wi, - + . Uj 
on. *): 
ty Uy... 


so hat die Substitution 


also die inverse derjenigen Substitution die aus a durch Vertauschung 
der Buchstaben w und & hervorgehen wiirde, dieselbe Wirkung auf 
V, wie a: 
(8) Va = Va; 
und bei analoger Bezeichnung: 
— ae Y= Vi; 
also kann man auch schreiben 
(9) g(V) = (V— V,) (V— Va) (V— Vg). ..(V— Ni). 

b) Die Substitutionen (7) bilden eine Gruppe. 

Zum Beweis wende man auf die Function g(V3; u,, u,, ..~- tna) 
irgend eine Substitution 6 zwischen den Elementen w,, u,,... tna aD; 
so ist die resultirende Function gg(V; u,, %,,... Wn) wieder irreductibel, 
Denn wire g, in rationale Factoren zerlegbar, so wiirde durch An- 
wendung der inversen Substitution o—' folgen, dass auch g selbst 








0 
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reductibel wire, was gegen die Annahme ist. Man beachte, dass fiir 
diesen Schluss die Unbestimmtheit der Gréssen u wesentlich ist. 

Ist nun insbesondere 6 eine der Substitutionen (7) z. B. 6 = a, 
so haben die beiden irreductibeln Functionen g(V) und ga(V) die 
Wurzel V_ gemeinsam, sie sind also identisch 


(10) ga(V) =9(V). 

Daraus folgt aber unmittelbar, dass die Substitutionen (7) eine Gruppe 
bilden, [’; und aus der allgemeinen Theorie*) ergiebt sich dann weiter, 
dass die Gruppe [T der Function g(V; u,, u.,... ta) mit der Gruppe 
[’ identisch ist: 

(11) Pr’ =f, 

c) Mit den Substitutionen (7) bilden gleichzeitig auch die Sub- 
stitutionen 
(12) lot, o*,...§*, 
die sich von ihnen nur durch die Bezeichnung unterscheiden, eine 
Gruppe, G; also auch die inversen Substitutionen (5) und zwar ist die 
letztere Gruppe mit der Gruppe G identisch. 

Die Substitutionen (5) bilden aber nach Jordan’s Definition**) 
die Gruppe der Gleichung (1), und damit ist die oben ausgesprochene 
Behauptung bewiesen. 

Der wesentliche Unterschied zwischen der Kronecker’ schen und 
Jordan’schen Definition besteht hiernach in folgendem: 

Herr Jordan beweist zuniichst, dass das System der Substitutionen 
(5) die beiden Galois’schen Fundameutaleigenschaften besitzt und 
zeigt dann mit Hilfe eben dieser Eigenschaften, dass die Substitutionen 
(5) eine Gruppe bilden. Dagegen gestattet die Kinfitihrung der Un- 
bestimmten w einen directen Beweis hierfiir ohne Benutzung des 
Galois’schen Fundamentaltheorems. 

Kine weitere Eigenthiimlichkeit der Kronecker’schen Definition 
besteht darin, dass sie eine directe Methode zur practischen Bestim- 
mung der Gruppe einer Gleichung durch rationale Operationen enthilt, 
und zwar wiederum ohne Benutzung des Galois’schen Fundamental- 
theorems. 

Zum Schluss werfen wir noch einen Blick auf die tibrigen irre- 
ductiblen Factoren von G(V). 

Wenn die Substitution o nicht zur Gruppe [ gehdért, so ist g,(V) 
einer der andern irreductibeln Factoren von G(V). Ist daher vy der 
Index der Gruppe und 


*) Z. B. Netto, Substitutionentheorie, § 30. 

**) Jordan, Traité des Substitutions Nr. 353, 354; vgl. auch meine Arbeit 
On the theory of substitution-groups etc. Nr. 63, American Journal of Mathematics 
Vol. 13, 
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(13) 6,= 1, 6,... G, 
ein System von Substitutionen, mittels deren die simmtlichen n! Sub- 
stitutionen aus den Substitutionen von [ durch rechtsseitige Multi- 
plication abgeleitet werden kénnen, so sind 


(14) 9(V); go,(V),--+G9a,(V) 
die simmtlichen irreductibeln Factoren von G(V). Sie gehéren als 


Functionen der Elemente u,,#.,...%, nach der allgemeinen Theorie 
beziehungsweise zu den Gruppen 


(15) lr, =f, f, —o,"To,,...f, = 6,—Te,. 
Es ist ferner 
9o(V) —_ (V— V.) (Vv— Vas) (V= Via) see (V— Via). 
Nun ist aber bei der oben benutzten Bezeichnungsweise, da 
(a6)—! == g—'q-!, 
Vae= Via; also 
(16) go(V) = (V—V,) (V— Via) (V— Vas)... (V— Vir) 
Die Wurzeln des irreductibeln Factors g,(V) gehen also aus V, eben- 
falls durch Anwendung der Substitutionen der Gruppe G hervor. 


Freiburg i. Br., im November 1892. 














Ueber ternire bilineare Formen. 
Von 
P. Murn in Osthofen (Rheinhessen). 


Derjenige besondere Fall, wo simmtliche Formen eines Biischels 
von terniren bilinearen Formen singulir sind, ist von Herrn Pasch 
gelegentlich seiner Untersuchungen tber bilineare Formen (Math. Ann. 
1891, Bd. 38, 8. 39 u. 40) beriihrt und theilweise erledigt worden.*) 

Die Untersuchungen iiber jenen Ausnahmefall mégen durch die 
folgenden Ausfiihrungen vervollstindigt werden. Es wird sich dabei 
zeigen, dass gerade der noch zu behandelnde Theil desselben bei der 
Lésung eines gewissen Zerlegungsproblems in Betracht kommt, auf 
das wohl zuerst Clebsch hingewiesen hat (in einer Abhandlung iiber 
die Connexe, Math. Ann. 1873, Bd. VI, 8. 205 u. 206). 

Wir gehen mit Riicksicht auf die Theorie der Connexe von bilinearen 
Formen contragredienter Verinderlichen aus und werden uns, da die 
Resultate auf algebraisch-geometrischem Wege erzielt und hier ins 
Besondere singuliire Formen der eben genannten Art betrachtet werden, 
zunachst mit den singuliren Collineationen in der Ebene befassen (§ 1), 
wodurch wir zu einer einfachen Lésung des erwahnten Problems ge- 
langen (§ 2). Dasselbe wird dann umgekehrt (§ 3), wobei interessante 
Identitiaten auftreten. sd 

Auf eine Reihe noch offener Fragen der Formentheorie, welche 
mit diesen Untersuchungen in enger Beziehung stehen, soll an geeigneter 
Stelle wenigstens hingewiesen werden. 


*) Es wird a. a. O. das identische Verschwinden einer gewissen simultanen 
Covariante der Grundformen des Biischels vorausgesetzt, dasselbe im Folgenden 
dagegen ausgeschlossen. 
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§ 1, 
Singulire Collineationen. 
1. Wir betrachten die bilineare Form > din rite (i, k==1, 2, 3) 


der contragredienten terniiren Verinderlichen 2,|2, |, 
welche wir mit f(xw) bezeichnen. Wir setzen ferner 


f(a) = "a: fi(u) =>'u f(a): (i=1, 2, 3), 
det f(x) =>) + 11 Ayo 43, = A, . ik» 


04; 


| 
und a, |t,| Us, 


adj f(x u) =a TU; = P(xU), 
(2, k — 1, 2, 3); 


p(x) =>; i (u) => ui g(x); (t=1, 2, 3). 


Wir fiihren jetzt in einer Ebene lineare Coordinaten ein und be- 
trachten a,| 2, |x, als Coordinaten eines Punktes x, w,|u,|u, als 
Coordinaten einer Geraden uw. Durch die Gleichung f(#u) = 0 wird 
alsdann dem Punkte 7 = 2,|%,| a, der Punkt x’ = f(x), |/(x), | f(x), 
zugeordnet. 

Die Beziehung zwischen x und 2’ heisst, wenn A von Null ver- 
schieden ist, bekanntlich eine ebene Collineation; sie wird auch eine 
eigentliche Collineation genannt im Gegensatz zu der Beziehung 
zwischen x und 2’ im Falle A = 0 ist, welch’ letztere eine uneigent- 
liche oder singuliire Collineation*) genannt wird. 

Sprechen wir von einer Collineation schlechthin, so ist stets eine 
eigentliche gemeint. 

2. Wir setzen jetzt A = 0 voraus, nehmen aber an dass (xu) 
nicht identisch Null ist (in Zeichen: (xu) ==0, A 0). 

Die Form f(xu) heisst in diésem Falle zweitheilig, da sich 
f(xu) auf die Form 

HO Up + ABL Ug 


bringen lisst, wo a, = a,x, + a@,x7,-+ a2, u. s. w. Die Geraden 
@,|a\e, und B,\6,|8, bestimmen einen Punkt p, die Punkte a,|a,|a, 
und 6,|b,|b, eine Gerade z. 

Bildet man zu xa,u, + AB,ug die adjungirte Form, so erhiilt 
man xAz,U,, wenn 


p= («B), m= (ba); 


*) Singuliire Collineationen werden im Zusammenhange betrachtet von Herrn 
Segre: Atti della R. Academia dei Lincei 1884, Serie 3, XIX. 
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genommen wird. Bei A =0 zerfillt die Form (au), wenn sie nicht 
identisch verschwindet. 


3. Da man die Geraden @ und £ im Strahlenbiischel p heliebig 
wihlen kann, so kann man die Form f(au) = 0 bei A= 0, (xu) S20 
in obiger Weise auf oo? Arten darstellen. 

Die singulire Collineation f(au) =O vermittelt in diesem Falle 
eine projective Beziehung zwischen den Strahlen des Punktes p und 
den Punkten der Geraden x. Dem Punkte p entspricht jeder Punkt 
der Ebene. Einem von p verschiedenen Punkte x entspricht ein Punkt 
z auf a, der homologer Punkt aller auf px liegenden Punkte ist, 
Jeder Geraden von p ist auf diese Weise ein Punkt auf a zugeordnet. 
Die Beziehung ist eindeutig, also projectiv. 

Man nennt desshalb bei zweitheiligem f(a”) die singuliire Collinea- 
tion f(au) = 0 auch eine Projectivitat (singuliire Collineation 
’ erster Art bei Segre). Wenn die Projectivitét f(au) = 0 eine Be- 
ziehung zwischen dem Punkte » und der Geraden z herstellt, sprechen 
wir von einer durch f(aw) = 0 gegebenen Projectivitiat », a. 

4. Ist m(au) =0, so zerfillt die Form f(aw). Jedem nicht auf 
einer bestimmten Geraden liegenden Punkte entspricht vermége f(a uw) =0 
derselbe Punkt, einem Punkte jener Geraden aber jeder Punkt der 
Ebene. Die singuliire Collineation /(@u) =O heisst in diesem Falle 
eine specielle bei Rosanes, eine singulire Collineatiou 
zweiter Art bei Segre. 

5. Ordnet man drei Geraden eines Punktes p drei Punkte einer 
Geraden z bez. zu, so giebt es eine singulire Collineation f(au) = 0, 
welche die so festgelegte projective Beziehung zwischen p und = ver- 
mittelt. 

Da man die Zuordnung beliebig vornehmen kann, so ist die Pro- 
jectivitit f(au) = 0, welche wir so erhalten, eine allgemeine zu nennen 
und umgekehrt jede Projectivitiit von allgemeiner Natur, so lange f(«w) 
uur den Bedingungen A = 0, p(au) == 0 unterliegt. 

Bei der Classificirung der singuliiren Collineationen dieser Art 
kann man nach den von Herrn Segre a. a. O. aufgestellten Grund- 
sitzen verfahren. Allen mdglichen Lagen eines Strahlenbiischels p 
gegen eine zu ihm projective Punktreihe x entsprechen die verschie- 
denen Classen von singuliiren Collineationen f(au) =O bei zwei- 
theiligem f(x). ; 

Fiir unsere spiiteren Betrachtungen sind besonders die Fiille von 
Iuteresse, in welchen durch das, einzeln oder gleichzeitige eintretende, 
Verschwinden der Invarianten 


b= Ay + Ag, + Ogg, bp = yy HF May HF Mg 


der Form f(zw) eine besondere Lage des Biischels p gegen die 
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Punktreihe a eintritt, wenn f(aw) =O eine Projectivitit p, a vor- 
stellt. 


Nehmen wir zuniichst an, die Invariante i, sei Null. Wir setzen 
nach 2 
f(au) = xe + ABLUa, peu) = xAnz uy; 
dann wird 
ip = xAx, 
und i, = 0 besagt, dass die Elemente a und p aneinander liegen. Also: 

Bei A=0, (eu) ==0, tg —0 werden durch die Gleichung 
f (au) = 0 die Geraden eines Punktes p der Ebene projectivisch auf die 
Punkte einer durch p gehenden Geraden x bezogen: 

Ist hingegen ¢ = 0 und i, zuniichst von Null verschieden, so 
erhalten wir bei obiger Darstellung von f(#u) 

i = #a3 + Abe = 0. 
Es kann aber ag = 0 gewihlt werden (2), also wird bei « = 0 auch 
b. = 0, m. a. W.: 

Ist durch die Gleichung f(au) = 0 eine Projectivitit p, x gegeben 
und ig = 0, so kann man im Strahlenbiischel p dadurch eine projective 
Beziehung herstellen, dass man einem Strahle a desselben den Strahl 
a’ guordnet, welcher p mit dem zu a homologen Punkte auf x verbindet. 
Man erhilt so zwei concentrische projective Strahlenbiischel, welche in 
Involution liegen, wenn die Invariante i Null ist. 

Nehmen wir schliesslich 7 und ty gleichzeitig gleich Null an, dann 
kénnen wir bei der Umformung von f(zu) a@—a wihlen; denn 


wegen ty = 0 liegt p auf x und @ kann beliebig genommen werden (2). 
Es wird so 


i= xm,+ Ap, =— Ap; 
da i = 0 ist, liegt a auf B und fallt demnach mit p zusammen: 
Bei i=0, ig =O werden durch die Projectivitét f(xu) = 0 die 
Strahlen eines Punktes derart auf die Punkte einer durch p gehenden 


Geraden bezogen, dass dem Strahle x des Biischels p der Punkt p der 
Punktreihe x entspricht. 


6. Die Form f(xu) sei wieder zweitheilig, 
f (xu) = ais Xu, (t,k —1, 2, 3) 


eine beliebige bilineare Form, A’ =>'+ 41 492433 U. Ss W., Wie inl. 
Die simultane Invariante 
rs) = Sais Qik (i, k od A, 2, 3) 


der Formen f(xu) und f’(au) sei Null. Bringen wir f(x) auf die 
bekannte Form (2), so ist 
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Os, = KAP; My 


zu nehmen, wodurch 
O=xd Sanpim (i,k = 1, 2,3) 


wird. 
© = 0 besagt also, dass die Elemente p und x ein Nullpaar der 
Form f' (au) sind. 


§ 2. 
Das Problem von Clebsch. 


7. Wir nehmen jetzt an die Formen f(au) und f’(xu) seien so 
beschafien, dass alle Formen des Biischels 9 f(au) + 6 f' (xu) singulér 
sind. Nun ist 


det [9 (zu) + 6f'(wu)] = eA + 9760 + 90°’ + oA, 


= Saran (i,k = 1, 2,3). 
Wir setzen also voraus, dass die Invarianten A, A’, 0, ©’ gleichzeitig 
verschwinden. 

Zerlegt sich eine der beiden Formen, etwa /(au) in @,%, 80 
zerlegt sich unter den gemachten Voraussetzungen auch die Form 

7] , . ‘ 
® (xu) = re (i, k = 1, 2, 3) 

und die zu ihr adjungirte Form, welche,wir mit Y(#u) bezeichnen wollen, 
verschwindet identisch. In der That wird fiir 

f (zw) _ Win Ua’ y 

f (xu) = KAZ Up + AB: Ua, 
A=A’' =0'=0 und O= (0) besagt (6), dass entweder (aBa’) oder 
(aba’) Null ist oder beide Determinanten zugleich verschwinden. In 
jedem dieser Fille zerlegt sich aber ®(au) und Y(xu) wird identisch 
Null*). 

Erfiillen also zwei Formen die Bedingungen A = A’=0=0'=0 
und eine zerlegt sich, so verschwindet ¥(xw) identisch. Sind dagegen 
beide Formen zweitheilig, so ist im Allgemeinen ¥ (xu) nicht identisch 
Null. Also: Unter den Bedingungn A= A =O = 0'= 0, 
Y (au) == 0 sind beide Formen f(xu) und f’(xu) eweitheilig. 

8. Unter den eben genannten Bedingungen kénnen wir also 

f = GU + Beta, 
af —_ Gy Up’ + Bip Ua’ 


*) Man kann zeigen, dass bei beliebigem f die Form ® zerfillt, wenn /’ 
zerfallt und © =0 ist, Vergl. auch Pasch, lc. 
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annehmen; dabei fallen weder die Punkte p = «@B und p' = a’ B’ noch 
die Geraden x = ab und x’ =—a’'b zusammen, da ¥ (xu) == 0 ist. 
(Pasch, l. ¢.). 

Weger © =O sind die Elemente p und a ein Nullpaar von der 
Form f' (xu), wegen 0’ = 0 die Elemente p' und z’ ein Nullpaar von 
{(au) (6). Es entspricht also dem Strahle p’p des Biischels p’ der 
Punkt w’a der Geraden a in der Projectivitit f(au) —0O und dem 
Strahle pp’ des Biischels p der Punkt az’ der Geraden z in der Pro- 
jectivitit f(au) = 0 (3). Also entspricht dem gemeinsamen Strahle der 
Biischel p und p in beiden Projectivititen der gemeinsame Punkt der 
Geraden x und x’. 

Wahlen wir also bei unserer Darstellung von /f(xu) und f’ (xu) 
in obiger Form @ = a’, so miissen wir a =a’ nehmen. Bei 
A=AN=0=0 =0), (ru) == 0 kénnen wir also f(au) und f (xu) 
so umformen, dass 

f (wu) = a, uy + B, u*, 
f (au) = a, ty + BLU, 
wird; dabei ist weder (@f') noch (abb’) Null. 

Setzen wir fiir den Augenblick 


Qty + Guy —= Tue, OBr + 6B, =Tt'7e, 
so wird (2) 
adj (0 f(au) + 6f (zu)) == Const. (acx) («yu) 

fiir keen Werth @| 6 identisch Null. Unter den gemachten Voraus- 
setzungen werden also alle Formen des Biischels @ f(xu) + 6 f’ (xu) 
zweitheilig sein, 9 f(~u) + of’ (xu) =O stellt ein Biischel von Pro- 
jectivititen dar. Bezeichnen wir eine Projectivitaét desselben mit P, TI, 
so liegt der Punkt P, auf a, die Gerade TT geht durch a und zwar 
entspricht dem Strahle « der Punkt a. 

Wir wollen die erhaltenen Resultate, durch welche der Fall 
det (0 f(zu) +6 f'(u)) =0, YW(eu) == 0 vollstindig erledigt ist und 
in Verbindung mit den Untersuchungen von Herrn Pasch der Fall 
der Singularitiét aller Formen eines Biischels iiberhaupt, in folgendem 
Satze zusammenstellen : 

Im Falle \= 0’ = 90 =0' =0, ¥ (xu) =|= 0 sind alle Formen 
des Biischels o f(xu) + of (xu) zweitheilig; durch die Gleichung 
o f (xu) + 6 f’ (xu) = 0 wird in derselben Ebene ein Biischel von Pro- 
jectivititen P, 11 geliefert. Alle Punkie P liegen in einer Geraden; 
alle Geraden TT gehen durch einen Punkt und zwar sind jene Gerade 
und dieser Punkt homologe Elemente jeder Projectivitiét des Biischels. 

Unter der Voraussetzung (@6f’)+-0, (abb’)+-0 konnten wir 
f(@u) und f’(zu) im Falle A= A’ = 9 =0'=0, ¥ (au) == 0 in 
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Oz Uy + Bz Ua, 
Oy Up’ + By Ua 


umformen. Fiihren wir also durch die lineare Substitution 


a,=X,, Bre=—X,, Bp = X, 
statt der 2; Veriinderliche X; und durch die lineare Substitution 
wm—-U,, u—U,,.u4— 0, 
statt der u; Veriinderliche U; ein, so gehen durch diese Substitutionen 
die beiden Formen /(au) und /’(xu) gleichzeitig in die Formen 
XU, + X, U2, 
X, U; + X,U, 


iiber. Da 6 und B’ in den betr. Strahlenbiischeln beliebig (aber von 
a verschieden) gewahlt werden kénnen, so giebt es co? Paare solcher 
linearen Substitutionen, welche unsere beiden Formen in die zuletzt 
gegebenen iiberfiihren*), — 

9. Liegen die Strahlenbiischel p und p’ und die Punktreihen z 
und 2’ in einer Ebene so, dass weder p mit p’ noch a mit 2’ zusam- 
menfallt, besteht ferner zwischen p und z eine projective Beziehung, 
in der dem Strahle pp’ der Punkt wz’, zwischen p’ und a’ eine solche 
Beziehung, dass dem Strahle p’p ebenfalls der Punkt 2’ entspricht, 
so ist bekanntlich hierdurch eine Reciprocitiit d. i, eine lineare reciproke 
Beziehung in der Ebene gegeben, welche nicht degenerirt. Man findet 
zu einem Punkte 2 die homologe Gerade w dadurch, dass man zu den 
Strahlen px und p’a in der ersten bez. in der zweiten Projectivitit 
die homologen Punkte 2 auf 2, bez. x” auf w’ aufsucht; die Gerade 
xx” ist die zu 2 homologe Gerade uw, Fiir die Punkte auf der Geraden 
pp versagt die Construction, doch gelangt man bei diesen leicht auf 
indirectem Wege zum Ziele. 

Von zwei Projectivitiiten der eben beschriebenen Art kénnen wir 
sagen, das ssie eine ebene Reciprocitiit erzeugen. Es folgt mithin sofort 
aus Artikel 8: 

Unter der Voraussetezung del (9 f + of’) = 0,°¥ (wu) == 0 erzeugen 
die einer Ebene angehirigen Projectivititen {(au) = 0 und f' (wu) eine 
Reciprocitdt in derselben. 

Die Gleichung der so erzeugten Reciprocitiit sei g(vy) = 0, wo 
g(xy) eine bilineare ordiniire Form der cogredienten Veriinderlichen 
x; und y; bedeutet. 

In der Reciprocitit g(xy) =O entspricht einem nicht auf der 
Geraden*pp’ liegenden Punkte «, | x, |x, die Gerade uw, deren Gleichung 
in den Verinderlichen y; 

*) Ueber die rein algebraische Behandlung solcher Transformationsprobleme 
vergl. die Aufsiitze von Kronecker, Berliner Monatsberichte 1874, 
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% f(z, fF | 

Y. F(@)o f(x). |=—9 
¥; [(x)s f(x)s 

lautet. 


Die linke Seite dieser Gleichung ist eine in den Veriinderlichen 
y; limeare, in den Verianderlichen w; quadratische Form, die mit 
F(«xxy) bezeichnet werde. Fallt x in die Gerade pp’, so wird F(xxy) 
identisch Null. Wihrend bei allgemeiner Beschaffenheit der Formen 
f(au) und f’ (au) bei gegebenem y, | y.| y, die Punkte 2, deren Coordi- 
naten x,|x,|2, die Gleichung F(a zy) = 0 befriedigen, auf einem Kegel- 
schnitte liegen, zerfallt dieser im behandelten Falle in eine Gerade 
(pp x) =O und in diejenige Gerade, welcher y in der Reciprocitiit 
g (ay) = 0 entspricht, Es wird mithin 


F (axy) = Const. (pp'x) g(xy). 
Die Form F(xzy) zerfallt also bei A= A’ =O=—0’ = 0, V(xu) =E 0 
und zwar wird sie das Product einer linearen Form y; in eine bilineare 
ordiniire Form der 2; und y;. 

Der nicht durch den Punkt wx’ gehenden Geraden v = », | v, | v, 
entspricht in der zu g(xy) =O inversen Reciprocitiit ein Punkt mit 
der Gleichung 

u f(r) A’) 


u, f(e) fe) 
us f(r) f(r) 
in Liniencoordinaten w, | u,|,. Bezeichnen wir den Ausdruck auf 
der linken Seite dieser Gleichung mit [(wvv), so zeigt man aihnlich wie 
vorhin bei F'(azy), dass 
T(wov) = Const. (x2'v) y (uv) 

wird, wo y(uv) eine bilineare ordiniire Form der u; und v, bedeutet. 
Die Gleichung y(wv) = 0 ordnet einer Geraden «, | u, |v, einen Punkt 


zu. Diese Reciprocitiit ist mit g(ay) — 0 identisch. 
Setzen wir 








= 0 








9 (xy) = 9, f(@): + Yo f(@)2 + Ys f(*)s, 
y (wv) = U7; (0) + My 72(¥) + U3 75 (0) 
und lésen die Gleichungen f(xu) =O und f’(xu) nach den u, bez. 


a; als Unbekannten auf, so erhalten wir unter den gemachten Voraus- 
setzungen 


u—=(ppr)g(z), (¢=1,2,3), 

“= (aa'u)yi(u) (¢—1, 2,3). 
Die durch die beiden bilinearen Gleichungen dargestellte quadratische 
reciproke Beziehung wird also unter den gemachten Voraussetzungen 
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in allen Punkten einer Geraden pp’ und in allen Geraden eines Punktes 
ax’ unbestimmt, verhilt sich im tibrigen Theile der Ebene jedoch wie 
eine lineare eigentliche Reciprocitiit. Wir wollen in diesem Sinne sagen, 
dass unter den Bedingungn A= A’ =O =—0'=0, VW(axu) =F 0 
durch die Gleichungen f(xu) = 0, f'(xu) =0 eine lineare reciproke 
Verwandtschaft in der Ebene dargestellt werde, welche nicht ausartet. 
Man findet zu einem Punkte « auf pp’ die homologe Gerade u, indem 
man den linearen Factor (pp x) vernachlissigt und u; = g(a); nimmt. 
. Bedienen wir uns der in der Theorie der Connexe iiblichen Aus- 
drucksweise, so kénnen wir auch sagen: Unter den aufgefiihrten Be- 
dingungen besitzen die beiden Connexe (1, 1) f(xu) = 0 und f’(au) = 0 
die besondere Eigenschaft, dass aus der ihnen gemeinsamen Coincidenz 
keine quadratische reciproke, sondern eine lineare reciproke Verwandt- 
schaft in der Ebene hervorgebt. 

Eben nach den Bedingungen, unter welchen diese Besonderheit ein- 
tritt, fragt Clebsch a. a. 0.; die aufgefiihrten sind hierzu hinreichend, 
dass sie auch nothwendig sind, soll im nichsten Artikel gezeigt 
werden. 

Hier sei nur noch bemerkt, dass bei det (ef + of’) =0, ¥ == 0 
die Jacobi’sche Covariante von den drei Formen 


Uz = U2, + UX, + Usa, (au), f (eu) 


zerfallt, gleichgiltig, ob man die a; oder wu; als Veriinderliche auffasst. 
Denn es wird 


O(“es Faw), Few) = F(xxzx) = Const. (pp'x) g(xx), 


0(%, Xe, #3) 


O(u,, few, few) 


a a = [ (www) = Const. (wx'u) y(n), 


g(ax) und y(wu) sind ordinire quadratische Formen. 


10. Setzen wir jetzt einmal voraus, die bilinearen Formen f(x) 
und f’(aw) seien so beschaffen, dass die Beziehung zwischen dem 
Punkte # und der Geraden u, welche die Punkte f(aw)=0 und f’ (vu) =0 
verbindet, eine lineare reciproke eigentliche wird. Man erkennt dann 
zunichst, dass sowohl f(au) =0 als f’(aw) = 0 eine singulire Colli- 
neation sein muss. Denn angenommen die Beziehung f(xu) = 0 wiire 
eine eigentliche collineare, so stiinde w zu x in eigentlicher reciproker, 
x zu x2’ oder f(au) = 0 in eigentlicher reciproker, also u auch zu 2’ 
in eigentlicher reciproker Beziehung. Wir hiitten eine eigentliche 
Reciprocitiit in der Ebene, bei der alle Paare homologer Elemente 
aneinander liegen, was bekanntlich im der Ebene niemals eintreten 
kann, Es muss f(#u) und ebenso f’(xu), iiberhaupt jede Form des 
Biischels gf(xu) + of'(au) singulir sein. Denn benutzen wir zwei 

Mathematische Annalen, XLII, 18 
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verschiedene Formen dieses Biischels, so entsteht in der angegebenen 
Weise dieselbe Reciprocitit, wie durch f(xw) und f’ (xu). Also es muss 


det (9 /(wu) + 6f'(wu)) = A + e560 + 96°O' + A’ 


fiir alle @| «6 verschwinden, also ausser A und A’ miissen auch 0 
und ©’ Null sein. 


Wiire nun im Biischel 9 f + of’ eine zerfallende Form, so kinnte 
keine eigentliche Reciprocitit entstehen. Dies setzen wir aber voraus, 
also alle Formen dieses Biischels miissen zweitheilig sein; f(au) = 0 
ist also eine Projectivitét p, x, f’(wu) =O eine Projectivitiit p’, x’. 
Durch zwei Projectivitiiten p, x und p’, x’ kann aber eine eigentliche 
Reciprocitit nur dann erzeugt werden (vergl. S. 263), wenn weder p 
mit p’ noch a mit 2’ zusammenfillt. Denn fiele etwa p mit p’ zu- 
sammen, so entspriiche jedem Punkte eines durch p= yp’ gehenden 
Strahles dieselbe Gerade (2), u.s. w. Es muss also Y(xu) nicht 
identisch Null vorausgesetzt werden. Die Bedingungen A = A’ = 0 
=0’'=0, W(xu)==0 sind also nothwendig und nach 9 auch hin- 
reichend dafiir, dass die durch die Gleichungen f(aw) = 0 und 
f' (au) gegebene Beziehung zwischen x und w eine lineare wird, welche 
nicht ausartet. Dabei ist stets zu beriicksichtigen, was iiber die in 
einzelnen Punkten der Ebene eintretende Unbestimmtheit im letzten 
Artikel gesagt wurde. Denn wenn hier die lineare reciproke Verwandt- 
schaft als specieller Fall der quadratischen erscheint, muss sie auch alle 
Eigenthiimlichkeiten zeigen, welche dieser zeukommen. Wihrend aber bei 
der quadratischen birationalen Verwandtschaft im Allgemeinen nur in 
drei Punkten Unbestimmtheit eintritt, geschieht dies hier in unendlich 
vielen Punkten, die eine Gerade erfiillen. Die Form 


DH fobs f (as 


zerfallt, der sich ausscheidende bilineare Factor liefert auch fiir die 
Punkte jener Geraden die homologen Geraden (9). 


Wir erhalten, indem wir die Resultate des vorigen Artikels mit 
den jetzigen zusammenstellen, den folgenden Satz: 


Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die 
durch die beiden bilinearen Gleichungen f(xu) =O und f'(xu) dar-, 
gestellte, im Allgemeinen quadratische reciproke Verwandtschaft, zu einer 
linearen reciproken eigentlichen wird, sind A=A’=O=0'=0, 
¥ (xu) == 0. 

Oder: 


- 
Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass aus 
der zwei Connexen (1, 1) /(au) =O und f'(au) = 0 gemeinsamen 
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Coincidenz eine lineare reciproke Verwandtschaft hervorgeht, welche nicht 
ausartet, sind A= A’ =~O=—0' =0, V(xu) == 0. 

Damit ist das von Clebsch aufgeworfene Problem vollstindig 
erledigt. Derselbe sagt a. a. O., dass die Reciprocitit durch zwei 
Connexe (1, 1) in allgemeinster Weise erzeugt werden kénne, eine 
etwas unverstiindliche Bemerkung, die sich vielleicht jetzt so erkliren 
lisst, dass die zur Erzeugung der Reciprocitit benutzten Projectivitiiten 
als soleche allgemein zu nennen sind (5), wahrend nur ihre durch die 
Bedingungen O = 0’ =0, W(xu) ==0 herbeigefiihrte gegenseitige 
Lage eine specielle zu nennen ist. 


11. Ist die Form D+ Y, f(&)_ f'(#), das Product einer linearen 
Form der 2; in eine bilineare Form der 2; und y;, so ist die durch die 
Gleichungen f(au) =O und /'(xu) =O dargestellte Verwandtschaft 
zwischen 2 und u eine lineare eigentliche, also (10) det (ef+- of’) = 0, 
¥(xu) == 0 und somit (9) >) + u, fo(v) f5 (v) das Product einer 
linearen Form der w; in eine bilineare Form der u; und v;, Umgekebrt : 
Zerlegt sich in der angegebenen Weise die Form >)+ u, f2(v) fs (v), 
so zerlegt sich die Form >)+ Y; [(&)o f(x), ebenfalls wie oben an- 
gegeben. Also: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die 
aus den Formen f (au) und f’ (xu) gebildeten Formen >) + Y, f(&)o f' (%)s 
und >'+- u, fo(v) fy (v) sich gleichzeitig in der angegebenen Weise zer- 
legen, sind det (of + of’) =0, ¥(au) =e 0. 

Die beiden Formen >) +- Y; {(@)o f' (#)s und >) + u, f,(v) fy (v) 


lassen sich in der angegebenen Weise nicht oder gleichzeitig zerlegen. 

12. Fiir die Formentheorie sind noch folgende Zusammenhiinge 
wichtig. Verschwinden die Iuvarianten A, A’, 0, 0’, wihrend ¥ 
nicht identisch Null ist, so miissen die Ausdriicke: 


D+ 9i(u) %,(u) oyu), S$ 9@ O@) os, 


wo O(2u) =u, P(x), +--+ = 2, 9,(u) +--+, beide identisch ver- 
schwinden, wie sich mit Hiilfe der von Herrn Pasch a. a. QO. 8. 35 
und 36 entwickelten Formeln ergiebt. Bezeichnen wir den ersten Aus- 
druck mit K*(u), den zweiten mit C%(x), so kann man sagen, dass 
mit A, A’, 0, 0’ stets das Product C%(a). (au) und das Product 
K°(u). (au) verschwindet. Denn verschwinden jene 4 Invarianten 
und K3(u) ist nicht identisch Null, so ist W(auw)=0, da bei 
V(au) == 0 ja K*(u) = 0 ist, u.s.w. Auf die Herleitung interessanter 
18* 
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Identitiiten, welche nach dem Gesagten zwischen diesen Formen be- 
stehen, soll indess hier nicht eingegangen werden. 

Soll durch die Projectivitiiten f(au) =O und f’(xu) =O eine 
Polarreciprocitat erzeugt werden, so miissen ausser den genannten 4 In- 
varianten bei ¥(xw)=|=0 noch die Invarianten i und i’ =a), + ad2+ ass 
verschwinden (5). Die Bedingungen i =O, i’ =O im Vereine mit 
den friher angegebenen sind jedoch nicht hinreichend dafiir, dass die 
Beziehung f(xu) = 0, f’ (au) = 0 zwischen « und w polarreciprok wird. 


§ 3. 
Erzeugung einer gegebenen Reciprocitét durch Paare von Projectivititen. 
13. Wir setzen 


f (xy) -> Ae Li Yr -> Yi f (%)i =>)x f(y), 


(i, k=1, 2, 3) (i=1, 2,3) (é=1, 2,3) 


Y oA 
A = > TH G44 A995, Qa,, Me 
t 


y (uv) =>’ Ok Ui Ve -> v; p(u) = >» ui Qi(v). 


(i, k=1,2, 3) (i=1,2,3) (i=1, 2,3) 

Bedeuten 2,|2,|%, ¥,|¥_|y, Punktcoordinaten, u,|u,| U3, v,|V2|0, 
Liniencoordinaten in einem linearen Coordinatensystem der Ebene, so 
ist in dieser durch die Gleichung f(zy) 0 bei A+ 0 eine Reci- 
procitit gegeben, vermége deren 

dem Punkte x,|x7,|”, die Gerade f(x), |f(x).|f(x)s, 
der Geraden u,|u,|u, der Punkt (u),| p(u).|p(u); 
entspricht; die Reciprocitiét wird also sowohl durch die Gleichung 
f(xy) = 9 als auch durch die Gleichung m(uv) = 0 dargestellt. Dem- 
entsprechend werden wir, wenn es sich jetat darum handelt diese Reci- 
procitit durch Paare von Projectivititen zu erzeugen, entweder Formen- 
paare g(xu) und h(au) so bestimmen, dass aus den Gleichungen 
g(xu) = 0, h(au) = 0 sich 
eu —I,f(x); (t—1, 2, 3) 
ergiebt, oder wir werden g(xu) und h(au) derart bestimmen, dass 
aus g(zu) = 0, h(vu) = 0 sich 
6X —umg(u) (¢—1, 2, 3) 


ergiebt, wo @ und 6 weder Null noch Unendlich sind und /,, uz lineare 
Formen der 2;, u; bedeuten. 








U3 
30 
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Haben wir alle Paare von Projectivitiiten gefunden, welche unsere 
Reciprocitét auf erstere Art erzeugen, so haben wir in Folge des 
Dualitiitsprincips auch alle Paare, welche die Reciprocitit auf die 
zweite Art erzeugen. Wir beschiiftigen uns desshalb zunichst nur 
mit der Erzeugung ersterer Art. 

14. Wenden wir zuerst die gegebene Reciprocitiit f(ay) = 0 an, 
so gelangen wir von einem Punkte 2,|a,|x%, zu einer Geraden 
f(#); | f(%)_|f(@)33 wenden wir hieraus die singuliire Reciprocitiit 


j= 16, — qh, 
(1) Ly = — FU, + pus, 
y= = Fy, — PU, 


an, so entspricht in dieser der Geraden f(x), |/(x),|f(x), ein in der- 
selben liegender Punkt 2 mit der Gleichung 


[7 f(@)o—4 F(&)3] + MU l— rf (&), +9 F()s] + U5 [af (*), —Ps(@)2] = . 
Die Beziehung zwischen x und «’ ist eine singulire collineare und 
durch vorstehende Gleichung dargestellt, welcher wir auch die Form 


| P qd r 
(2) um Uy uw, | =0 
f(@), F(@). f(#)s 
ertheilen kénnen. Zwei verschiedene Werthsysteme p|q|r liefern zwei 
Projectivitiiten, welche die gegebene Keciprocitiit erzeugen. Wir 
erhalten so co! Paare von Projectivititen, welche das Verlangte leisten; 
wir erhaiten aber damit auch alle Paare von Projectivititen dieser Art. 
Denn erzeugt die Projectivitit F(xu) =O mit einer anderen die 
Reciprocitiit f(ay) = 0, in welcher « und w homologe Elemente sind, 
so steht w zu « in reciproker, « zu @ oder F(xw) =O in singulirer 
collinearer, also « zu a in einer solchen singuliiren reciproken Be- 
ziehung, welche die Form (1) hat. F(au) =O setzt sich also aus 
f(cy) =0 und jener singuliren Reciprocitiit zusammen, ist also in 
unserem Netze von Projectivitiiten (2) enthalten, w. z. b. w. 
Zu demselben Resultate fiihrt uns folgende mehr mit unseren 
Ausfiihrungen in § 2 im Zusammenhange stehende Ueberlegung: *) 
Dem Punkte p entspricht in der gegebenen Reciprocitiit die Gerade 
f(y), \f(P)alf(p)s oder x, dem Punkte p’ die Gerade f(p’), \f(P')olf(P)s 


*) Die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich besonders einfach auf der 
Raum ausdehnen, wenn es sich niimlich darum handelt eine riumliche Reciprocitiit 
durch drei riiumliche Collineationen zu erzeugen. Es lisst sich dann ein System 
von ® (theils singuliren, theils eigentlichen) Collineationen angeben, welche zu 
je dreien die Reciprocitit erzeugen. 
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oder x’. Entspricht in derselben ausserdem dem Punkte a die Gerade 
a, dem Punkte b die Gerade 6, wo weder a noch b auf pp’ liegt und 
die Gerade ab weder durch p noch durch p’ geht, so suchen wir 
erstens die Projectivitit g(au) —0, welche den Geraden pa, pb, pp’ 
von p die Punkte wa, zB, ax’ auf m bez. zuordnet (5). Alsdann 
bestimmen wir eine zweite Projectivitit h(~u) = 0, welche den Ge- 
raden pa, pb, p'p von p’ die Punkte w’a, m’B, w’a auf a’ bez. 
zuordnet. Diese beiden Projectivitiiten g(xu)—O und h(ru) = 0 
erzeugen aber eine Reciprocitiit (vgl. Art. 9), in welcher den Punkten 
a, b, p, p’ bez. die Geraden a, B, x, x’ entsprechen, die also mit der 
gegebenen identisch ist. Da wir die Punkte p und p’ beliebig in der 
Ebene annehmen kénnen, so erhalten wir, wie vorhin, co‘ Paare von 
solchen Projectivitiiten; die mit g(aw) =O bezeichnete Projectivitit 


lautet aber 

\f(p) Fe), % 
(3) f(P)2 F(@)g Uy 

'f(P)s f(@)s Ms 
denn dies ist eine Projectivitiit p, ~, welche dem Strahle px von p’ 
den Punkt xu auf a zuordnet, wo x und u homologe Elemente der 
Reciprocitiit f(ay) = O-sind. So kommen wir in der That wieder auf 
unser System (2), fiir p— yp’ erhalten wir die Beziehung h(au) = 0 
u. 8S. W. 

Hieraus finden wir sofort das System von doppelt unendlich vielen 
Projectivitiiten, welche paarweise unsere Reciprocitiit in der Weise 
erzeugen, welche in 13 zuletzt beschrieben wurde. Wir gehen einfach 
zum dualen Falle iiber, indem wir fiir (ay) die Form m(uv) nehmen, 
wobei durchweg Punkt- und Liniencoordinaten zu vertauschen sind. 
Wir erhalten somit das System 


P(x), plu), 2, 
(4) | P(X)o Pl(U)y xy 
'P(H)s P(t) ws | 
von Projectivitiiten der gesuchten Art. Also: 
Um eine gegebene Reciprocitét f(xy) = 0 auf jede migliche Weise 
durch Paare von Projectivitiiten zu erzeugen, bilde man die Systeme 


D+ f(p); F(@)2 Ug und D+ (zx), P(U). Us, von je doppelt unendlich 
vielen zweitheiligen Formen. Irgend zwei Formen des ersten bez. des 
zweiten Systems liefern zwei bilineare Gleichungen, welche die gegebene 
Reciprocitit in der einen oder in der anderen Weise darstellen. 

15. Greifen wir zwei Projectivitiiten g(auw) = 0 und h(xu) = 0 
aus dem System (3) heraus, indem wir p= p und p= p’ nehmen, 
so besteht nach 9 die Gleichung 


== (); 





a= () 
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D+ 9e)z h(a), = Const. (pp'x) (ey), 


wo g(x); = su. 8. w. gesetzt wurde, Indem wir in bekannter 
Weise die Constante bestimmen , erhalten wir die Identitit ; 

4: F(P)of(®)s—f(P)sf(@)2 F(P')ef(@)3—f(P)sf (@)2 | 

Yo 1(P)sf@—f(P)f@)s F(P)sf@)—F(P), F(@)s | = A(pp'x) f (xy); 
Ys F(P)f(@)- F(Pef(@1 FP) @)2—f(P ef (@) | 

die Identitiit 


(5) 





Py XL 9, (u) | fp, Ff), % 
P, X_ P2(u) | =|f(P) Ff, % 
Ps Xs s(t)! f(p)s F(@)s Us 
die sich leicht direct ableiten lisst, fiihrt weiter mit Riicksicht auf die 
Ausfiihrungen in 9 zu der folgenden: 


(6) 


? 

















Uy P2P3(V)—P3P2(%) Pe P3(V)—Ps H2 (0) 

(7) |e, py py(v)—2, 3 (v) ps Py (Y¥) — Dy Ys (v) | = (2 2'v) (ur), 
Us Py P2(V)— PoP, (V) Py P2(V) — De’ Y (v) 

wo 


m=f(p)i, ti =f (pr) 
gesetzt. wurde. 

Weitere Identitiiten erhilt man, indem man von der Erzeugung 
unserer Reciprocitit durch zwei Projectivitiiten des Systems (4) aus- 
geht. Alle diese Identitiiten lassen sich aber direct aus (5) herleiten; 
auch die Identitiit (7) erhilt man aus (5), indem man daselbst y; = ,, 
Y= Vi, Ap =; nimmt, also fiir f(~y) gm(wv) schreibt, wobei zu 
beriicksichtigen ist, dass fiir A jetzt A* zu nehmen ist, da 

det m(uv) = A? 
ist. 

Da sich umgekehrt, aus der Identitit (5) (und den aus ihr sich 
ergebenden weiteren Identitiiten) Alles, was wir tiber die Erzeugung 
einer gegebenen Reciprocitiit gesagt haben, direct ablesen liisst, so 
wird eine rein algebraische Herleitung derselben nicht unangebracht sein. 

Zu dem Ende betrachten wir die Determinante 


fpr f(e), fs 
D, = | f(pPe F(R )e fo) = A(pp'2), 
'f(p)s F(P)s F)s 
bezeichnen adj. f(p); in vorstehendem System mit F’(p); u. s. w. und 
bilden die neue Determinante 
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F(p), F(p’) F(z), | 
D, = FCP), Fi(p), F(x),). 
\F(p), F(p); F(a); 
Alsdann ist fiir das neue System 
P; = adj F(x); = D,f (x): = A(pp' 2) f(2);, 
also hat die in (5) links stehende Determinante den Werth 


> P= (pp'z) > yi f(x) = A(pp'2) f(xy), 


w. z b. w. 


Osthofen, im August 1892. 














Ueber die Bewegung eines festen K6rpers in einer Flissigkeit. 
Von 
W. Srexvorr in Charkow. 


(Auszug aus einem Schreiben an die Redaction der Annalen), 


In der beriihmten Abhandlung ,,Ueber die Bewegung eines Kérpers 
in einer Fliissigkeit, die im III. Bande dieser Annalen abgedruckt 
ist, lést Clebsch unter Anderem folgende Aufgabe: 

Man soll die Bedingungen finden, unter denen die Gleichungen 
der Bewegung eines festen Kérpers in einer idealen homogenen in- 
compressibeln Fliissigkeit ausser den drei Kirchhoff’schen Integralen 
ein viertes ganzes homogenes Integral der zweiten Ordnung zulassen 
und zeigt, dass dies eintritt, wenn die doppelte lebendige Kraft des 
Koérpers den Ausdruck hat 


2T = Sa, a? + Soin, 
wo das Zeichen S die Summe der drei Glieder bezeichnet, die man 
aus dem angegebenen durch cyklische Vertauschung der Indices 1, 2, 


3 erhilt, vorausgesetzt, dass unter den Coefficienten a,;, b;(¢—1, 2, 3) 
die Relation besteht 
Aag— da 
- ar 0. 


“i, yi (t= 1, 2, 3) bezeichnen die Componentensummen und die 
Drehungsmomente der impulsiven Krifte durch die in jedem Augen- 
blick dem ruhenden Korper seine wirkliche Bewegung mitgetheilt 
werden kann. 

Aber der von Clebsch angegebene Fall ist nicht der einzige. 

Es ist nicht schwer, sich von der Richtigkeit des folgenden 
Satzes zu iiberzeugen. 

Wenn in den Gleichungen der Bewegung 


2T =Sa-, +" 266) b,d52, 9, + Soy? 


ist und 
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a, = 6°), (b,?+6,"), 
a, = 6b, (b,?+,"), 
a, = 07d, (b,?+6,”), 


so ist ein viertes Integral 


a? Sb, (b, —2b, —20,) a2 + 268 d,2,y, —Qy,? = const. 


und das Problem lisst sich durch Quadraturen lésen. 

Der hier bezeichnete Fall unterscheidet sich wesentlich von dem 
Fall von Clebsch und ist von ihm nicht bemerkt worden, weil Clebsch 
in seinen Untersuchungen stillschweigend die Annahme macht, dass 
die von ihm mit x bezeichnete Constante der Null gleich ist. Ist diese 
Constante von Null verschieden, so erhilt man den von mir angegebenen 
Fall. Dieser und der von Clebsch gefundene sind aber die einzigen, 
bei welchen die Gleichungen der Bewegung eines festen Koérpers in 


der Fliissigkeit ein viertes homogenes Integral der zweiten Ordnung 
zulassen. 











Bemerkungen zu der Abhandlung des Herrn M. Réthy ther 
,,Eindlich-gleiche Flachen“ 


(diese Annalen Bd, 38, p. 405— 428). 
Von 
H. Dosriner in Frankfurt a./M. 


In der Geometrie ist Gleichheit eindeutig durch Congruenz de- 
finirt: zwei Linien, Flachen oder Kérper sind gleich, wenn sie aus 
congruenten Stiicken bestehen. Desshalb haben die Axiome der Gleich- 
heit in der Geometrie eine andere Bedeutung als in der Arithmetik. 
In dieser sind sie wesentlich Definitionen, in der Geometrie nehmen 
sie den Charakter von Lehrsiitzen an, von denen zu entscheiden ist, 
ob und in wie weit sie beweisbar sind. 

Herr Réthy hat jiingst die diese Fragen beriihrenden Unter- 
suchungen von Wolfgang Bolyai wieder aufgenommen und seine 
Ergebnisse im 38. Bande dieser Annalen (p. 405—428) verdffentlicht. 

Bolyai stellt in dem Bestreben, die Beweisbarkeit des Axiom’s 

A) ,,Gleiches von Gleichem giebt Gleiches,“ 
in seiner Anwendung auf gleiche ebene Flachen zu priifen, den Hilfssatz 
B) ,,Congruentes von Congruentem giebt Gleiches ,“ 
voran und beweist die beiden Sitze 2 und 3 (p. 405), in die B) zerlegt 
werden kann. 

Herr Réthy bezeichnet (p. 405) Bolyai’s Beweis des Satzes 2 
als unzureichend, weil ,,seine Construction in fast ebenso vielen Fiillen 
zu einer endlichen als ,unendlichen Anzahl gegenseitig congruenter 
Stiicke der Restfliichen“ fiihrt. Die nothwendige Abinderung und 
Ergiinzung des Bolyai’schen Beweises verlange die ,,Hinfiihrung des 
gegenseitigen Drehungscentrums resp. der Drehungsaxe der beiden ge- 
gebenen congruenten Flichen“ (p. 406) und ibre Zerlegung durch 
zweckmissig angebrachte Querschnitte. 

Ich werde zeigen, dass auch der Beweis des Herrn Réthy den 
Forderungen der Strenge nicht geniigt. Die Constructionen, die er 
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in Kiirze in der Einleitung, ausfiihrlich bei der Auflésung der Auf- 
gaben 4 und 5 (p. 420—421) beschreibt, fihren im Allgemeinen 
ebenfalls zu einer unendlichen Zerstiickelung der Restfliichen. Sie ge- 
niigen deshalb auch nicht zum Beweise des an die Stelle des Axioms A 
tretenden Lehrsatzes (7. p. 411): 


C) ,Schneidet man aus zwei endlich-gleichen Flichensystemen 


endlich - gleiche Systeme heraus, so sind die beiden Restsysteme endlich- 
gleich.“ 


1. 


Von wesentlicher Bedeutung ist nur die Behandlung der Aufgabe 4; 
das Problem 5 liisst sich ohne Miihe auf das vorhergehende zuriick- 
fiihren. 

Aus den besonderen Annahmen iiber die congruenten Flichen A 
und B, mit denen sich 4 beschiftigt, geht hervor, dass ihr gemein- 
sames Gebiet aus zwei getrennten Systemen K, und K, besteht. Setzt 
man zunichst nur einen Zusammenhaug der Flichen in K, voraus, 
so gelingt es, die Reste r— A— K, und op = B— K, in eine 
endliche Zah] paarweise congruenter Stiicke zu zerfiillen: 


, S,+ 8,+-+-+ S+-+-+8n, 
e=7,4+%4+---4+7%4+---4+T% ST). 
Nach der Wiederherstellung des Zusammenhangs in K, entsteht die 
Aufgabe, die nicht gemeinsamen Theile der endlich-gleichen Flichen 
ry und @ ebenfalls als endlich- gleich nachzuweisen. 

Haben S; und 7; (¢=1, 2,... m) ein Stiick Kz; gemeinsam, 
so kénnen die Reste S;— Ky; und T;— Ky; in congruente Theile 
zerlegt werden, und dann braucht sich die Untersuchung nur auf 
soleche Theile s, s,... 8, und ¢, ¢,...¢, zu erstrecken, deren Lage ein 
theilweises Zusammenfallen zweier entsprechenden Stiicke (s; und f;) 
ausschliesst. 

Hingegen mége, — wenn ¢ einen bestimmten, zuniichst festzu- 
haltenden Index bedeutet, — s; mit 


t, , ee eww ae tis; tiga eee eere t, 
die Stiicke 


, a fi amie 
${=h...& = te1, f= h,...8 =k 
gemein haben und iiberdies noch das Stiick o? besitzen; ferner sei 1; 


das Stiick, das von & tibrig bleibt, wenn man ¢; fortnimmt, Dann 
bestehen die Zerlegungen 


SH=G+d+g+--- +i + gh +...4¢9 


und 
h=Hh+un (h=1,2...i—1, i+1,...m). 
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Da nun 42 5;, 5, ~ ¢%, und sat ist, so werden auch folgende Zer- 
legungen modglich und véllig bestimmt sein: 


ee a on 


— é 
E= Sit Gry 


. ee a eee 
[vols es Hti~ns; owl, 


(hol, 2...6—1, 641... 8), 


so dass sich die Fliichen r und g so darstellen: 


r=c+ Sst Dat > ai; 
A h h 

=?+>' i+ >) i+ > The 
h h h 


Nach Weglassung der gemeinsamen Theile si und Za ti bleiben 


von * und g Gebiete r’ und Q’ tibrig, die sich folgendermassen aus 
paarweise congruenten Stiicken zusammensetzen: 


r=e+ Sat > si, 
h a 

Sdt+ Sat De. 
h h 


Der durch dieses Verfahren erzielte Vortheil besteht in der Ab- 
sonderung eines Theiles 6; der Fliche r, welcher ganz ausserhalb der 
Fliche @ liegt. Man kann nun dieses Verfahren wiederholen, indem 
man statt s; ein anderes Stiick aus r, also — wegen der soeben be- 
wirkten neuen Zerlegung — eins der Stiicke o} und s‘ behandelt, und 
wird wiederum ein Element finden, das ganz ausserhalb g liegt. 
Damit ist jedoch keineswegs — wie Herr Réthy behauptet 
(p. 421) — bewiesen, dass wir durch Beriicksichtigung saimmtlicher 
zu ” gehérigen Stiicke ,,die vorgelegte Aufgabe in einer endlichen 
Zahl von Schritten“ lésen. Denn diese Behauptung wire nur gerecht- 
fertigt, wenn sich nach jedem Schritte die Zahl der zu_beriicksich- 
tigenden Theile verminderte und schliesslich in Null tiberginge. Diess 
braucht aber im Allgemeinen nicht der Fall zu sein; die Anzahl der 
Theile (6{ und s‘) kann vielmehr nach der Ausscheidung von o? be- 
triichtlich grésser sein als zuvor, Auch darf man nicht mehr an- 
nehmen, dass die correspondirenden Theile s, und ¢/ von gemein- 
samen Stiicken frei seien. Denn von den Gebieten (s, und ¢,), denen 
sie urspriinglich angehérten, war nicht vorausgesetzt, dass sie iiberall 
getrennt ligen. Im Allgemeinen hiitte man also, um das vorhin be- 
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schriebene Verfahren wiederholen zu kénnen, erst durch Ausscheidung 


der den si, und ¢) etwa gemeinsamen Stiicken einen uihnlichen Ueber- 
gang zu machen, wie vorher von den S, 7' zu den s,¢. Diess kénnte 
wiederum eine Vermehrung der Theile, die man in der Folge zu be- 
riicksichtigen hiitte, bedingen. 

Es bleibt mir nunmehr noch zu zeigen iibrig, dass die von Herrn 
Réthy angegebene Construction in einem bestimmten Falle thatsiichlich 
zu einer unendlichen Zerstiicklung der Restflichen fiihrt. 

Die zu betrachtende Fliiche A setzt sich aus (m+ 1) Theilen 
D, ... D, und d zusammen, die aussen durch Bogen eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt O, und 
innen durch je zwei gerad- 
linige Strecken begrenzt 
sind. Die Theile D, D;...D, 
sind congruent; D, besitzt 
als Grundlinie einen Bogen 
g@, der wohl n-mal, aber 
nicht (wn + 1)-mal in der 
Peripherie enthalten ist, und 
dessen Verhiiltniss zu 22 
irrational ist. Der iiussere 
Bogen von d ist =2x—ng, 
also kleiner als der zu D; 
gehérige Bogen, dagegen 
sind die beiden Winkel 
zwischen den geradlinigen 
Strecken und dem Bogen 
eosin in d dieselben wie in D;. 








‘\ Tr: 7, 44 Die zweite Fliiche B sei 
. cre} A congruent und komme 
a? ; ep e 
"Stee J mit ihr zur Deckung, wenn 
Fig. 1 


man sie um O um den 
Winkel » dreht. Bezeichnet man mit A,...A, und 0 die Theile 
von B, so erkennt man leicht, dass 


A, ee “er 
von DD... De 


ganz bedeckt werden, dass aber von A, ein viereckiges Stiick 7’, und 
von D, das Viereck S, iibrig bleiben. 

Um nun diese nicht gemeinsamen Theile von A und PB in eine 
endliche Zahl congruenter Theile zu zerlegen, habe ich (nach Réthy) 
zuerst von O aus durch die Ringfliche A einen Querschnitt J, bis an 
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die iussere Begrenzung zu ziehen und den entsprechenden Querschnitt 
l, in B zu suchen. Trifft 7; die Peripherie in dem Punkte zwischen 
D; und Diz, so gebt 1, zwischen Dj: und Djy2 hindurch. In dem 
einen Winkelraum zwischen J, und 1, kommt A; mit D;,; zur Deckung. 

Den dadurch bewirkten Zusammenhang der beiden Flichen A und B 
hebe ich zunichst auf (— etwa indem ich A; aus der Ebene heraus- 
biege —) und zerlege die aus A; und 7, auf der einen Seite und aus 
Diz, und S, auf der anderen Seite bestehenden Restflichen r und @ 
in congruente Stiicke. Diess erreiche ich durch wiederholte Drehungen 
um die Winkelgrésse g in beiderlei Sinne (p. 415) und erhalte 
schliesslich vier paarweise congruente Stiicke, 

S,T7,, S,T,, 8,7, und 8,7. 


Die Zeichnungen gestalten sich wesentlich einfacher, wenn man 
annimmt, dass der Bogen » im Verhiiltniss zur ganzen Peripherie 
unendlich klein ist, also als eine geradlinige Strecke angesehen werden 
kann. Dann sind S, und S, zwei Dreiecke die mit dem Parallelo- 
gramm S, das Dreieck lmn = Dj: bilden, wihrend sich das con- 
gruente Dreieck 2uv = A; aus dem Parallelogramm 7’, und den Drei- 
ecken 7’, und 7’, zusammensetzt. Die folgenden Betrachtungen sind 
aber ohne Kinschriinkung auf die urspriinglichen, zum Theil krumm- 
linig begrenzten Fliichen r und @ anwendbar. 













| 
an 


LAN 
(Met ; ¥ 
Fig 2. Fig. 3. 

Stellt man den Zusammenhang von A und B in dem Winkelraum 
zwischen 1, und 1, wieder her, indem man Imn auf Auy legt, und 
scheidet zuerst die Stiicke aus, welche 7, und 7, mit S, und S, ge- 
mein haben, so bleiben zur Untersuchung Flichen, die aus den Theilen 
8; S»S38,8, und t,t,t,t,4; bestehen. Von diesen bilden wiederum 5, s,s, 
und ¢,¢,¢, zwei in das gemeinsame Gebiet fallende congruente Dreiecke 
l’'m'n’ und d’u’v’. Das Verfahren kano dann von Neuem mit der 
Ausscheidung der Stiicke beginnen, welche ¢, und ¢, mit s, und s, 
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gemein haben. Man erkennt schon jetzt, dass auf diese Weise niemals 
ein Abschluss erreicht werden kann, vorausgesetzt, dass die Grund- 
linien von S, und S, incommensurabel sind. — [Dass an sich die 
Zerlegung der Ergiinzungsparallelogramme 7, und S, ohne Mihe aus- 
fiihrbar ist, darf ich wohl als bekannt voraussetzen.] 

Die hier ausgefiihrten Operationen entsprechen einzeln véllig den 
Vorschriften des Herrn Réthy; nur sind bei der Ausscheidung immer 
diejenigen Theile- zuerst beriicksichtigt worden, die ganz ausserhalb 
der ihnen entsprechenden Theile liegen, wiihrend in den Ausfiihrungen 
des Herrn Réthy zuerst von den Theilen S; und 7; die Rede ist, die 
ein Stiick K,; gemein haben. — 

Es lasst sich aber leicht zeigen, dass der processus in infinitum 
nicht durch diese Aenderung der Reihenfolge bedingt ist. 

Beginnt man nach Fortlassung des Stiickes, das S, und 7, gemein 
haben, mit der Zerlegung ihrer nicht gemeinsamen Gebiete, so wird 
man an der Grundlinie in 
S, zwei Theile s; und s; 
finden, die auf der Grund- 
linie von 7’, stehen, und in 
T, die congruenten Theile 
t; und &, die auf der Grund- 
linie von S, stehen; und 
, zwar befindet sich ¢; rechts 

von &, wenn s; links ven 
s, liegt, und umgekehrt. — 
Zu wesentlich den gleichen 
Ergebnissen muss man stets 
gelangen, welcher Gestalt 
auch immer die Figuren 8, 
und 7’; sein mégen, wenn 
nur 1) der Drehungsmittel- 
punkt ausserhalb S, und 7; 
liegt, 2) je ein Stiick des Grundkreises einen Theil der Begrenzung 
von S, und 7, ausmacht, und 3) die auf dieser Grundlinie gemessene 
Verschiebung in einem irrationalen Verhiltniss zu der ganzen Grund- 
linie steht, 

Scheidet man nun zuerst das Stiick aus, das S, mit ¢; und & ge- 
mein hat, so ist, um die Congruenz in der Zerlegung der Restfliichen 
aufrecht zu erhalten, erforderlich, dass man 7’, in zwei Stiicke ¢/ und 
t,’ zerfallt und s, in zwei Stiicke s;’ und s,;’._ Dann tritt aber wiederum 
ein theilweises Zusammenfallen zweier correspondirender Theile ein, 
und zwar entweder von s; und ¢; oder von s;” und &”. Der soeben 
durchgefiibrte Process muss deshalb von Neuem beginnen, und kann 
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zu keinem Abschluss fihren , weil jedes der Paare s;, ¢; und 5”, &” 
den drei vorhin angefiihrten Bedingungen geniigt. 


2. 


Bei Réthy sind die beiden Flichen A—K,—r und B—K,—e 
zwar endlich-gleiche Flichen besonderer Art: sie gehen in genau 
vorgezeichneter Weise aus den beiden congruenten Flichen A und B 
hervor. Da aber seine Construction von dieser Besonderheit niemals 
Notiz nimmt, so miisste sie auch fiir endlich-gleiche Fliichen beliebiger 
Art gelten, also zu dem Schluss berechtigen: 

D) dass stets, wenn zwei endlich-gleiche Flichen ein Stiick gemein 
haben, die Reste endlich-gleich sind. 

Auf diesen Satz liesse sich aber ein Beweis des Hauptsatzes C) 
griinden. Man hiitte zunichst aus J — durch das von Herrn Réthy 
unter 7, p. 426 entwickelte Verfahren — den Satz abzuleiten: 


E) ,,Schneidet man aus zwei endlich-gleichen Fldchen congruente 
Stiicke heraus, so sind die Reste endlich -gleich 


und wiirde schliesslich durch wicderholte Anwendung desselben zur 
Verification der in C) enthaltenen Behauptung gelangen. 

Giibe also die Construction 4 in jedem Falle die gewiinschte 
endliche Zerlegung, so kénnte man auf sie den Beweis von C) zuriick- 
fahren, und wire mit Herrn Réthy (p. 427) zu behaupten berechtigt, 
dass der Sate C) durch wiederholte Transpositionen bewiesen werden 
konne. > 
Ob Herr Réthy bei dieser Behauptung den soeben angedeuteten 
Zusammenhang mit 4 im Sinne gehabt hat, vermag ich nicht zu ent- 
scheiden, da er sie ohne jede Begriindung aufstellt. 

Jedenfalls kénnen die Siitze D), E) und C) auf der fiir § 2 an- 
genommenen Grundlage noch nicht als bewiesen gelten, weil, wie ich 
gezeigt habe, die Réthy’sche Construction zu 4 unter Umstiinden 
eine unendliche Zerlegung liefert. Auch auf anderen Wegen vermochte 
ich nicht, befriedigende Beweise fiir diese Siitze zu finden, trotzdem 
es mir gelungen ist, die Aufgabe 4 durch eine einwurfsfreie Construction 
za lésen und damit den Satz B) in aller Strenge zu beweisen. Diesen 
Beweis gedenke ich in einem zweiten Artikel zu veréffentlichen. 

Der Beweis, den Herr Réthy im ersten Paragraphen seiner 
Arbeit giebt, kann meines Erachtens — so interessant er an sich 
ist — nicht befriedigen, weil er sich auf eine Voraussetzung stiitzt, 
tiber die die vorliegende Untersuchung erst Klarheit verschaffen soll. 

Wire nimlich C) in der in § 2 erstrebten Weise bewiesen, so 
wiirde sich aus ihm der folgende wichtige Satz ergeben: 


Mathomatische Annalen. XLII, 19 
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F) Sind A und B zwei endlich-gleiche Flichen, d. h. giebt es 
eine Zerlegung Z,, welche A in n Stiicke a,, a, ... an und Bin n 
entsprechend congruente Stiicke b,, b, ... ban (ai 0;) theilt, so kann 
es keine sweite Zerlegung Z, geben, welche A in uw Stiicke a,, @,... Gy 
und B in-v Stiicke B,, B,...B» von der gegenseitigen Beziehung theilt, 
dass wohl jedem « ein congruentes B, aber nicht jedem B ein congruentes 
a entspricht. 

y~>e; a eB G—1,2,... w)]. 
Denn nach C) miissten, wenn man von A das System (@,+ a,-+-----+ «,) 
und von B das System (6,-+ B,-+----+ 6,) abzieht, endlich-gleiche 
Reste iibrig bleiben, was aber unmdglich ist, da 


A — (a, +a,+---+a,)=0 
B— (6, +&t+°-: + By) = (Buta T Bute + > +b B,) 
Dieser Satz, der in folgender kurzen Fassung leichter zu iiber- 
sehen ist: 


F*) Erweisen sich zwei Fliichen bei einer Zerlegung als endlich- 
gleich, so kann es keine zweite Zerlegung geben, die sie als ungleiche 
F lichen erscheinen liesse, 


und 


ist, 


ist es, den der erste Réthy’sche Beweis als Axiom voraussetzt. 

Um diess erkennen zu lassen, will ich kurz seinen Gedankengang 
wiedergeben. 

Bezeichnet man mit ¢ die Bedingung, dass sich die Begrenzung 
zweier Flichensysteme A und B nur aus drei Arten von Linien zu- 
sammensetzt, nimlich 1) aus geradlinigen Str@cken, 2) aus solchen 
krummlinigen Theilen, die auf demselben System sowohl mit positivem 
als mit negativem Kriimmungssinn vorkommen, und 3) aus einer end- 
lichen Anzahl paarweise congruenter Curven, deren Kriimmungssinn 
von dem Inneren der Flichen aus gerechnet in beiden Systemen der 
gleiche ist, so beweist Herr Réthy zuniichst den 


Satz 5, p. 410: ,,Wenn die Begrenzung zweier Flichensysteme 
A und B der Bedingung «= geniigt, so lassen sich A und B nach 
Absonderung von endlich-gleichen Systemen A, und B, in geradlinige 
Polygone P, und P, verwandeln“: , 


A= (A, + P,), 
B=(B, + P,), 
A,= B,; 


dann folgt der 


Satz 6, p. 411; ,,Schneidet man aus zwei congruenten Flichen 
congruente Stiicke heraus, so geniigen die Begrenzungen der Reste der 
Bedingung «“, 
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und schliesslich der 


Sate 7, p.411: ,,Schneidet man aus zwei endlich -gleichen Flichen- 
systemen A und B endlich-gleiche Systeme von Stiicken A, und B, 
heraus, so geniigen die Begrenzungen der Reste der Bedingung &“. 

Mit Beriicksichtigung von 5) folgt hieraus: 

A=4A,+4,+ FP, 
B=B,+B,+P,, 
(A=B; 4,=B; A, —B,). 


Nun lisst sich — auch ohne Zuziehung des Parallelenaxioms — 
beweisen, dass sich jedes geradlinig begrenzte Polygon durch eine 
endliche Zahl von Transpositionen in ein Dreieck verwandeln lisst, 
und zwar in ein Dreieck, das noch zwei Bedingungen erfiillen kann, 
also etwa in ein rechtwinkliges Dreieck mit der Kathete g. Man kann 
also fiir P, das rechtwinklige Dreieck A, mit den Katheten g, h, und 
fir P, das Dreieck A, mit den Katheten g, h, setzen und hat: 


A=A,+4,+4,, 
B= B+ B, +4, 


Schliesst man nun, dass wegen A= B, A, = B, und A, = B, 
nothwendiger Weise auch A, ~ A, sein miisse, so hat man implicite 
von dem Satze F*) Gebrauch gemacht. 

Wollte man sich enger an Réthy anschliessen, so hiitte man die 
Polygone P, und P, in zwei Parallelogramme zu verwandeln und 
diese durch die Construction 3, p. 407/8 in 6 Theile 1, 2,...6 und 
1’, 2°... 6° zu zerlegen. Von diesen wiirden sich die Paare 1, i’, 2, 2’ 
3, 3° und 6, 6’ als congruent erweisen, und man hiitte: 


A=4,+4,+14+2+4+3+46 + (4+ 5), 
B=Bt+B+ V+ 2743464 (44 5). 

Wenn nun Herr Réthy (p. 408 letzter Absatz) schliesst, dass 

die Parallelogramme (4 -+ 5) und (4 + 5’), welche gleiche Grundlinien 


haben, auch nothwendig gleiche Héhen besitzen miissen, so stiitzt er 
sich dabei auf den erst zu beweisenden Satz I'*). 


3. 


Zum Schluss sei mir gestattet nachzuweisen, dass die Con- 
struction, welche ein geradliniges (n — 1)-Eck in ein n-Kck itiber- 
fiihrt, vom Parallelenaxiom unabhingig ist. Dazu braucht man einzig 
die Aufgabe zu behandeln: ein Dreieck ABC in ein anderes mit 
gleicher Grundlinie BC so zu verwandeln, dass die Spitze auf einer 
gegebenen Geraden Cx liegt. — Man verbindet D, die Mitte von A B, 
mit EZ, der Mitte von AC, bestimmt J’ auf Cz und macht GF = FC; 
19° 
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dann ist GBC das gesuchte Dreieck. Zum Beweise macht man 
ID=DH wid FK=FE und verbindet J und K mit denjenigen 
Dreiecksecken (A und G), welche mit dem Schnittpunkt Z der Linien 
AC und GB auf einer Seite von JK liegen. Dann folgt aus der 
Congruenz von GFK und FEC, dass GK = EC=EA und 
x K=E ist, ferner aus der Congruenz von AJ D und D BH, dass 
x J = Hi ist. Mithin sind auch die Dreiecke AJ E und GHK con- 








Fig. 5. 


gruent. Da diese gegen einander liings der Geraden JK verschoben 
sind, so lassen sich ihre nicht gemeinsamen Theile JALH und 
LGKE in eine endliche Zahl paarweise congruenter Stiicke zerlegen; 
also JALH=LGKE. Aus JALH=ABLwund LGKE=LGC 
folgt A BL = LGC und schliesslich ABC = GBC. 











— 


Naw 





Der Satz: ,,Congruentes von Congruentem giebt Gleiches“ in 





seiner Anwendung auf ebene Flachen. 
Von 
H. Dosriver in Frankfurt a./M. 


F sei ein ebenes Gebiet von endlicher Ausdehnung und beliebiger 
Begrenzung. Die Endlichkeit ist durch die Eigenschaft definirt, dass 
die gerade Verbindungslinie zweier dem Gebiete von F’ angehdrenden 
Punkte eine angebbare Liinge nicht iiberschreitet, welche Punkte man 
auch in F waihlen mag. — F' kann ein einfach oder mehrfach zu- 
sammenhingendes Stiick sein, oder aus einer endlichen Zahl einfach 
oder mehrfach zusammenhingender Stiicke bestehen. 

Befindet sich ein Gebiet ©, welches durch Verschiebung oder 
Wendung mit / zur Deckung gebracht werden kann, in solcher Lage, 
dass es mit F’ ein Gebiet G gemeinsam hat, so besteht der Satz: 

1) Die nichtgemeinsamen Gebiete, f in F und y in ®, lassen sich 
in eine endliche Zahl paarweise congruenter Stiicke zerlegen: 


f=f,t+ fe t-++ + hes 
P=P +92 +++ Pn 
fie gi. 

Beim Beweise hat man zu unterscheiden, ob F und ® gleichwendig 
oder gegenwendig congruent sind. Im ersten Falle (A) besitzen sie 
einen Situationspunkt M von der Eigenschaft, dass man nur eine der 
Flichen um diesen Punkt zu drehen braucht, um sie mit der andern 
zur Deckung zu bringen. Der Betrag dieser Drehung sei gleich «@ fiir 
F und gleich — «a fiir &. — Man sagt, VM liege im Unendlichen (Fall A,) 
wenn die Congruenz bereits dadurch herbeigefiihrt wird, dass man die 
eine der Fliichen lings einer Geraden g verschiebt. Der Betrag der er- 
forderlichen Verschiebung sei d fir F und — d fiir ©. — Sind die 
Flichen gegenwendig congruent (Fall B), so muss eine von ihnen 
zuerst eine halbe Wendung um eine bestimmte Gerade g und dann 
eine Verschiebung lings derselben machen, um mit der andern zur 


' 
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Deckung zu kommen. — Der Abschnitt C beschiiftigt sich mit dem 
Beweise des Hauptsatzes: 


2) Schneidet man aus congruenten Flichen congruente Stiicke 
heraus, so lassen sich die Reste in eine endliche Zahl paarweise con- 
gruente Theile zerlegen. 

Die Faille, in denen sich meine Behandlung wesentlich mit der des 
Herrn Réthy deckt, sind durch den Hinweis auf die in Betracht 
kommenden Stellen seiner Arbeit tiber endlich-gleiche Fliichen (diese 
Annalen Bd. 38, p. 405—428) hervorgehoben. 


A,) Die Flachen kommen durch Verschiebung zur Deckung.*) 


Man verschiebe J’ liings der Geraden g der Reihe nach um 
d, 2d, 3d, ... und bezeichne das ebene System in den neuen Lagen 
mit F,, F,, F,...F;.... Dann wird man wegen der Endlichkeit von 
F schliesslich zn einem F; gelangen miissen, das ganz ausserhalb F’ 
gelegen ist. Ist F',, das erste Gebiet dieser Higenschaft, so wird F, 
mit F', = © ebenfalls kein Gebiet mehr gemeinsam haben. — Schafft 
man sich ferner durch die Verschiebungen um — d, — 2d, —3d,... 
die Gebiete F_,, F_»,...F_o-1), so ist F_~~1) im ibrer Reihe das 
erste, das F' nicht deckt, und F_(, 2 das erste, das PF, = © 
nicht deckt, 

Verzeichnet man nun in F die Umrisse von 


F_w-1), a -aERP * +0 . 1) I, F,, ne lL) 
soweit sie in J’ hineinfallen, ferner in ® die Umrisse vou 
} ae F_w3s); eee F_;, F, F,, es Fes 

soweit sie in ® hineinragen, so werden beide Gebiete in gleich viele 
paarweise congruente Theile zerlegt: 

F=f, + fe t+-:- fa; 

® = oO + Got -+* Pm, 

fii & Py 
da die erste Gruppe genau dieselbe Lage zu J’ hat wie die ihr con- 
gruente zweite Gruppe zu 9, 

Die Zahl der Theile ist sicherlich eine endliche, wenn wir die 
Voraussetzung machen, dass sich die Begrenzungen von F’ und ® in 
jeder gegenseitigen Lage nur in einer endlichen Zahl von Punkten 
durchdringen. Man tibersieht ferner leicht, dass die das gemeinsame 
Gebiet G fiillenden Stiicke gm; ganz mit gewissen (ihnen nicht ent- 
sprechenden) Stiicken f, zusammenfallen mtissen, so dass die Be- 
grenzungen dieser g; keine Zerstiicklung der f, hervorrufen (und um- 
gekehrt). 


*) Vgl. Réthy p, 414—417, 
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Man kann nun die Zuordnung der Theile f; und g; so abindern, 
dass sich in dem gemeinsamen Gebiete G die einander deckenden 
Theile entsprechen, dass hingegen einem Theile aus f auch ein Theil 
aus  entspricht. 

Ist niimlich f, ein Stiick aus dem nicht gemeinsamen Gebiete f, 
so kann das correspondirende Stiick g, entweder zu gp oder zu G ge- 
héren. Im ersten Falle entspricht die Zuordnung der gestellten For- 
derung. Im zweiten Falle muss g, auch ein Theil von F, also mit 
einem bestimmten /;, identisch sein. Liegt nun das correspondirende 
gx bereits ausserhalb des gemeinsamen Gebietes G, so kann man gy, 
dem Theile f, und g, dem Theile f, zuordnen. Befindet sich hingegen 
g: noch in G, so muss es mit einem bestimmten f;, identisch sein, 
und es bleibt dann zu entscheiden, ob das correspondirende g, zu 
G gehért oder nicht. Da aber die Zahl der Theile tiberhaupt endlich 
ist, so muss man schliesslich auf ein in m liegendes Stiick m, kommen, 
das man dem Stiick f, zuorduen kann. 

Sind (in geianderter Bezeichnung) 

fifi fi? ... fi resp. Da Ma! pa? . . pat 

die Theile von F’ resp. ®, auf die man im Verlaufe dieses Verfahrens 
stésst, so ist es ausgeschlossen, dass in derselben Gruppe zwei, etwa 
fx” und f,'+*, identisch sind, und so das Verfahren zu einem cyklischen 
wird. Denn wegen /,” = g,’-9 und f°") = g,°t+"-) miisste dann 
auch o,"—' =g,"+"—» sein, und mithin, da Fou , auch f= f,°te—- 
und schliesslich f, =f. Dies ist aber unmdglich, da f, zu f und 
fi au G gehort. 

Hiermit ist bewiesen, dass jedem Theile von f ein congruenter 
Theil in  entspricht. 


A) Die Flachen kommen durch eine Drehung zur Deckung. 


I. 
Steht der Drehungswinkel @ in einem rationalen Verhiiltniss zu 
2a, so fiihrt ein dem vorigen analoges Verfahren zur Zerlegung der 


Restflichen. — Ist a—2ma\|n, so dreht man F um den Mittel- 
punkt M nach einander um die Winkel a, 2a,...(m—1)a@ und 
verzeichnet die Umrisse der erhaltenen Figuren F’ F, ... Fin-1 sowohl 


in F als in F, =. Dann schliesst man genau wie vorhin, dass die 
nicht gemeinsamen Gebiete von F und ® in paarweise congruente 
Theile zerfallen. 
II.*) 
Ist das Verhiiltniss « : 2 irrational, so machen wir zuniichst die 
Annahmen, dass man von dem Drehungsmittelpunkte M der beiden 


*) Vgl. Réthy p. 414—417. 
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Systeme F’ und ® lings einer Linie Z in’s Unendliche gelangen kann, 
ohne eins von ihnen zu durchqueren, und dass zweitens die Liicken 
von Fund ®, durch welche L fiihrt, einander wesentlich entsprechen. — 
Der Sinn der letzten Voraussetzung wird durch folgende Bestimmung 
festgestellt : 

Verbindet man zwei Punkte a und b in F durch eine Linie ], 
welche Z nicht schneidet, so darf die entsprechende Linie 4, welche 
in ® die entsprechenden Punkte @ und B verbindet, gleichfalls die 
Linie Z nicht schneiden, welche Punkte und welche Verbindung man 
auch immer wihlen mag. 

Dieser Fall unterscheidet sich nicht wesentlich von dem unter A, 
behandelten. Die Drehung um den Punkt M ist einer Verschiebung 
lings der Peripherie eines um M geschlagenen Kreises gleich zu 
achten. Wiihrend aber F bei einer wiederholten Verschiebung lings 
einer Geraden g schliesslich ganz aus seinem urspriinglichen Gebiete 
heraustritt, braucht die wiederholte Drehung dies Ergebniss nicht 
herbeizufiihren. — Vergréssern wir aber das der Drehung zu Gebote 
stehende Feld, indem wir die Ebene zu einer vielblittrigen Windungs- 
fliche umgestalten, so tritt an die Stelle der geschlossenen Peripherie 
eine Anzahl iibereinander liegender, zu einer Spirale verbundener 
Kreisumfinge, liings deren F' aus seinem urspriinglichen Gebiet hinaus- 
geschoben werden kann. 

Man legt die Ebene, welche F und ® enthilt, zwischen zwei 
andere Ebenen, durchschneidet die drei Ebenen liings der Geraden L 
und verbindet die Riander der mittleren mit den nicht entsprechenden 
Riindern des oberen und des unteren Blattes. Dadurch erhilt man 
eine Fliche von 3 Windungen, und es ist leicht, die Zahl der Windungen 
nach beiden Seiten nach Bedarf zu vermehren. — Wenn man dann 
F um die Winkel a, 2a,...va, —a, —2a,... —(v—1) a dreht, 
so gelangt man zu der Gruppe fF’, F,... F, F 1 Fe... F_w-1, in 
welcher F(,~1) und F_~_1) die ersten Systeme sind, die ausserhalb PF, 
und Fy), F_@-—s) die ersten Systeme, die ausserhalb FP’, = ©® liegen. — 
Die gesuchte Zerlegung ergiebt sich (wie in Ay), wenn man in J’ und 
die Contouren der iibrigen Systeme verzeichnet. 


Ill. 


Es ist méglich, dass sich vom gegenseitigen Drehungsmittelpunkte 
M der beiden Flichen F und ® mehrere, wesentlich verschiedene, 
einander nicht schneidende Linien L, L, ... Z, ziehen lassen, auf 
denen man, ohne eins der beiden Systeme zu durchqueren, in’s Un- 
endliche gelangen kann, von denen aber keine der im vorigen Para- 
graphen festgehaltenen Bedingung geniigt. Die Liicken von F und 9, 
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durch welche LZ; geht, wiirden sich also bei der Congruenz von F 
und ® als nicht entsprechende Gebiete erweisen. Jedenfalls theilen 
die Linien Z das System F in h Partialsysteme X, X,...X, und 
das System ® in h Partialsysteme =,’ =,’...=,. Die Bezeichnung 
sei so gewahlt, dass X, und =,’ in dem Winkelraum zwischen Z, und 
L, liegen, und X; und =; in dem Winkelraum zwischen D;_; und L;, 
ferner dass auf Z;_, zunichst Z; und dann Zj4,; folgt, wenn man 
den Mittelpunkt MZ in einem bestimmten Sinne umkreist. — Nach 
der vorangestellten EKinschrinkung ist es ausgeschlossen, dass X; und 
=; entsprechende Gebiete von F und ® sind, oder genauer gesagt, 
dass sie Gebiete darstellen, welche aufeinander fallen, wenn die ganzen 
Systeme F und ® zur Deckung gebracht werden. Bezeichnet man 
mit =; das System aus , das bei dieser Congruenz dem Systeme X; 
correspondirt, so machen wir die Annahme, dass die Gruppe =,'=,'...=,' 
mit der Gruppe =, =,...=, identisch ist, dass also beide die gleichen 
Glieder, aber in verschiedener Reihenfolge enthalten. Ist dann =,’ 
identisch mit =,, so muss =,’ mit =,4; identisch sein, oder allgemein 
(=; =, e Sa348> Shape eee =) 
= (=,, ae] ae =,, =, ree ; a 

Die Systeme X; und =; sollen nunmehr mit neuen Indices versehen 
werden und zwar nach folgendem Princip: Fiir den Index 1 setze 
man 4,, A, fiir k, A, fiir den Index desjenigen =, das mit X,== X,, 
in demselben Winkelraum (Zy-,, Dx) liegt, A, fiir den Index des- 
jenigen =, das mit X,, in einem Winkelraume liegt, u. s. f., und 
schliesslich 4, fiir den Index h —k-+ 2. Dann kann ein theilweises 
Zusammenfallen folgender Partialsysteme stattfinden : 


von Xi, Xi, Xi, eece a Xi, mit 
wep. Sa, Za, Za, --- Em Bus 


Die Auftheilung ihrer nicht gemeinsamen Gebiete in paarweise con- 
gruente Stiicke erfolgt nun vermittelst nachstehender Construction 
unter Benutzung von congruenten Hilfsgebieten 

Yi,... Ya, (Ya, Xi, \ =i)): 
Ihr Feld ist wiederum eine Fliche, die sich in einer hinreichenden 
Zah] von Bliittern um einen Punkt N windet. 

Man verzeichnet in einem der Blatter Y;, und zwar so, dass es 
zu N dieselbe Lage hat wie urspriinglich X;, zu M, dann legt man 
Y,, auf Y;,, so dass ihre gegenseitige Lage dieselbe wird wie die 
von =,, und X,, ferner Y;, auf Y;,, so dass ihre gegenseitige Lage 
dieselbe wird wie die von =,, und X,, u. s. f., schliesslich Y,, auf 


Y2,_,, 80 dass ihre gegenseitige Lage dieselbe wird wie die von =,, 
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und X;,_,. — Das auf diese Weise construirte Flichensystem soll das 
System S heissen. Seine Begrenzung setzt sich aus den Begrenzungen 
simmtlicher Partialgebiete Y;, zusammen. 

Man drehe nun S um den Windungspunkt N so weit, bis Y2, 
dieselbe Lage zu Yj, erhilt, wie sie in der urspriinglichen Ebene X;, 
zu =,, hatte, und bezeichne das System in der neuen Lage mit S,. 
Dann fiihrt man, genau wie in II, die Drehung um den gleichen 
Betrag nochmals aus und erhilt das System S,; in gleicher Weise 
schafft man sich die Reihe S_,, S_w-1)...S-1, 8, ...S8,, deren 
letzte Glieder dadurch ausgezeichnet sind, dass sie mit S kein Flichen- 
stiick mehr gemeinschaftlich haben. Die Umrisse dieser S$; werden 
in S, so weit sie in dasselbe hineinragen, verzeichnet und bewirken 
eine Zerlegung desselben. Jeder seiner Bestandtheile Y,, wird durch 
die Umrisse der tibrigen Y;, und durch die neu eingetragenen Linien 
in ganz bestimmter Weise in Theile zerlegt. 


Kehrt man nun zu der urspriinglichen Ebene zuriick und nimmt 
eine Zerlegung der Partialgebiete 


ae 


A 


" ond S....+& 


nach dem Vorbilde der Zerlegung vor, die in den congruenten Ge- 
bieten Y,,... Y,, vorliegt, so lasst sich beweisen, dass dann jedem 
Theile der X,, der nicht zugleich einem der =, angehért, ein be- 
stimmter Theil der =,, der nicht zugleich einem der X, angehirt, 
durch Congruenz entspricht, und umgekehrt. Da nimlich das Flichen- 
paar (Y2,, Y2,,,) in S dieselbe gegenseitige Lage hatte wie das Paar 
(X2;, =2,4,), so wird in diesem die neu ausgefiihrte Theilung so be- 
schaffen sein, dass in dem gemeinsamen Gebiete die Theilungslinien 
einander vollstiindig decken, und so das theilweise Uebereinanderliegen 
von X;, und =,,,, keine neuen Abgrenzungen hervorruft. Dies gilt 
von allen Paaren, selbst von X,, und =,,, weil S so in S, iiber- 
gefiihrt wurde, dass Yi, zu Y,, dieselbe Lage erhielt wie Xi, 
zu =4,. 

Ist nun z ein Theil von X,,, der nicht auch zu =,, gehdrt, so 
muss ein correspondirender (congruenter) Theil § in =,,. vorhanden 
sein. Liegt dieser in dem Gebiete, das =,, mit X,, gemein hat, so 
folgt daraus, dass, — weil X;, einen Theil x besitzt, — auch =;, einen 
Theil € besitzen muss. Liegt auch dieser nicht frei, sondern in dem 
den Flichen X,,_, und =,, gemeinsamen Gebiete, so muss auch in 
=,,_, ein Theil § vorhanden sein u. s. f. Schliesslich muss man, — 
da die Zahl der Theile eine endliche ist, — auf einen Theil & stossen, 
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der ausserhalb des den Systemen F' und  gemeinsamen Gebiets liegt. — 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 


IV. 

Wesentlich einfacher gestaltet sich die Construction, wenn die 
in einem der Winkelriume (Z;-1, Z;) liegenden Partialgebiete vdllig 
von einander getrennt sind. Haben etwa X,, und =, kein gemein- 
schaftliches Stiick, so bildet man nur das System S durch das Auf- 
einanderlegen von Y),... Y2, und kann sofort nach der dadurch erzielten 
Zerlegung der Y;, die Theilung der Xj, und =,, vornehmen; die Zu- 
ziechung der Systeme S, ist nicht erforderlich. 

Sind ausser Xz, und =,, noch Xa, und =, 4, Vou gemeinschaft- 
lichen Stiicken frei, so bildet man am besten zwei Hilfssysteme S und 
S’; das erste durch Aufeinanderlegen von Y;,... Y;,, das andere 
durch Aufeinanderlegen von Yj,,,... Ya,- 


V. 

Besitzen die Systeme F' und @ keine Kigenschaften, welche unter 
die vier bisher behandelten Besonderheiten fallen, so fiihrt eine Zer- 
legung derselben in Ringflichen zum Ziele. 

Man sucht zuniichst alle Punkte auf den Begrenzungslinien von 
F auf, in denen die vom Drehungsmittelpunkte M gerechneten Vectoren- 
radien maximale oder minimale Werthe besitzen, und legt durch diese 
Punkte Vollkreise mit M als gemeinsamem Mittelpunkte, Diese gehen 
natiirlich auch durch die entsprechenden Maxima und Minima der 
Begrenzungen von ®, Voraussetzwng ist, dass die Zahl dieser Punkte 
endlich ist. 

Ferner legt man auch durch alle Punkte, in denen sich die Be- 
grenzungslinien von F’ und ® schneiden oder beriihren, concentrische 
Kreise um M. Fallen an einzelnen Stellen diese Begrenzungen fiir 
ganze Strecken zusammen, so sind die Kreise durch die Punkte zu 
legen, in denen die Trennung beginnt. Die zweite Voraussetzung 
unserer Construction ist, dass die Schnittpunkte in endlicher Zahl 
auftreten. 

Durchschneidet man nun die Flichen lings den sie durchqueren- 


den Kreislinien, so zerfallen F’ und ®, — wenn m die Zahl der con- 
centrischen Kreise ist, — in m oder (m — 1) Gruppen von Theilen, 


jenachdem der Drehpunkt M selbst ein Punkt von F' ist oder nicht. 
Jede Gruppe liegt zwischen zwei benachbarten concentrischen Kreisen 
und enthilt eine Anzahl getrennter, einfach zusammenhingender Theile. 
Die Gruppen von F' und ®, welche zwischen denselben concentrischen 
Kreisen liegen, bestehen aus congruenten Theilen in gleicher gegen- 
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seitiger Lage. Diese kénnen gemeinschaftliche Stiicke besitzen; zwei 
nicht entsprechende Gruppen von F' und ® liegen offenbar vollig 
getrennt von einander. 

Die einzelnen Flichenstiicke einer Gruppe sollen ,, Trapeze“ heissen, 
weil ihre Begrenzungen aus zwei Bogen der concentrischen Kreise 
(den fusseren und inneren ,,Grundlinien“’) und aus zwei ,,Seiten‘‘ von 
beliebiger Gestalt bestehen. Die Liicken zwischen Trapezen sind in 
gleicher Weise begrenzt, haben also auch den Charakter von Trapezen. 

Eine Gruppe aus F’ bestehe aus den Trapezen 


ae Ve Se oT 
die durch die Liicken 1 "29 “ay os tes 


SG +. & 
getrennt sind; die entsprechende Gruppe in ® aus den Trapezen 
Tuy Bay Sys «> o Say % 


und den Liicken 
ayy Ag, eee am [OO K, ACN). 

Die Numerirung der Trapeze geschieht, indem man in einem 
bestimmten Sinne den Ring umkreist. 

Haben in zwei entsprechenden Gruppen zwei Trapeze ¢; und 1; ein 
Stiick gemeinschaftlich, so entsteht ein ,, Doppelstiick (¢;7,). Durch 
die vorangegangene Construction der concentrischen Hilfskreise ist es 
aber ausgeschlossen, dass sich dabei die Seiten der Trapeze ¢; und 1, 
schneiden, Eine Seite eines Trapezes ¢ liegt also entweder ganz inner- 
halb einer Liicke 4, oder innerhalb eines Trapezes rt, oder fillt ganz 
mit einer Seite eines t zusammen. 

Das gemeinsame Gebiet zweier Liicken 1; und A, bildet eine 
»,Doppelliicke (/;4;,), durch welche ein Weg L; aus dem Mittelpunkte 
des Ringes ins Unendliche fiihrt. Ebenso fiihren durch Doppelstiicke 
Wege aus dem Inneren des Ringes ins Aeussere, welche weder eine 
Liicke 7 noch eine Liicke 4 durchschneiden. 

Der Theil von ¢;, der nicht auch Theil eines Trapezes r ist, muss 
natiirlich Theil einer Liicke 4 sein und kann keiner Liicke 7 an- 
gehéren. — Die nicht gemeinschaftlichen Gebiete der Trapeze ¢ und rt, 
die wir in paarweise congruente Theile zu zerlegen haben, kénnen 
deshalb auch als die nicht gemeinsamen Gebiete der Liicken 1 und 4 
aufgefasst werden. Unter Umstiainden kann es vortheilhafter sein, das 
Gebiet der / und 4 zu untersuchen, als das der ¢ und t. 

Die weitere Behandlung unserer Aufgabe richtet sich nun nach 
der Zahl der vorhandenen Doppelstiicke (bez. Doppelliicken) und der 
Art ihrer Entstehung. 

a) Ist kein Doppelstiick vorhanden, so zerfallen die nicht gemein- 
samen Gebiete an sich schon in paarweise congruente Theile, nimlich 
in ¢, ... tm und in t, ... t,.— Ist keine Doppelliicke vorhanden, so ist 
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die Ringfliche vollig gefiillt und zwar einerseits durch Doppelstiicke 
(4;t,), andrerseits durch Stiicke, die nur einer der Gruppen angehéren. 
Diese bilden offenbar nichts anderes als die Ausfiillung der Liicken 
1,..+%, und 4,...4, und sind deshalb ebenfalls von vornherein in 
congruente Paare (1; oo 4;) geordnet. 

b) Besitzt der Ring eine Doppelliicke (1;4;), die durch das theil- 
weise Zusammenfallen zweier entsprechenden Liicken J; und 4; ent- 
standen ist, so kann, da die in I] vorangestellten Bedingungen erfiillt 
sind, die Zerlegung der nicht gemeinsamen Gebiete der ¢ und tr nach 
dem dort entwickelten Verfahren geschehen. 

Hat eins der vorhandenen Doppeistiicke die Charakteristik (¢,1;), 
so sind jene Bedingungen hinsichtlich der durch die Stiicke J; und 4; 
gebildeten Flichensysteme erfiillt. . 

c) Wenn fiir alle im Ringe auftretenden Doppelliicken (J;A,) die 
Indices ¢ und & von einander verschieden sind, so ist die Méglichkeit 
vorhanden, dass sich aus ihnen eine Anzahl hervorheben lisst, deren 
Charakteristiken einen Cyklus bilden: 


(I, An) (U,A;) (i; Ax) eee (lp 4,) (1, Ay). 


Dann sind, wie sich zeigen lisst, die in Il] gemachten Voraussetzungen 
erfiillt. 


Bezeichnet man die Liicken 
£4%.-.&8 

in der Ordnung, in der sie im Kreisringe in einem bestimmten Sinne 
auf einander folgen, mit 

Uy Uy, + ++ Una boys 
mit A,,; die Liicke aus der Reihe der 

eo a a 
welche im Cyklus mit J,, eine Doppelliicke bildet, so kann — wegen 
der Congruenz der beiden Reihen /,...1, und A4,...4, — die Reihe 
der Indices h, h,,...h, nur durch cyklische Vertauschung aus der 
Reihe g, 9,,-..g» hervorgegangen sein. Ist also h identisch mit 9, 


so muss hy = gai, ho = gaye sein u. s. f. Ich bezeichne nun die 
Gruppe der ¢, welche zwischen den Liicken J,, und J, liegt, mit X 


und mit X; die Gruppe der ¢ zwischen J,, , und 1,,; ebenso mit =; die 
Gruppe der t zwischen /,, , und d,,. Dann findet eine theilweise Be- 
deckung zwischen den Gruppen 


MR XM, ... Rew Ayruagea... XM, 
und bez. 


=s k+l ss =, = oe kl 


statt, 
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Damit ist das Vorhandensein einer Gruppeneintheilung, wie sie 
das Verfahren III voraussetzt, nachgewiesen. 

Giebt es unter den Doppelstiicken solche, deren Charakteristiken 
sich in einen Cyklus ordnen lassen, so kann man die Systeme der / 
und der 4 so in Gruppen zerfillen, dass auf sie die Construction III 
anwendbar wird. 

d) Die letzte noch zu erérternde Méglichkeit, dass sich aus den 
Charakteristiken der vorhandenen Doppelstiicke kein Cyklus zusam- 
menstellen lisst, kann nur dann auftreten, wenn mindestens eins der 
Trapeze ¢ tiberhaupt nicht bei der Bildung eines Doppelstiickes betheiligt 
ist, also ganz getrennt von den Trapezen r liegt. 

Denn giebt es neben einem Doppelstiick (¢,t,) ein zweites in ¢, 
liegendes Doppelstiick mit der Charakteristik (¢,7;), so muss in ihr 
(— nach der gemachten Annahme —) der Index i von g (und h) 
verschieden sein. An dieses zweite Doppelstiick kann sich nur ein 
drittes (¢;7,) reihen, in welchem k von g, h und i verschieden ist. 
Hat man auf diese Weise eine Kette von v Charakteristiken 

(tytn) (tats) (tite) . « « (bp ty) (bgtr) 
mit (v-+1) von einander verschiedenen Indices zusammengestellt, so kann 
sie nicht aus ebensoviel (m) Gliedern bestehen, als iiberhaupt Indices 
vorhanden sind. v kann also héchstens — m—1 sein, und dann 
miissen ¢, und t, von Doppelstiicken frei sein, weil sich sonst (gegen 
die Voraussetzung) ein Cyklus von m (oder weniger) Gliedern bilden 
wiirde. — Ist v kleiner als (m—1), so kénnte wohl ¢, mit einem der 
t, die nicht in der obigen Reihe vorkommen, ein Doppelstiick bilden; 
dann hatte man aber die Kette irrthiimlicher Weise mit » statt mit 
(v-+1) Gliedern angesetzt. Wir sind also berechtigt anzunehmen, 
dass mindestens ein ¢ vollstiindig frei liegt; es sei dies das letzte ¢,,. 

Nimmt man nun die beiden Trapeze ¢,, und t,, ganz aus der Ebene 
des Ringes heraus, so bleiben zwei aus je (m—1) Trapezen zusammen- 
gesetzte Systeme tibrig. In diesen kann nun eine der in a), b) und ¢) 
untersuchten Besonderheiten vertreten sein; daun ist man bereits im 
Stande, die nichtgemeinsamen Gebiete der ¢; und 1; [i = 1, 2,... (m—1)] 
in paarweise congruente Stiicke 

GM... mm wet & EL... % 
zu zerlegen. 

Bringt man, nachdem dies geschehen ist, die Trapeze ¢, und tn 
in ihre urspriingliche Lage, so wird die Begrenzung von 1,, einige 
der x; durchkreuzen und dadurch eine Zerstiicklung dieser Theile in 
das System 

SB, By... & 
hervorrufen. Zugleich bringen umgekehrt die Begrenzungen der 2; 
eine Zerlegung von t,, in die Theile yy 4, 4, ... 4, hervor, von denen 
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nur 4 kein Doppelstiick ist, wihrend sich die tibrigen 9, 9, ... Mu 
vollig mit w Theilen aus der Gruppe 2,’ x’... 2, decken, und zwar 
mit Xp, Hp, + - - Xp, [p; 2 Ni} - 
Zerschneidet man die § ebenso wie die x in das System 
by 6"... bu [8 co ai] 
und das Trapez ¢,, ebenso wie t,, in die Theile 


YoU --- Yly 2 un), 
so ist unsere Aufgabe gelést. 

Das nicht gemeinschaftliche Gebiet in dem Systeme der t zerfillt 
niimlich in die Theile: 

.&-...§& 22 oe 
oder, — wenn man mit & & ... &) die Theile bezeichnet, welche 
von §,’...§ nach Ausscheidung der Theile &;...&, tibrig bleiben, — 
in die Theile: 
(Er + + + Spy) (Bas + Saq) Und mH. 

Der ersten Gruppe entsprechen die Theile (y, y,... Yu) in tn, der 
zweiten Gruppe die Theile x, ...2,,, und schliesslich ist 4) dem y, 
in dem Trapeze ¢,, congruent. 

Zum Schluss ist noch die Méglichkeit in Betracht zu ziehen, dass 
auch nach Fortlassung von ¢,, und t,, ein System iibrig bleibt, in dem 
sich die Charakteristiken der Doppelstiicke nicht in einen Cyklus 
ordnen lassen. In diesem Falle kann man die Zahl der Trapeze 
wiederum um eins vermindern; und wenn in dem reducirten Systeme 
die erstrebte Theilung méglich ist, so wird man durch eine zweimalige 
Wiederholung des eben beschriebenen Verfahrens auch in den voll- 
stiindigen Systemen eine Auftheilung der Reihe erreichen. Man iiber- 
sieht leicht, dass es im fussersten Falle dahin kommen kann, dass 
auf dem Ringe nur ein Trapez ¢ und ein Trapez t vorhanden sind; 
dann lassen sich aber ihre nicht gemeinsamen Theile stets in eine 
endliche Zahl paarweise congruenter Stiicke zerfillen. 


B) Die Flachen sind gegenwendig congruent. *) 


Liegen die congruenten Systeme F’ und ® so, dass sie erst zur 
Deckung kommen, wenn eins von ihnen — etwa F’ — zuerst eine 
halbe Wendung unf eine Gerade g macht und dann lings derselben 
um die Strecke d verschoben wird, so gestaltet sich die Construction 
folgendermassen : 

Man bildet aus F und seiner (nach g) symmetrischen Gegenfigur 
F’ ein neues System V und bringt dies durch auf einander folgende 
Verschiebungen lings g um die Strecken 


*) Vgl. Réthy: p. 423—526, 
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Vio-n:>- Via, V,-°+ Vz. 

Die Zahl der erforderlichen Verschiebungen ist dadurch gegeben, dass 
die letzten Systeme weder mit F noch mit ® ein Stiick gemein haben 
sollen. Verzeichnet man die Contouren simmtlicher V in den beiden 
Systemen FJ’ und ®, so zerfallen diese in gleich viele, gegenwendig 
congruente Theile. Zum Schluss kann man, genau wie in A,, die Zu- 
ordnung dieser Theile so abindern, dass jedem Theil aus dem nicht 
gemeinsamen Gebiet von /’ auch ein Theil aus dem nicht gemein- 
samen Gebiet von ® entspricht. 


in die Lagen 


C) Der Beweis des Satzes 2.*) 


Schneidet man aus 2 congruenten Systemen F und ® die congruenten 
Systeme F, und ®, heraus, so lassen sich die Reste r — F — F, und 
@ = © — 9, in eine endliche Zahl paarweise congruenter Stiicke zer- 
legen, Denn legt man F' so auf ®, dass dabei Fy und ®, zur Deckung 
kommen, so werden die ersteren ein Gebiet gemein haben, das im all- 
gemeinen groésser als F, = ®, sein wird (G=F, + 9=9%, +73 9=71. 
Ihre nicht gemeinsamen Gebiete / und @ lassen sich nach den in den 
vorhergehenden Abschnitten entwickelten Verfahren in paarweise con- 
gruente Stiicke zerlegen: 


f=fht+he fis PPP. Mm (Of). 
Mithin stellen sich die Reste r und @ so dar: 
r=gth + heoo-fy 
C=7 FA + P2°*: Pr, 
gw hr vi). 
Damit ist der voranstehende Satz bewiesen. 


*) Vgl. Réthy p, 423—426. 














Ueber endlich-gleiche Flachen. 
Von 


Morirz Rérny in Budapest. 
(Mit 2 lithograph. Tafeln.) 





Die voranstehenden ,,Bemerkungen“ des Herrn H. Dobriner 
(pag. 275ff.) veranlassen mich zu folgenden Erérterungen iiber die 
Grundlagen meiner Arbeit, und zu folgenden Erginzungen. 


1, Wir stellen uns vor, eine jede zusammenhingende Fliche A 
sei theilbar, der Gesammtheit ihrer Stiicke A,, A,, ..., An gleich, 
einem Theile derselben aber ungleich, was man so ausdriickt 


A=A,+ A,+-+-+ An, 
A>A,+4,+:°-+-+4;3 tn, 

Wir lassen ferner nur solche Bewegungen der Flichen und ihrer 
Theile zu, welche diese Eigenschaften unberiihrt lassen, 

Besteht B aus den getrennten Theilen B, und B,, so folgt aus 
diesen Grundyorstellungen, dass B, durch keinerlei Theilung und Be- 
wegung in Deckung zu bringen ist mit B, + B,. Dies hiesse nimlich, 
dass das gusammenhdngende Stiick B, des urspriinglichen Systems 
B, + B, in Deckung gebracht ist mit einem Theile von sich selbst. 

Besteht B aus den getrennten Theilen B,, B,,..., By, so folgt 


ebenso, dass 
B,+ B,+-++++B, jc 
durch keinerlei Theilung und Bewegung in Deckung zu bringen ist mit 
dem ganzen B. Sonst miisste niimlich wenigstens einer von den Theilen 
by, der einzelnen zusammenhingenden Fliachen B,, B,, ..., B; in 
Deckung sein mit sich selbst und ausserdem noch mit Theilen von 
Byar + Byza +-+ ++ Ba, 

was mit dem vorangehenden Satz in Widerspruch steht. 

Eine Folge hievon ist, dass A und B keine gleichen Flaichen sein 
kénnen, sobald sie aus den Theilen 


A,, A,, eo +g An, 
B,, By, ..-, Ba, Buys 
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zusammengesetzt sind von der gegenseitigen Bezichung, dass A; © B; 
fiir alle i—1,2,...,” Bestand hat, B,4; aber eine Fliche ist im 
gewohnlichen Sinn (also nicht Null). 

Die Behauptung, A sei endlich-gleich B, wiirde nimlich darauf 


fiihren , dass 
B,+ B,+++-+Br 
in Deckung zu bringen ist mit 
B,+ By+---+ Bot Bau, 


d. i. ein Theil mit dem Ganzen. Da nimlich A; cj B; fir alle 
¢=1,2,...,” Bestand hat, so iiberfiihrt man erst die gesammten 


Theile von 

B,+ B,+-:-+B, 
in das System A, d. i. in 

A, + A, + Ags 


und iiberfiihrt dann im zweiten Schnitt das zerstiickelte A in das ent- 
sprechend zerstiickelte 

B, + By+ +++ + Bit Bai, 
was doch in Folge der zugegebenen Endlich-Gleichheit méglich sein 
miisste. 

Es sei also A wunendlich-gleich dem B; dann miissten nach Aus- 
scheidung von Theilen a@ und # aus A resp. B endlich-gleiche Reste 
A—aund B— iibrig bleiben, selbst wenn a und £ der Beschriinkung 
unterworfen werden, dass sie innerhalb des gegebenen (im Uebrigen 
beliebig kleinen) Stiickes B,,, Platz haben. 

Man hatte demnach in Folge von A; cw B;, i—1,2,,..,n, 


Q) BAB p+.-+ Bera $4,t--4 Ay, 
zweitens in Folge des eben Ausgefiihrten 
A—axB- 8, 
demnach 
() A+ 4, +-+-+ 4, =(4—«) + ox (BA) +. 
Aus (1) und (2) folgt aber ; 
B,+ B,+---+ Bx (B-—B) +4, 
was sagen will, dass 
B=B, + B,+---+B, 

durch Theilung und Bewegung in Deckung gebracht ist mit 

"= B, + Byt+-+-+ Bet (Bui—f) +. 
Da aber 6 innerhalb B,,, Platz hat, so besteht letzteres System ausser 
den gesammten Theilen von B’ noch aus dem Stiicke «@ und dem Reste 
(Bai: — 6). Wir wiiren demnach darauf gefiihrt worden, dass B” in 
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Deckung gebracht ist mit seinem Theile B’, in Widerspruch mit den 
hier zulissigen Vorstellungen. 


Man kann dasselbe auch in folgendem Satz aussprechen: 


«) Entfernt man aus den Fliichen A und B entsprechend gleiche 
Sticke A; ~ By, i= 1, 2,...,m— 1, und ist von den iibrig 
bleibenden Resten A, und B, der erste congruent einem Theile des 
eweiten, so sind A und B ungleich und zwar ist A< B. 

Es ist dies ein Satz, und enthiilt doch als Specialfall den mir als 
Axiom zugedachten Satz F des Herrn Dobriner, der nach seiner 
Meinung nur dann streng bewiesen werden kénnte, wenn es mdglich 
wire, das Resultat meiner Untersuchungen ,, Endlich-gleiche Flichen 
aus Endlich-gleichen abgezogen ergeben wieder endlich-gleiche Flichen* 
auf Grundlage des in § 2 meiner Arbeit angewandten Translationen 
unabhiingig von F' zu beweisen. Dem gegeniiber kann ich nicht um- 
hin die Aufmerksamkeit darauf zu lenken, dass auch § 2 meiner Arbeit 
auf die im Kingang dargelegten Vorstellungen basirt ist, da doch 
ohne diesen die Flichen nicht nur getheilt und bewegt, sondern auch 
gedehnt werden, und die Dehnung doch bei Untersuchungen iiber die 
Grundlagen der Fliichenmessung auszuschliessen ist. 

Da ich nun nachtriglich den Satz @), den ich als bekannt voraus- 
setzte, streng bewiesen habe, und in § 1 meiner Arbeit die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen der Endlich-gleichheit zweier 
Flachen aus diesem Satz in aller Strenge abgeleitet sind, so glaube 
ich, dass die Bedenken des Herrn Dobriner gegen diesen Theil meiner 
Arbeit als behoben zu betrachten sind. Insbesondere betrachte ich 
den Satz: 


B) Endlich-gleiche Flichen aus endlich-gleichen weggenommen ergeben 
endlich gleiche Reste, 
als véllig befriedigend bewiesen. 


2. Der zweite Theil (§ 2) meiner Arbeit stellt sich die Aufgabe, 
die in § 1 bewiesenen Siitze mit Einschriinkung der zu benutzenden 
Hilfsmittel abzuleiten. Charakteristisch fiir die hier benutzten Con- 
structionen ist, dass sie ausser den Grenzen der gegebenen F lichen 
und ihrer gemeinsamen Theile und den wiederholten Transpositionen 
dieser Figuren im Einander kein anderes Hilfsmittel, — selbst nicht 
Cirkel und Lineal, — in Anspruch nehmen. Nach den diesbeziig- 
lichen zutreffenden Bemerkungen des Herrn Dobriner, erkliire ich aber 
unumwunden, dass die Constructionen ohne Weiteres nicht immer zu 
einer endlichen Anzahl von gegenseitig congruenten Stiicken fiihren, und 
zu diesem Zweck im allgemeinsten Fall noch einer Erginzung bediirfen. 
Ich spreche nun die Resultalte meiner neuvern Untersuchungen in 
folgenden Sitzen aus: 


20° 














300 M, Riray. 


vy) Die Zerlegung der nicht gemeinsamen Theile zweier congruenter 
beliebiger Flichensysteme A und B in gegenseitig congruente Stiicke 
gelingt in einer endlichen Anzahl von Schritten unmittelbar durch wieder- 
holte Transpositionen der gegebenen Figuren in Einander ,,ohne“ sonstige 
Anwendung von Cirkel und Lineal, 

1’) wenn A und B im entgegengeseteten Sinn congruent sind, 

2’) wenn A und B gegeneinander parallel verschoben sind, 

3) wenn das gegenseitige Drehungscentrum O der in gleichem Sinn 
congruenten Flichen A und B so gelegen ist, dass man von ihm aus 
ins Unendliche ein (sonst beliebig kleines) Flichenstiick fiihren kann, 
ohne A zu streifen, 

4’) wenn die congruenten Fliichensysteme A und B aus Kreisflichen 
oder Kreisringen mit dem Mittelpunkt O auf die Weise entstehen, dass 
man aus ihnen Flichen B’ resp. A’, wo B’ co A’ ist, ausschneidet, die 
der Bedingung 3) geniigen. (Fig. 6a). 

Die Fille 2’), 3’), 4’) sind dadurch charakterisirt, dass die Flichen 
A und B in gleichem Sinne congruent sind, und von Kreisen mit dem 
Mittelpunkt O abgesehen keine um O herum geschlossene Linien g 
unter ihren Grenzen sich befinden. Ich heisse zusammenhingende 
Flichenstiicke, die von solehen Linien g begrenzt sind, Giirtel um O. 

Enthalten nun die im gleichen Sinne congruenten Flachen A und B 
solche Giirtel um O herum, (Fig. 6) so gilt folgender Satz: 

0) Man fiihre wm O concentrische Kreise k; in einer Anzahl, dass 
stimmtliche wm O herum geschlossene Linien g; durchschnitten werden; 
es zerfillt dann A und B in auf den einzelnen Ringrdiumen gelegenen 
Fliichen A® co B® von der Eigenschaft, dass die endlich-gleiche Zer- 
legung der freien Theile eines jeden Paares A“, B® durch wiederholte 
Transpositionen der gegebenen Figuren in Einander ,,ohne‘ sonstiger 
Anwendung von Cirkel und Lineal gelingt. 

Ich habe diese Zerlegung durch Kreisschnitte in einem Specialfall 
(Anmerkung zu der Aufgabe 5, § 2) angewendet, und verweise hier 
zur Erlauterung auf Fig. 15, Bd. 38 dieser Annalen. Der Satz 0) ist 
eben die Verallgemeinerung des in dieser Anmerkung bewiesenen 
Satzes. 

Die in den Satzen y) und 0) geforderten Zerlegungen vollziehen 
sich simmtlich nach den in § 2 gegebenen Methoden. Da jedoch mein 
daselbst gefiihrter Beweis, wie Herr Dobriner richtig bemerkt, in dem 
Fall, wenn die Bedingung 3’) resp. 4’) erfiillt ist, eine Liicke enthiilt, 
so gebe ich die Construction fiir diese Fille, wie auch den Beweis 
des neuen Satzes 0) in einer andern Darstellung, die als eine An- 
wendung der Methode des grissten gemeinschaftlichen Theilers an sich 
von Interesse ist. Da diese Constructionen nur auf einer mehrblittrigen 
in QO zusammenhiingenden Riemann’schen Fliche ausfiihrbar sind, 
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daher hier ziemlich complicirt ausfallen wiirden, so ziehe ich vor, 
dieselben auf einen Parallelstreifen abzubilden, wo dann an Stelle der 
urspriinglichen Drehungen Parallelverschiebungen treten. Auch werde 
ich in den Figuren an Stelle krummer Grenzen Gerade ziehen, ohne 
aber von den Eigenschaften der Geraden Gebrauch zu machen, so dass 
sie fiir Curven gelten, Setzt man zum Schluss an Stelle der parallelen 
Verschiebungen Drehungen um den Punkt 0, so werden simmtliche 
Constructionen auf die genannte Riemann’sche Fliche iibertragen. 

Bei dem Beweis des Satzes y) habe ich ferner die Bedingung 4’) 
nicht separat zu behandeln, da dieser Fall dadurch in den Fall 3’) 
iibergeht, dass man an die Stelle von A, B die Fliichen A’, BD’ setzt. 
Diese Art Reciprocitét zwischen A, B und den Erginzungsflichen 
B’', A’ soll zum Schluss zu einer einfachen Zuriickfiihrung des Satzes 0) 
auf Satz y) benutzt werden. 


3. Die Grenzen der Fliiche A seien vorerst ein Kreis mit dem 
Mittelpunkt O, und eine geschlossene Curve, die mit diesem Kreis uur 
einen Punkt M gemein hat (Fig. 1a); die Fliche B entstehe aus A 
durch Drehung um O von der Winkelgrésse g, wobei der Punkt M 
in N iibergeht; die gemeinsamen Theile von A und B bilden einen 
Giirtel bestehend aus den zwei Theilen K und K,, welche in den mit 
M und N bezeichneten Punkten des begrenzenden Kreises zusammen- 
hiingen. 

In der Abbildung auf den Parallelstreifen (Fig. 1) treten an Stelle 
der Flaichen A und B zwei Dreiecke; an Stelle der begrenzenden 
Kreislinie die Grenze // des Parallelstreifens; an Stelle der Drehung » 
tritt die Verschiebung liings 77 um die Grésse b; die Basis der Dreiecke 
liegt auf 72 und ist von der Liinge a + b; (= der Peripherie des 
Kreises); das Gemeinsame von A und B wird durch die Flichen K 
und K, co K, repriisentirt; ihre freien Theile sind endlich durch die 
Vierecke S und 7’ dargestellt. 

Unsere Aufgabe ist jetat S und T, d. i. 


A—K—K, wd B—K— kK, 


in gegenseitig congruente Stiicke zu zerlegen. *) 
Wir zerlegen zuerst bei Anwendung der Construction pag. 405, 
Bad. 38 die Flichen 
A—K uid B—K 
in gegenseitig congruente Stiicke. Dies fordert hier die wiederholte 


Verschiebung der Flichen A, (B) um +b, (—b), und bei jedem 
Schritt die Einzeichnung der Contouren von X in die Flichen B, (A), 


*) Vergl. die ,,Bemerkungen“ des Herrn Dobriner. 
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welcher Process einen Abschluss findet, sobald die zur Linken (Rechten) 
gelegenen Grenzen der fortgefiihrten Fliche K in die Stiicke K, (K,) 
hineinfallen. Wir bezeichnen mit A’ resp. B’ jenen Theil der ruhenden 
Flaichen B resp. A, welche durch die fortgefiihrten in der letzten Lage 
bedeckt werden; A’ und B’ enthalten demnach noch die ganzen 
Flichen K, resp. K,. 
Wir haben auf diese Weise die ausserhalb B’, A’ gelegenen Theile 

von S und T zerlegt in gegenseitig congruente Stiicke 

Mis soy 

oe 


und zur Lésung der gestellten urspriinglichen Aufgabe haben wir noch 
aus B’ und A’ die ganz innerhalb derselben gelegenen Stiicke K, und 
K, und ausserdem noch ihre in das Gebiet K hineinragenden Theile 
Ky und K,’ abzuziehen. 

Wir verschieben zu diesem Behufe B’ mitsammt den auf der 
Fliche fixirten Stiicken K, und K,’ um die Grésse a+ b, so dass 
K, mit K, zur Deckung kommt, und bezeichnen B’ in dieser Lage 
mit B’. Ein Blick auf die Figur zeigt, dass die gestellte Aufgabe auf 
eine andere zuriickgefiihrt ist, die sich von ihr mur dadurch unter- 
scheidet, dass an Stelle der Flachen und Strecken 

A, B, K, K,, K,, a, b 
die Flichen und Strecken getreten sind 
A’, B’, K,, K,, K;, 5, ¢’. 
Die Aufgabe ist eben vollstindig gelést, sobald es gelingt, die Reste 
A'— K,—K, und B’—K,—K; 
in gegenseitig congruente Stiicke zu zerlegen. 

Daraus folgt, dass die Wiederholung desselben Verfahrens nach 
einer endlichen Anzahl.von Schritten zum Ziele fiihrt, wenn @ und bd 
ein gemeinsames Mass besitzen. Das ganze Verfahren unterscheidet 
sich nimlich von dem Aufsuchen des gréssten gemeinsamen Masses 
zwischen a und } nur dadurch, dass wir auch die Grenzen von Flichen 
zu zeichnen hatten. Wir zogen bei unseren Operationen b von a ab, 
so lange wir einen Rest erhielten x <a. Da nun B’ gegen A’ um 
r verschoben, und die Liinge der Basis von A’ von der Grosse b+?’ 
ist, miissten wir im zweiten Schritt r’ von b abziehen, so lange der 
Rest x” < 6 wird. Wir erhalten so A” und B”, die gegenseitig um 
r” verschoben sind und die Basis von A” ist r +r”, u. s. f. Wenn 
daher r) das grésste gemeinschaftliche Mass ist, so ist rt) = 0; 
das Verfahren auf A”), B™ angewendet, zerlegt demnach die auf ihnen 
gelegenen Reste von S und 7’ in die gegenseitig congruenten Stiicke 
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| 
ohne zu neuen Resten zu fiihren. 

Wenn hingegen a und b kein gemeinsames Mass besitzen, so erhalten 
wir auf diese Weise eine unendliche Reihe unendlich abnehmender 
Flaichenpaare 

4,83 2), 3 A tas 

deren simmtliche Punkte zur Linie 77 unendlich nahe riicken, da die 
Basis gleich der Summe der aufeinander folgenden Reste r—)) + ri” 
ist. Daraus folgt aber, dass eine eur Basis 11 parallel gezogene Gerade 
pp, welche die K, K,, K, noch entewei schneidet, aus S und T zwei 
Stiicke Sya»T, abschneidet, nach deren Absonderung S—S, und T—T, 
durch die ausgefiihrten Constructionen schon in gegenseitig congruente 
Stiicke zerlegt sind. 

Anmerkung. Die Construction wird am einfachsten, wenn man 
den Querschnitt pp durch jenen Schnittpunkt der Grenzen von A und B 
(Fig. la) fiihrt, welcher der Basis // niiher liegt (Fig.2). Diese Figur zeigt 
direct betrachtet die einfachste Zerlegung zweier Parallelogramme von 
gleichem Winkel und Fliacheninhalt in gegenseitig congruente Stiicke. 


4, Fir die oberhalb von pp befindlichen gesammten Theile der 
Flachen A und B leisten demnach diese Constructionen eine endliche 
Zerlegung der freien Theile. Denkt man sich nun aus A und B 
beliebige homologe einfach zusammenhingende Stiicke A und B aus- 
geschnitten, die ganz oberhalb pp verlaufen, so sieht man sofort ein, 
dass dieselben Constructionen die freien Theile von A und B aus den- 
selben Griinden in eine endliche Anzahl gegenseitig congruenter Stiicke 
zerlegen. 

Ueberhaupt sind die auf solche Flichen A und B ausgeiibten 
Operationen unabhiingig von der Entfernung, die sie von der Linie 
ll trennt; dieselben fiihren zur endlichen Auftheilung, sobald die Flichen 
der Bedingung unterliegen, dass von dem Drehungsmittelpunkt O aus 
ein (geniigend kleines) F'ldchenstiick durch den Raum hindurch, der 
ihre gemeinsamen Theile trennt, ins Unendliche gefiihrt werden kann. 

Somit ist der Satz y) fiir einfach zusammenhiingende Flichen A 
und B bewiesen. 

Wir beweisen nun den Satz y) fiir den Fall, wenn A und B der 
Bedingung 3’) entsprechen, im iibrigeu mebrfach zusammenhingen. 

Wir haben zu diesem Behufe, in Anbetracht derselben Erwigungen 
die am Anfang dieses Abschnittes gemacht wurden, den Beweis nur 
fiir die folgenden Flachen A und B zu fiihren. 

Die Flichen A und B (Fig. 3) mégen aus dem oberhalb von pp 
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befindlichen Theil von A resp. B in Fig. 1 auf die Weise entstehen, 
dass man einfach zusammenhiingende Stiicke aus denselben heraus- 
schneidet; diese Lécher sind in unserer Darstellung durch die theilweise 
weissen Fiinfecke U, V reprisentirt. Wir wollen hier mit A und B 
die oberhalb von pp befindlichen Fldchen begeichnen mitsammt den 
auf ihnen gezeichneten Linien; diese Flichen sind also die Summe der 
Flichen A, U resp. B, V. 

Die Lésung der Aufgabe geschieht auf dieselbe Weise, wie die 
der friiheren einfacheren. Man muss nur die Flichen A, B mitsammt 
den auf ihnen gezeichneten Linien, die jetzt auch von den Rindern 
von U, V herstammen, fortfiihren; ebenso die aus denselben auf die 
beschriebenen Weise entstehenden Flichen A’, B’; A”, B”;..., die 
wir gleichfalls mitsammt den auf ihnen liegendeu Linien so nennen, 
Dass das Verfahren einen Abschluss findet, sieht man sofort, da doch 
die Grenze pp nicht iiberschritten wird. Sind wir einmal zum letzten 
Paar A™, B@ gelangt, so machen wir dieselben Schritte riickwiirts , und 
zeichnen schrittweise jede noch fehlende Linie auf die Stelle, die sie 
in diesen Lagen einnimmt. Zum Schluss erscheinen die freien Theile 
von A und B eingetheilt in gegenseitig congruente Stiicke 

8,, 8,, 8;, <9 S,, 

Nes Mas Sas. «> See 
(In Fig. 3 sind die Constructionen des leichteren Ueberblicks halber 
bloss oberhalb der Geraden p’p’ ausgefiihrt). 

Beweis. Legt man A™ ganz auf B®, so decken sich auch die 
auf ihnen liegenden sdimmtlichen Linien; dasselbe gilt von simmtlichen 
Linien der Flichen 

Sr-*, Fen-e, ...3 A", DB’; A’, BD’; 4, B. 
Decken sich zum Schluss A und B, so decken sich demnach auch 
siimmtliche auf U und V liegenden Linien. Es decken sich demnach 
die Stiicke von A und B einerseits und die von U und V andererseits 
fiir sich. Bezeichnen wir in dieser Deckungslage die auf einander 
liegenden Stiicke von A und B mit A;, B;, so sind demnach 


A: B, i=1,2,...,n-+m. 


Verschieben wir endlich B gegen A um die Grosse b, so dass sie die 
gegebene gegenseitige Lage einnehmen, — neue Linien kénnen hiedurch 
nicht entstehen, da doch diese Lage bei der Construction vorkam;— so 
kommen nur die in der Deckungslage um b abstehenden Stiicke von 
A und B paarweise aufeinander, und entweder ihre friiheren Paare 
oder von diesen um Vielfache von 6 abstehende Flichen werden frei; 
daher bilden diese die gegenseitig congruenten Stiicke S,, 7; der freien 
Flachen von endlicher Anzahl; q. e. d. 
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5. Wir gehen iiber zum allgemeinsten Fall. Wir kniipfen unsere 
Betrachtungen wieder an die Figur 3; die mehrfach zusammenhingen- 
den Fliichen A, B mégen sich aber bis zur Linie 7] ausdehnen, so dass 
sie zusammengesetzt sind aus den oberhalb von pp befindlichen A, B 
und den zwischen pp und J] befindlichen A), Bo. ' 

Da die freien Theile von A und B nach der soeben beschriebenen 
Construction 4 in gegenseitig congruente Stiicke eingetheilt sind, so 
haben wir uns nur noch mit den freien Theilen von A,, By zu 
befassen. 


Wir unterscheiden folgende Fille: 

a) Die Lichersysteme U, V haben mit der Linie // keinen einzigen 
Punkt gemein; 

b) diese gemeinsamen Punkte P, Q sind in endlicher Anzahl vor- 
handen ; 

c) dieselben bilder continuirliche Linien. 

Der erste Fall ist in (Fig. 3) dargestellt; die freien Theile sind 
dieselben, wie in Fig. 1, — sie sind gegenseitig congruent. 

Der zweite Fall ist in der ungiinstigsten ‘speciellen Lage in Fig. 4 
dargestellt; ein Blick zeigt, dass die freien Theile durch Superposition 
unmittelbar in gegenseitig congruente Stiicke zerfallen; fallen aber die 
Punkte P, Q nicht in jene specielle Lagen, so sind die freien Theile 
ohne weiteres congruent. 

Der dritte Fall ist in Fig. 5 dargestellt; man kann in diesem 
Fall die Zerlegung mit Hilfe der in der vorigen Nummer dargelegten 
Methode ausfiihren, da man durch Lécher U, V hindurch von der 
einen Seite des Parallelstreifens auf die andere kommen kann, ohne 
die Fliche A, resp. B, zu streifen. 

Die freien Theile von A,, By sind daher in gegenseitig congruente 
Stiicke zerlegbar, mithin auch die von A und B. 

Sind nun zwei beliebige in gleichem Sinne congruente Flichen 
A und B gegeben, so zerlege man dieselben in Ringriume durch 
Kreisschnitte k auf die Weise, dass die Abbildungen den gestellten 
Bedingungen geniigen, was immer leicht gelingt; tibt man dann auf 
die einzelnen Ringriume die beschriebenen Constructionen aus, so ist 
die endlich-gleiche Zerlegung der freien Theile vollbracht. In der 
folgenden Nummer soll jedoch die in Satz 6) ausgesprochene im 
Princip einfachere Lésung niiher beschrieben und der Satz hiemit auf 
den Satz y) zuriickgefiihrt werden. 


6. Die zur Giiltigkeit des Satzes y) nothwendigen Bedingungen 
sind nur dann nicht erfillt, wenn unter den Grenzen der gegebenen 
Fliiche A solche geschlossene Linien (Fig. 6) 


Ji» Jor ++ +9 Gam 
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vorkommen, deren Gesichtswinkel von O aus = 2m ist, und dazu 
diese Linien keine Kreise sind mit dem Mittelpunkt O; die Anzahl 
der Linien g; sei gerade, demnach sdimmiliche Giirtel von der Anzahl 
m mehrfach zusammenhingend ; hat der innerste Giirtel nur einen Rand, 
so hat man etwa g=0O zu nehmen; zwischen je zwei aufeinander 
folgenden Giirteln, wie auch innerhalb und ausserhalb aller Giirtel 
kénnen beliebige Theile der Fliiche A liegen, die aber keine Giirtel 
um QO herum bilden. Ist nun eine solche Fliiche A gegeben, so fiihre 
man von O aus concentrische Kreise 


Ky, Igy». +5 Kam, 
so dass der Kreis k; wenigstens die Linie g; schneide, wobei die Indices 


so gewahlt sind, dass die Radien r; der Kreise k; eine zunehmende 
Reihe bilden, dass also 


<< < Lam. 
Simmtliche von A nicht bedeckten Theile der Ebene bezeichne man 
mit B’ und heisse sie Lécher von A. Man bezeichne ferner mit ky 


eine Kreislinie von O mit dem Radius = 0 und die Theile der Flichen 
A resp. ihrer Lécher B’ auf den Ringraiumen 


gelegen zwischen k, und k, mit A,, 
” ” k, » hy 5, By; 
” ” kz n ky yy Ay, 
” ” ks » hy » By, 
” ” Kom—1 » kom ” p i ? 
” ” Kan 7» © » An41 ° 


Dieselben Kreise zerlegen auch die Fliche B und die Licher 4’ 
dieser Fliiche in die Theile 


BWA, t*—1,2,...,m+1, 
Ajw Bi, i=—1,2,...,m. 


Ein Blick auf die Figur zeigt, dass die soeben beschriebenen Flichen- 
resp. Liéchersysteme A; Co B; und A; co B; siimmtlich der Bedingung 
3’) unterliegen, dass demnach ihre freien Theile in Folge des Satzes 7) 
durch blosse Transpositionen der Flichen A;, B; und A, By in 
Einander in gegenseitig congruente Stiicke zerfallen. 

Zum Schluss sind die freien Theile der einzelnen soeben be- 
schriebenen Flichen- und Léchersysteme — mit Ricksicht auf 4) — 
identisch mit den auf denselben Ringriiumen gelegenen freien Theilen 
der gegebenen Flichen A, B. 

Die in dieser Construction gezogenen Querschnitte sind von der 
Anzahl 2m; soviel werden aber nur im ungiinstigsten Fall nothwendig. 
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In dem durch Fig. 6 dargestellten Fall z. B. ist der Schnitt k, iiber- 
flissig, und man kénnte auch g, und g, durch einen einzigen Kreis 
aus O durchschneiden. Zur Bestimmung der kleinsten Anzahl der 
nothwendigen und geniigenden Kreisschnitte fiihrt ganz allgemein die 
Bemerkung, dass eine jede Linie g; uur durch einen Kreis durchzu- 
schneiden ist und ein Kreis eine mdglichst grosse Anzahl Linien g; 
durchschneiden soll. Geschieht das, so zerfiullt die Fliche A in Stiicke 
gelegen in Ringriumen zweierlei Art: entweder entsprechen diese A; 
der Bedingung 3’), oder sie entsprechen ihr nicht; im zweiten Fall 
sind sie reciprok zu ersetzen durch die in demselben Ringraum gelegenen 
gesammten Ergiinzungsflichen B;, die der Bedingung 3’) allenfalls ent- 
sprechen, 

7. Wir haben demnach gesehen, welche Bedingungen erfiillt sein 
miissen, wenn Translationen der gegebenen Figuren in Einander ohne 
Weiteres eine endlich-gleiche Zerlegung der freien Theile zweier con- 
gruenter Flaichensysteme leisten sollen, und dass es, falls keine dieser 
Bedingungen erfillt ist, zu diesem Zwecke geniigt und nothwendig 
wird zu den gegebenen Grenzen neue zu adjungiren, — niimlich die 
soeben beschriebenen Kreisschnitte. 

Daraus folgt, dass die Adjunction solcher Schnitte jedenfalls auch 
bei der allgemeineren Aufgabe erforderlich sein wird, die endlich-gleiche 
Zerlegung der freien Theile zweier endlich-gleicher, nicht congruenter, 
Flichensysteme mitielst Translationen der Figuren in Einander zu 
bewirken. Diese Ausdehnung der Untersuchungen ist von Interesse 
und ich gedenke mich damit in einem folgenden Artikel zu beschiftigen. 
Im Gegensatz zu Herrn Dobriner muss ich jedoch wiederholen, dass 
von solchen Untersuchungen eine ,,festere“ Begriindung des Satzes 6) 
nicht zu erwarten ist aus dem Grunde, dass der einzige Unterschied 

* gwischen den beiden Beweismethoden, dem in § 1 geftihrten und dem 


zu fiihrenden, nur durch die Verschiedenheit der erlaubten Querschnitte 
bedingt ist. 




















Berichtigung zu dem Aufsatze ,,Ueber Systeme hdherer 
complexer Zahlen“. 


Von 


Tueopor Moun in Dorpat. 


In meiner Arbeit: ,,Ueber Systeme héherer complexer Zahlen“ 
Math. Ann. Bd. 41, habe ich nachtriglich folgendes Versehen bemerkt: 
Das Corollar zu Satz 18, pg. 115: 


Ist eine Wurzel der Killing’schen Gleichung Differene zweier ver- 
schiedener Wurzeln eines irreductibeln Theilers einer charakteristischen 
Gleichung, so sind auch alle iibrigen Differenzen zwischen verschiedenen 
Wurzeln desselben Theilers Wurzeln der Killing’schen Gleichung , 
ist nicht so unmittelbar evident, wie ich angenommen. Dies Corollar 
wurde zum Beweise des 26. Satzes verwandt. Dieser Satz aber lisst 
sich auch ohne Zuhilfenahme des Corollars beweisen. Er lautet: 


Satz 26. Die Killing’sche Gleichung eines Zahlensystems, das nur 
ein einziges begleitendes urspriingliches System besitat, ist Potenz der 
Wurseldifferenzengleichung der Ranggleichung des begleitenden urspriing- 
lichen Systems. 

Der Beweis kann folgendermassen gefasst werden: 

Ist die Ranggleichung des begleitenden urspriinglichen Systems: 
(1) a" — ha" +---+h,=0, 
so sind die beiden charakteristischen Gleichungen des gegebenen Systems 
identisch, nimlich eine Potenz der Gleichung (1). Jede nichtver- 
schwindende Wurzel der Killing’schen Gleichung ist mit Riicksicht 
auf den 18. Satz eine Differenz zwischen zwei Wurzeln der Gleichung (1). 
Da die Coefficienten der Gleichung (1) rational abhingen nur von den 
Parametern einer Zahl des begleitenden urspriinglichen Systems, so 
gilt dasselbe von den Coefficienten der Killing’schen Gleichung. 

Entwickelt man die Killing’sche Gleichung: 


|B (ch — ah) tm ~ Pane] = (yk T= 1-0) 
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nach Potenzen von @ in: 
(3) o* — 97% +--- =O, 


(der Coefficient von o*-! verschwindet, weil aus der Identitaét der 
beiden charakteristischen Gleichungen 


2 tis sie?” tas au, (i,l—=1...m) 


folgt), so findet man: 


2c, —= >! (at, — at.) (at, — al,) Meu (s,t,k,Uam1...m) 


8,t,k,t 

und daraus: 

(4) = a at, atu, u, — > ag,atu,u, (s,t,k,l—=1...m). 
8,t, kt $,t, kd 


Den Werth des ersten Theiles dieses Ausdrucks erhilt man, wenn 
man in dem linearen Coefficienten einer der charakteristischen Glei- 
chungen « durch wu? ersetzt; derselbe ist demnach 


*. (= 2h, + hy). 


Was den zweiten Theil des Ausdrucks anlangt, so erschliesst sich 
sein Werth aus der Bemerkung, dass aus der Form 


(5) > a}, at, u, (s,¢,dan1...%) 
8, t,t 


durch die Substitution « = vw eine Form mit Polareigenschaft hervor- 
geht und desgleichen aus der Form 


(5a) >, A, ty (s,t,kaol...m). 


8,t,k 


Man hat dabei die Bedingungsgleichungen: 
2% a5 24 aij; (¢,k,0,j,8—am1...) 


zu beachten. Es ist also der zweite Theil des Ausdrucks (4) eine 
quadratische Form solcher Gréssen, denen Formen mit Polareigenschaft 
entsprechen und die linear aus den Parametern einer Zahl des be- 
gleitenden urspriinglichen Systems gebildet sind. Die einzige solche 
Grosse aber ist h,, gemiss Satz 10 und 14, und es wird demzufolge 
der zweite Theil von (4) th,? werden, wenn mit rt eine noch naher 
zu bestimmende Constante bezeichnet wird. Es ist also: 


5 aed = (— 2h, + hy’) + th,’. 














310 


Trropor Morten, 


Um nun noch t zu bestimmen, kann man folgenden Weg einschlagen. 
Wird u durch u + Au® ersetzt, so geht jede Wurzel w, der Gleichung (1) 
in @;-+ 4 iiber. Die Wurzeln der Killing’schen Gleichung, als Diffe- 
renzen zwischen jenen Wurzeln, fndern sich nicht. Es muss also c, 
unverandert bleiben, wenn « durch wu + Aw® ersetzt wird. Man findet 
darum mit Riicksicht auf die angefiihrte Eigenschaft der Gleichung (1) 


n 
=> -_—> mm? also: 


= = (— 2mh, + (m — 1) h,’). 


Untersucht man noch den dritten Coefficienten der Killing’schen 
Gleichung, der durch 


3c, = a (45, —5,) (41, — @%,) (4, —4),) G Ue (r,s, t, 9, k,l <= 1...) 
r,8,t 
5,k,t 


gegeben ist, so tiberzeugt man sich leicht, in gleicher Weise, wie bei 
Bestimmung von ¢, rechnend, dass derselbe verschwindet. 

Die iibrigen Coefficienten der Killing’schen Gleichung kénnen aus 
den beiden Coefficienten ¢, und c, gefunden werden. Statt der Coeffi- 
cienten kann man auch die Potenzsummen der Wurzeln benutzen. 
Bezeichnet man die Multiplicitiét der Wurzel a; — @ mit p,, so ist 
zunichst 


>, Wiel; —o) =O (i, K—= 1... m) 
i,k 
und, weil auch c, = 0 ist, 


(7) P Hiz(@; — @)—=O (i, K—=1...m). 
‘,k 


Diese Gleichung gilt allgemein, also auch, wenn u durch irgend eine 
andre Zahl ersetzt wird. Es kann uw durch u + 34u? — 2A?u? ersetzt 
werden, wo A eine unbestimmte Constante ist. Dann geht jede Wurzel 
@, der charakteristischen Gleichung in ; + 34@,? — 2A?@,* iiber. 
Trigt man diese Wurzelwerthe in die Gleichung (7) ein, so erhilt man 
fiir den Coefficienten von 4?: 


> uel — oy) = 0 (i, k= 1... m). 
ik 


Successive in gleicher Weise fortschreitend, findet man, dass alle 
ungeraden Potenzsummen der Wurzeln der Killing’schen Gleichung 
verschwinden. Es sind also je zwei entgegengesetzte Wurzeln von 
gleicher Multiplicitét. Die geraden Potenzsummen anlangend, ist 
zunachst: 

2c, (u) -> Hin(@; — aw)? (¢, K=1...m). 


i,k 











ors WwW 
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Ersetzt man in dieser Gleichung wu durch wu + 4Au? — 6A2u5, so 
ergiebt die Vergleichung der Coefficienten von A?: 


2c, (u) = ps Hiz(@; — o,)* (i, K=1...m), 
i,k 


wo ¢, (uv) in bestimmter Weise aus c,(u) hergeleitet wird. In der- 
selben Weise ist zur Auffindung der iibrigen Potenzsummen zu ver- 
fahren. 

Wendet man sich nun der Wurzeldifferenzengleichung der Gleichung 
(1) zu, die von der Form 


(8) oe” — d,gh* +--+ = 0 
ist, so ergiebt sich sofort: 
(9) d, = — 2mh, + (m — 1) h,*. 
Aus (7) ist ersichtlich, dass d, bis auf den Factor -"- mit c, 
m 


iibereinstimmt. Andererseits ist, weil (8) Wurzeldifferenzengleichung 
von (1) ist: 


2d,(u) = Ps (@; — @,)* (¢, K—=1...m) 
ik 
und hieraus folgt wieder, wie schon vorhin bei ¢,: 
2d) (u) = D>) (a — a)! 
i,k 
und d,’(u) ist bis auf den Factor a gleich ¢,'(u). So fortfahrend 
erkennt man, dass tiberhaupt jede Potenzsumme der Wurzeln der 


Killing’schen Gleichung das a -fache der entsprechenden Potenzsumme 


der Wurzeln von (8) ist. Da alsdann die m?‘e Potenz der Killing’schen 
Gleichung und die n'* Potenz der Gleichung (8) einander gleich sind, 


so ist —. eine ganze Zahl, die die Multiplicitiit jeder nichtverschwin- 
™m 


denden Wurzel der Killing’schen Gleichung angiebt. 

Ist somit die Killing’sche Gleichung, abgesehen von den ver- 
schwindenden Wurzeln, Potenz der Wurzeldifferenzengleichung von (1), 
so sieht man auch sofort, dass sie es auch mit Riicksicht auf die 
verschwindenden Wurzeln ist, da der Grad der Killing’chen Gleichung 


das —~- fache des Grades der Wurzeldifferenzengleichung ist, und jede 


nichtverschwindende Wurzel letzterer —,~fach in ersterer vertreten 


ist. So muss auch die Anzahl der verschwindenden Wurzeln in ersterer 
n 


mv mal so gross sein, als in letzterer. — 
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Dieser Beweis unterscheidet sich von dem in meiner Abhandlung 
versuchten dadurch, dass erstens die Constante t auf einem anderen 
Wege gefunden wird, und dass zweitens nicht blos die ersten Coeffi- 
cienten, sondern tiberhaupt alle Wurzelpotenzsummen der Killing’schen 
Gleichung und der Wurzeldifferenzengleichung verglichen werden. Da- 
durch ist das Corollar des Satzes 18 und sein niiherer Beweis fiir die 
Abhandlung iiberfliissig gemacht. 


Moskau, 31. October 1892. 
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Einleitung. 


Meine Abhandlung ,,Ueber die Theorie der algebraischen Formen‘*) 
enthalt eine Reihe von Theoremen, welche fiir die Theorie der alge- 
braischen Invarianten von Bedeutung sind. Insbesondere in Abschnitt V 
der genannten Abhandlung habe ich mit Hilfe jener Theoreme fiir be- 
liebige Grundformen die Endlichkeit des vollen Invariantensystems be- 
wiesen. Dieser Satz von der Endlichkeit des vollen Invariantensystems 
bildet den Ausgangspunkt und die Grundlage fiir die Untersuchungen der 
vorliegenden Abhandlung.**) Die im Folgenden entwickelten Methoden 
unterscheiden sich wesentlich von den bisher in der Invariantentheorie 
angewandten Mitteln; bei den nachfolgenden Untersuchungen niimlich 
ordnet sich die Theorie der algebraischen Invarianten unmittelbar unter 
die allgemeine Theorie der algebraischen Functionenkérper unter: so 
dass die Theorie der Invarianten lediglich als ein besonders bemerkens- 
werthes Beispiel fiir die Theorie der algebraischen Functionenkérper 
mit mehr Verinderlichen erscheint — gerade wie man in der Zahlen- 
theorie die Theorie der Kreistheilungskérper lediglich als ein besonders 
bemerkenswerthes Beispiel aufzufassen hat, an welchem die wichtigsten 
Siitze der Theorie der allgemeinen Zahlenkérper zuerst erkannt und 
bewiesen worden sind. 

Die im Folgenden angewandten Methoden reichen fiir Grund- 
formensysteme mit beliebig vielen Verinderlichen und Verinderlichen- 
reihen aus, gleichviel ob dieselben siimmtlich denselben linearen T'rans- 
formationen unterliegen oder ob sie in irgendwie vorgeschriebener 
Weise theilweise verschiedenen linearen Transformationen unterworfen 
werden sollen; dennoch werde ich bei der folgenden Darstellung der 
Kiirze und Anschaulichkeit wegen meist nur binire oder terniire Grund- 
formen mit einer einzigen Verinderlichenreihe zu Grunde legen. 

*) Math, Aun. Bd. 36, 8S. 473. 

**) Vergl. die 3 Noten des Verfassers: ,,Ueber die Theorie der algebraischen 


Invarianten.“* Nachrichten v. d. kgl. Ges. d. Wiss, zu Gittingen 1891 (15 Note) 
und 1892 (2% und 3% Note). 
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Unter ,,Invariante“ ohne weiteren Zusatz verstehen wir im Fol- 
genden stets eine ganze rationale Invariante d. h. eine solche ganze 
rationale homogene Function der Coefficienten a der Grundform oder 
des Grundformensystems, welche sich nur mit Potenzen der Substitu- 
tionsdeterminanten multiplicirt, wenn man die Coefficienten a durch 
die entsprechenden Coefficienten ) der linear transformirten Grund- 
formen ersetzt. Diese Invarianten besitzen, wie bekannt, die folgenden 
elementaren EKigenschaften: 

1. Die Invarianten lassen die linearen Transformationen einer 
gewissen continuirlichen Gruppe zu. 

2. Die Invarianten geniigen gewissen partiellen linearen Diffe- 
rentialgleichungen. 

3. Jede algebraische und insbesondere jede rationale Function 
von beliebig vielen Invarianten, welche in den Coefficienten @ der 
Grundformen ganz, rational und homogen wird, ist wiederum eine 
Invariante. 

4. Wenn das Product zweier ganzen rationalen Functionen der 
Coefficienten a eine Invariante ist, so ist jeder der beiden Factoren 
eine Invariante. 

Die Sitze 1. und 2. gestatten die Umkehrung. Nach Satz 3. 
bildet das System aller Invarianten einen in sich abgeschlossenen 
Bereich von ganzen Functionen, welcher durch algebraische Bildungen 
nicht mehr erweitert werden kann. Der Satz 4 sagt aus, dass in 
diesem Functionenbereiche die gewohnlichen Theilbarkeitsgesetze giiltig 
sind, d. h.: jede Invariante lisst sich auf eine und nur auf eine Weise 
als Product von nicht zerlegbaren Invarianten darstellen. 

Zur Berechnung der Invarianten und zur weiteren Entwicklung 
der Theorie bediirfen wir eines Hilfssatzes*), welcher eine fundamen- 
tale Eigenschaft des sogenannten Q-Processes betrifft und kurz wie 
folgt ausgesprochen werden kann: 

Wenn man irgend eine ganze rationale Function der Coefficienten 
b der linear transformirten Grundform bildet und auf diese den Q- 
Process so oft anwendet, bis sich ein von den Substitutionscoefficienten 
freier Ausdruck ergiebt, so ist der so entstehende Ausdruck eine 
Invariante. 

An diese elementaren Siitze aus der Invariantentheorie schliesst 


*) Vergl. meine oben citirte Abhandlung S. 524; der Satz stimmt im Wesent- 
lichen mit einem von P. Gordan und F. Mertens bewiesenen Satze iiberein. 
Neuerdings hat Story in den Math. Ann, Bd. 41, 8. 469 einen Differentiations- 
process [ ] angegeben, welcher sich direct aus Differentiationen nach den Coeffi- 
cienten a@ zusammensetzt und welcher den Q-Process zu ersetzen im Stande ist; 
dieser Process ist eine Verallgemeinerung des in meiner Inauguraldissertation fiir 
binire Formen aufgestellten Processes [ ], vergl. Math, Ann. Bd. 30, S. 20, 


21* 
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sich der bereits erwihnte Satz iiber die Endlichkeit an, weicher wie 
folgt, lautet: 

5. Es giebt eine endliche Anzahl von Invarianten, durch welche 
sich jede andere Invariante in ganzer rationaler Weise ausdriicken 
lisst. Wir bezeichnen diese endliche Anzahl von Invarianten kurz 
als ,,das volle Invariantensystem“. 

Die zusammengestellten 5 Satze regen die Frage an, welche der 
aufgezihlten Kigenschaften sich gegenseitig bedingen und welche ge- 
trennt von einander fiir ein Functionensystem méglich sind. In meiner 
oben citirten 1°" Note ,,Ueber die Theorie der algebraischen In- 
varianten “*) habe ich unter anderem an einem Beispiele gezeigt, dass 
es ein System von unbegrenzt vielen ganzen rationalen homogenen 
Functionen giebt, welchem die Eigenschaften 2, 3,5 zukommen, ohne 
dass der Satz 4 fiir dasselbe gilt. 

Schliesslich sei erwihnt, dass aus den allgemeinen Theoremen 
meiner anfangs citirten Abhandlung ,,Ueber die Theorie der alge- 
braischen Formen‘ noch 2 weitere Endlichkeitssiitze fiir die Invarianten- 
theorie folgen, niimlich der Satz von der Endlichkeit der irreduciblen 


Syzygien und der Satz von der Syzygienkette, welche im Endlichen 
abbricht. 


) 4 
Der Invariantenkorper. 


§ 1. 
Ein algebraischer Hilfssatz. 

Die rationalen Invarianten einer Grundform oder eines Grund- 
formensystems bestimmen einen Functionenkérper und die ganzen 
rationalen Invarianten sind die ganzen algebraischen Functionen dieses 
Functionenkérpers; um diese Thatsachen einzusehen, brauchen wir den 
folgenden einfachen Hilfssatz: 

Wenn irgend m ganze rationale und homogene Functionen /,,.-..; fn 
der » Verinderlichen z,, ..., 2, vorgelegt sind, so kann man stets 
aus denselben gewisse x ganze rationale und homogene Functionen 
F,,..., F, der naimlichen Veriinderlichen zusammensetzen, zwischen 
denen keine algebraische Relation mit constanten Coefficienten statt- 
findet und durch welche sich jede der vorgelegten Functionen. /,,...,/n 
als ganze algebraische Function ausdriicken lisst. 

Zum Beweise bezeichnen wir die Grade der Functionen /,, . . ., fn 
in den Veranderlichen z,,..., %, beziehungsweise mit v,,..., ¥, und 
ausserdem das Product dieser Gradzahlen mit v: dann besitzen die 
m Functionen 


*) S. 233, 
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fy —_ i". eee fe =." 
simmtlich den Grad v. Besteht nun zwischen diesen m Functionen 
keine algebraische Relation mit constanten Coefficienten, so besteht 
auch zwischen den urspriinglichen Functionen /f,,..., fm keine soleche 
Relation und diese Functionen bilden daher selbst schon ein System 


von Functionen der verlangten Beschaffenheit. Im anderen Falle be- 
steht eine Relation von der Gestalt 


G(f, ». 4 fm) = 9, 
wo G eine ganze rationale homogene Function von /,’, . . ., fy, bedeutet. 


Wir fiihren nun eine lineare Transformation der m Functionen aus, 
indem wir setzen: 


fy =a, fy +++ + Om fn; 


| = Omi i,” + ea + Setnies s 

wo die Determinante der Substitutionscoefficienten «,,,..., mm von 
Q verschieden ist und wo ausserdem fiir die @,,, ..., @mm solehe 
Zahlenwerthe gewahlt sein mégen, dass in der linear transformirten 
Function H(/,", ..., fn) der Coefficient der héchsten Potenz von /;, 
gleich 1 wird. Dann ist offenbar f;’ eine ganze algebraische Function 
von f;",..-, fm—1 und folglich sind auch die Functionen f,’,..., fi, 
und somit auch die urspriinglich vorgelegten Functionen /,, ..., fn 
simmtlich durch die m — 1 Functionen f,",..., fa ganz und 
algebraisch ausdriickbar. Besteht nun zwischen diesen m — 1 Func- 
tionen /,",---) fu-1 keine algebraische Relation, so bilden diese 
m—1 Functionen ein System von Functionen der verlangten Be- 
schaffenheit. Im anderen Falle behandeln’ wir die zwischen diesen 
m— 1 Functionen bestehende homogene Relation in der nimlichen 
Weise wie vorhin die Relation G0, und so gelangen wir schliesslich 
durch Fortsetzung dieses Verfahrens zu einem Systeme homogener 
Functionen F,,..., /, vom niimlichen Grade v in den Veriinderlichen 
2, +++) %,, Welches die im Satze verlangte Beschaffenheit besitzt. 


§ 2. 
Die Invarianten J, J,,... ds. 

Es seien i,,.. ., im die Invarianten eines vollen Invarianten- 
systems; dieselben sind ganze rationale homogene Functionen der 
Coefficienten der Grundform und so folgt unmittelbar aus dem in § 1 
bewiesenen Hilfssatze der Satz: 


Ist eine beliebige Grundform oder ein Grundformensystem vorgelegt, 
so lassen sich stets gewisse x Invarianten J,,...,JSx bestimmen, zwischen 
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denen keine algebraische Relation stattfindet und durch welche jede andere 
Invariante ganz und algebraisch ausgedriickt werden kann. 

Die Zahl x ist beispielsweise im Falle einer einzigen biniren 
Grundform n'* Ordnung gleich » — 2 und im Falle einer terniren 
Grundform n'** Ordnung gleich > (n +1) (n+ 2) — 8. 

Die nach dem obigen Verfahren sich ergebenden Invarianten 
J,,.++% sind simmtlich von dem nimlichen Grade in den Coeffi- 
cienten der Grundform; dieser Grad werde mit v bezeichnet. 

Es gilt ferner der Satz: 

Man kann zu den Invarianten J,,..., J, stets eine Invariante J 

ehinzufiigen, derart, dass eine jede andere Invariante der Grundform 
sich rational durch die Invarianten J, J,, ..., J, ausdriicken liisst. 

Um diese Invariante J zu finden, wihlen wir irgend 2 lnvarianten 
des vollen Invariantensystems aus, etwa 7,,%, von den Graden v, be- 
ziiglich v, und setzen dann 

iy = Ot, 
ig = tidy", 
wo die Exponenten «@,, «,, 8,, 6,,y ganze positive den Bedingungen 
av, + av, = Br, + B,v, + 77, 
a, B, — a8, = 1 
geniigende Zahlen sind. Um solche Zahlen zu finden, bestimme man 
zunichst 3 ganze positive Zahlen 0,,0,, 7, so dass die Bedingung 
6,v, + 0% = vv 
erfiillt ist und ausserdem die Zahlen 0, und @, zu einander prim sind. 
Dann bestimme man 2 ganze positive Zahlen 6, und B,, so dass 


0,8, — 9,8, = 1 
wird: die 5 Zahlen «, = 0,+6,, a —90,+6,, B,, B,, y sind 
dann, wie man leicht sieht, von der verlangten Beschaffenheit. 
Die Formeln 
i = iF tym DY, 
i, = i Pie Jim 
lehren, dass 4, und ¢, sich rational durch i,’, 7,', J, ausdriicken lassen. 
Da die beiden Invarianten i,, i,, von dem niamlichen Grade in den 
Coefficienten der Grundform sind, so ist auch jede lineare Combination 
t” == 6,4, + C4, 
eine Invariante. In diesem Ausdrucke kénnen nach einem bekannten 
Satze aus der Theorie der algebraischen Functionen die Constanten 
¢,, ¢, 80 bestimmt werden, dass sowohl i,’ als auch i,’ rationale Func- 
tionen von 7”, J,,...d, sind. MHieraus folgt, dass sammtliche 
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Invarianten der Grundform sich rational durch 7”, J, ,..., Tx, tg) iy, +++) im 
ausdriicken lassen. Wahlt man nun aus den Invarianten i”, i;,7,,...)%m 
wiederum 2 Invarianten aus, etwa 7”, i,, so lisst sich in eben der- 
selben Weise wie vorhin eine Invariante i” bestimmen, derart, dass 
sowohl i” als auch ¢ rationale Functionen von i”, J,,..., J, und 
somit simmtliche Invarianten rationale Functionen von i”, J,, ..., dx, 
i,, i,, +--+, %m sind. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen 
wir schliesslich zu einer Invariante i) — J von der im Satze ver- 
langten Beschaffenheit. 

Nach den eben bewiesenen Siitzen ist jede Invariante eine rationale 
Function von J, J,,..-, 7, und eine ganze algebraische Function von 
J,,..-) dx; es ist aber auch umgekehrt jede von J, J,,..., J, rational 
und von J,,..., J» ganz und algebraisch abbiingende Function i 
nothwendigerweise eine Invariante der Grundform. Denn da die Func- 
tion i rational von den Invarianten J, J,,..., J, abhiingt, so ist die- 
selbe nothwendig eine rationale Function von den Coefficienten der 


Grundform: wir setzen i = . » wog und h ganze rationale Functionen 


von den Coefficienten der Grundform ohne einen gemeinsamen Factor 
sind. Ferner geniigt ¢ einer Gleichung von der Gestalt 


BL G+ + Gy 0, 
wo G,,..., Ge ganze rationale Functionen von J,,..., J, sind. 


Setzen wir in diese Gleichung i=+ ein und multipliciren dieselbe 


dann mit h*-', so ergiebt sich, dass £ eine ganze rationale Function 


von den Coefficienten der Grundform ist. Da aber g und h zueinander 
prim sind, so ist h nothwendigerweise eine Constante d. h. ¢ ist eine 
ganze rationale Function der Coefficienten der Grundform und mithin 
eine ganze rationale Invariante. Hieraus folgt der Satz: 

Die Invarianten J, J,,..., Tx bestimmen einen Functionenkirper, 
in welchem die ganzen algebraischen Functionen genau das System der 
ganzen rationalen Invarianten ausmachen; dieser Functionenkorper 
werde im folgenden kurz der Invariantenkérper der Grundform genannt. 

Es giebt nun nach einem fundamentalen von L, Kronecker auf- 
gestellten Satze in einem jeden Functionenkérper stets eine endliche 
Anzahl ganzer Functionen derart, dass jede andere ganze Function 
des Koérpers als lineare Verbindung jener endlichen Anzahl dargestellt 
werden kann, wobei die Coefficienten der linearen Verbindung ganze 
rationale Functionen des Kérpers sind, und die allgemeine von 
L. Kronecker entwickelte Theorie der algebraischen Functionen lehrt 
zugleich, wie man die ganzen algebraischen Functionen eines Kérpers 
bestimmen kann. Um hiernach aus den Invarianten J, J,,..., Jy das 
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volle Invariantensystem #,,..., i, wieder zuriickzugewinnen, berechne 
man zunichst die Discriminante D der Gleichung k'™" Grades fiir J. 
Die Invarianten der Grundform d. h. die ganzen algebraischen Func- 
tionen des Invariantenkérpers sind dann simmtlich in der Gestalt 
PS ls oh 5 ial aioe oT 
ae 
darstellbar. Wenden wir das Theorem I in Abschnitt I meiner oben 
citirten Arbeit*) auf die aus den Functionen [,,1,,..., [ zu bilden- 
den unendlichen Reihen an, so erkennen wir in der That, dass es eine 
endliche Zahl j,,..., jw vou Invarianten giebt, derart, dass jede 
andere Invariante i in der Gestalt 


b= Aj, +++ + Anju 
dargestellt werden kann, wo A,,..., Ay ganze rationale Functionen 
von d,,...,d, sind. Die Invarianten J,,...,Jx, j,,--+) jm sind 
somit die Invarianten eines vollen Invariantensystems. 

Nach Kenntniss der Invarianten J, J,, ..., J erfordert also die 
Aufstellung des vollen Invariantensystems nur noch die Lisung einer 
elementaren Aufgabe aus der arithmetischen Theorie der algebraischen 
Functionen. 


IL 
Das Verschwinden der Invarianten. 


§ 3. 
Ein allgemeines Theorem tiber algebraische Formen. 


Da alle Invarianten der Grundform ganze algebraische Functioner 
von J,,...,¢, sind, so folgt unmittelbar die weitere Thatsache: 

Wenn man den Coefficienten der Grundform solche besonderen Werthe 
ertheilt, dass die « Invarianten J,,..., J gleich 0 werden, so ver- 
schwinden zugleich auch stimmtliche iibrigen Invarianten der Grundform. 

Es ist nun von grdésster Bedeutung fiir die ganze hier zu ent- 
wickelnde Theorie, dass die in diesem Satze ausgesprochene Kigen- 
schaft des Invariantensystems J,,..., J, auch umgekehrt die urspriing- 
liche in § 2 zu Grunde gelegte Eigenschaft dieser Invarianten bedingt. 
Um den Nachweis hiervon zu fiihren, entwickeln wir zunichst ein 
Theorem, welches sich als drittes allgemeines Theorem aus der Theorie 
der algebraischen Functionen den beiden Theoremen [ und III meiner 
oben citirten Arbeit**) zugesellt. Dieses Theorem lautet: 

Es seien m ganze rationale homogene Functionen f,,..+; fm der 
n Verdnderlichen x,,..., 2, vorgelegt und ferner seien F, F’, F'’,... 





*) Mathematische Annalen Bd. 36, 8, 474. 
**) Vgl. Math. Ann. Bd, 36, S. 474 und 492. 
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irgend welche ganze rationale homogene Functionen der némlichen Ver- 
dinderlichen x,,..., X, von der Beschaffenheit, dass sie fiir alle die- 
jenigen Werthsysteme dieser Veriinderlichen verschwinden, fiir welche die 
vorgelegten m Functionen f,,..., fm sdéimmtlich gleich 0 sind: dann ist 
es stets médglich, eine ganze Zahl r zu bestimmen derart, dass jedes 
Product 1! von r beliebigen Functionen der Reihe F, F’, F”,... dar- 
gestellt werden kann in der Gestalt 


TH) = af, + af, + +++ + Omfm; 
WO Gy, Mo, +++, Am geeignet gewdhlte ganze rationale homogene Func- 
tionen der Verdnderlichen x,,..., %, sind. 

Im folgenden Beweise dieses Theorems nehmen wir zunichst an, 
dass die Formenreihe F, F’, F'”, ... nur aus einer endlichen Anzahl 
von Formen besteht. 

Der Beweis zerfillt in 2 Theile: in dem ersten Theile zeigen 
wir die Richtigkeit des Theorems fiir den besonderen Fall, dass die 
vorgelegten m Formen /;,..., fm nur eine endliche Anzahl gemein- 
samer Nullstellen besitzen. Um diesen Nachweis zu fiihren, nehmen 
wir an, dass das Theorem fiir Formen mit einer gewissen Anzahl 
gemeinsamer Nullstellen bereits als giiltig erkannt worden ist und 
zeigen dann, dass dasselbe auch fiir solche Formen gilt, welche noch 
eine weitere gemeinsame Nullstelle besitzen. 

Die gemeinsamen Nullstellen der Formen /,, ..., fm seien 


Uy yy My ee Mg, + 0 oy My My, 


XL, = By, LT, = By, ..., In = Bn, 


x; = %, Ly = %, rr) Ln = Xn. 
Wir setzen nun an Stelle der Verinderlichen z,, ..., x, beziiglich 
die Ausdriicke w,&,, 7&,, ..-, Yn. &,, & ein, wodurch die Formen 
fis «++» fm in binére Formen von den Ordnungen v,, ..., Ym im den 


Verinderlichen &,, & tibergehen; dann bilden wir die Ausdriicke 


Fy = Uf, + tefy + +++ + Umfms 

Fy, = 0, f, + fy ++ +++ Omfm; 
WO Uy, +++) Umy Vyy +--+, Um binaire Formen mit unbestimmten Coef- 
ficienten und von solchen Ordnungen in den Verinderlichen &,, &, 
sind, dass F, und F, in eben diesen Verinderlichen homogen werden. 
Die Resultante der beiden biniren Formen F’,, F’, in Bezug auf die 
Veriinderlichen €,, & wird gleich einer ganzen rationalen Function 
der in den Formen u,,..., Um, 0,).. +) Um auftretenden unbestimmten 
Coefficienten, und die Potenzen und Producte dieser unbestimmten 
Coefficienten erscheinen mit Formen multiplicirt, welche nur die 
nm —1 Veriinderlichen 2,, ..., %,—1 enthalten; diese Formen mégen 
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mit f,', ..., fi bezeichnet werden. Aus den Kigenschaften der Re- 
sultante zweier biniirer Formen wird leicht erkannt, dass die Formen 
f\', --+> fw nur die folgenden gemeinsamen Nullstellen besitzen: 

Uy = Hy, Ly = My, ee -y Un—-1 S= Ani, 

Ly = Hy, Vy SS Hy, 2-0) Tn = Mn 
und dass dieselben ausserdem simmtlich gleich linearen Combinationen 
der Formen f,, ..-, fm sind, d. h. es ist 


f; =9, mn 
ones (Foy + oy fabs 
fu = 09, 


Wenden wir das eben angegebene Eliminationsverfahren nunmehr 
auf die Formen /;,..., fw an, so gelangen wir zu einem Systeme 
von Formen /,",..., fx der n—2 Veriinderlichen 2, . . ., %»—2; 
welche nur die gemeinsamen Nullstellen 


Hy = Oy, Ly SH My, . soy Lea = Mya, 

Ly = %,, Lo Ny «oy Lag = Nn_s 
besitzen und welche simmtlich nach dem Modul (/,, .. ., fi) und 
folglich auch nach dem Modul (/,,...,f») congruent 0 sind. Durch 
weitere Fortsetzung des Verfahrens ergiebt sich schliesslich ein System 


von biniiren Formen "al em der Verinderlichen 2,, x,, welche 
m 


nur die gemeinsamen Nullstellen 

% = a, Ty a, 

D, == Hy, Ly = Hy 
besitzen und welche simmtlich congruent 0 sind nach dem Modul (/,,...,/:,). 
Wir wihlen eine von diesen biniiren Formen aus und setzen dieselbe 
gleich (a, %,—«@,2,)@ @,., WO Q,. eine ganze positive Zahl bedeutet 
und g,, eine fiir z, = a,, 2, =a, nicht verschwindende binire Form 
ist. Hierbei ist angenommen, dass die Gréssen @,, a, nicht beide 
gleich 0 sind. 

In gleicher Weise finden wir, falls a,, a, nicht zugleich 0 sind, 
dass es eine ganze Zahl g,, und eine fiir 7, = «,, x, = a@, nicht ver- 
schwindende biniire Form g,, der Veriinderlichen x, , x, giebt, derart, dass 

(a2, — &, 75) H,, = 0 (fys+ = +s fm) 
ist und es sei schliesslich 9,-:,, eine ganze Zahl und gp_1,, eine fiir 
Ln-1 = Op-1, Ly =, nicht verschwindende binire Form der Ver- 
iinderlichen 2,1, Z%, derart, dass die Congruenz 


b t ht (Gn %n—1 — On—1 Ln) Dr-1,.8 == 0, (f; ae | fm) 
estent. 
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Da nach Voraussetzung eine jede Form der Reihe F, F’, F”,... 


fiir &, = @,, X= a, ..., Ly = a, Verschwindet, so kann allgemein 
) (i) (i (® 

BO = Fp! (6,5, —€,20)-+ Fs) (¢y @,— 04,23) + +++ Fy ayn (Gen tn—1—On1%n) 

gesetzt werden, wo Fi), F),..., Ff... Formen der » Verander- 


lichen 2,,..., % sind, und hieraus folgt mit Hilfe der obigen Con- 
gruenzen, dass, wenn zur Abkiirzung 


@ = O12 + O13 + °° + + On—tn 


D = Yio Pig + + + Pn-i,n 
gesetzt wird, die Congruenz 
one =0, | oe 
besteht, wo ® eine fiir z,=—«a,, % —=a,, ..., %, =a, nicht ver- 
schwindende Form und TT) das Product von irgend g Formen der 
Reihe F, F’, F”,... bezeichnet. 

Die Formen ®, /,, ..., fm besitzen eine geringere Anzahl gemein- 
samer Nullstellen als die Formen /,, . . ., fn des urspriinglichen Systems. 
Nehmen wir also an, dass das Theorem fir ein Formensystem mit 
weniger gemeinsamen Nullstellen bereits als richtig erkannt ist, so 
folgt, dass es eine Zahl r giebt, derart, dass 

TH =0 @,f,,..--) fm) 
wo TT” ein Product aus irgend r Formen der Reihe F, F’, F”,... 
ist, und hieraus folgt dann mit Hilfe der obigen Congruenz 
Tet) 0 (fi,-+ +s fm), 
wo Ti'¢t+”) ein Product aus irgend @+r Functionen der Reihe 
F, F’, F”,... bedeutet. Somit ist bewiesen, dass das Theorem unter 
der gemachten Annahme auch fiir das Formensystem /,,..., fm gilt. 

Nun gilt das Theorem in dem Falle, wo die vorgelegten Formen 

keine gemeinsame Nullstelle haben. In der That, bei dieser Annahme 


haben auch die biniren Formen /,"~”, .. ., ected keine gemeinsame 
m™ 


Nullstelle; es ist daher jede binire Form von z,, 2,, deren Ordnung 
oberhalb einer gewissen Grenze liegt, insbesondere also auch die Form 
a und die Form ag fiir geniigend grosse Exponenten g, und g, con- 
gruent 0 nach dem Modul (f,,..-., fm). Ebenso zeigt man, dass die 


und 


Formen af,..., 7%" bei geniigend grossen Exponenten Q3,..-., Qn 
congruent 0 sind, nach dem Modul (/,,...,f). Hieraus folgt, dass 
eine jede Form der Veriinderlichen 2,, ..., 2,, deren Ordnung die 


Zahl 9, + @,-+--++ On tibersteigt, congruent 0 ist, nach eben jenem 
Modul, und damit ist die obige Behauptung bewiesen, 

In dem zweiten Theil wird nun das Theorem allgemein be- 
wiesen und zwar nehmen wir zu diesem Zwecke an, dass dasselbe fiir 
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beliebige Formen von » — 1 Veriinderlichen bereits als richtig erkannt 
ist und zeigen dann, dass es auch fiir m Verinderliche gilt. 

Setzen wir x, —¢x,, so gehen die Formen /,,..., fn, F, F’,... 
in Formen der nm —1 Veriinderlichen x, ..., 2, tiber, deren Coef- 
ficienten ganze rationale Functionen des Parameters ¢ sind. Diese 
Formen von »—1 Veriinderlichen bezeichnen wir beziiglich mit 
Dir~ +9 9m, G, G',.... Wenn wir jetzt dem Parameter ¢ irgend einen 
bestimmten endlichen Werth ertheilen, so ist offenbar, dass jede Form 
der Reihe G, G’,... fiir solche Werthe der Veriinderlichen z,,.... x, 
verschwindet, fiir welche die m Formen g,, ..., gm simmtlich gleich 
0 sind. Es sei nun das Theorem fiir den Fall von » —1 Verinderlichen 
bewiesen und es sei fiir diesen Fall auch bereits erkannt, dass man 
die Zahl r jedenfalls unterhalb einer Grenze wihlen darf, welche nur 
vou den Ordnungen und der Anzahl der Formen g,,..., 9m, G,G@’,... 
und nicht von deren Coefficienten abhiingt: dann wissen wir folgendes: 
Es giebt eine Zahl r = 6,,, so dass ein jedes Product TI) von 6,, 
Formen der Reihe G, G’, ... fiir jeden speciellen Werth von ¢ eine 
Darstellung von der Gestalt 


DG) = bg, aa b, Jo +- “* ote Dy Im 


gestattet, wo b,,..., b» ganze rationale homogene Functionen der 
m—1 Verdnderlichen 2,,..., 2% sind. Betrachten wir in dieser 
Formel die Coefficienten u der Formen b,, ..., 0, als unbestimmte 
Gréssen und vergleichen dann auf der linken und rechten Seite die 
Coefficienten der niimlichen Potenzen und Producte der Veriinderlichen 
%y,.++,%,, 80 erhalten wir ein System von linearen nicht homogenen 
Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten u. Die Coefficienten in 
diesen linearen Gleichungen sind ganze rationale Functionen des Para- 
meters ¢ und wir wissen ausserdem, dass dieses System von linearen Glei- 
chungen fiir jeden besonderen endlichen Werth von ¢ Liésungen besitzt. 

Es gilt nun der folgende leicht zu beweisende Hilfssatz: 

Wenn ein System von linearen Gleichungen von der Gestalt 


Cy ty te + ip =, 


. . . . 


Cait, ++ + Copp = Cy 


vorgelegt ist, WO ¢,;, Cjo, -- +) Copy Cy) + +5 Cg ganze rationale Func- 
tionen eines Parameters ¢ sind, fiir jeden besonderen Werth von ¢ 
Auflésungen besitzt, so kann man fiir die Unbekannten w,,..., Up 
stets rationale lunctionen vou ¢ bestimmen, derart, dass nach Ein- 
setzung derselben die obigen Gleichungen beziiglich des Parameters ¢ 
identisch erfiillt sind. 


Wenden wir diesen Hilfssatz auf die oben erhaltenen Gleichungen 
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an und setzen dann ¢t = “1, so ergiebt sich nach Fortschaffung der 
2 
Nenner eine Congruenz von der Gestalt 
Vy TM) = 0, (fi, ~~ +s fn) 


wo %, eine binaére Form der beiden Veranderlichen x,, x, ist, und wo 


TI») ein Product von irgend 6,, Formen der Reihe F, F’, . . . bedeutet. 
In gleicher Weise erhalten wir eine Congruenz von der Gestalt 
YM») = 0, (fi; os «> fm) 


wo ¥,, eine binire Form der beiden Verinderlichen 2,, 2, ist und wo 
TI) ein Product von 6,, Formen der Reihe F, F’,... bedeutet, und 
es sei schliesslich 6,;,, eine ganze Zahl und y,_;, eine Form der 
beiden Veriinderlichen x,_1, 2, derart, dass die Congruenz 


Wn—1,n TT(¢n—1,n) =0 (f; ceey fm) 
besteht, Da es nun offenbar nur eine endliche Anzahl von Werth- 
systemen giebt, fiir welche die Formen %,,, 3, ..-; Wa—1ny fy) ++ + fm 
simutlich verschwinden, so ist dieses Formensystem ein solches, fiir 


welches die Richtigkeit des Theorems bereits feststeht; es kann daher 
eine Zahl r gefunden werden, so dass die Congruenz 


Tm =0 (Yy05 Wigs ++ +> Vn—tny fis ++ +s fm) 
besteht. Mit Hilfe der obigen Congruenzen ergiebt sich hieraus 
THe+) == 0, (fy, - + +5 fm) 

wo 6 die grésste der Zahlen 6,,, 6,3,..-, Gn—1, bezeichnet 

Da biniire Formen iiberhaupt nur eine endliche Anzahl von Null- 
stellen besitzen kénnen, so gilt das Theorem nach dem ersten Theil 
des Beweises fiir den besonderen Fall » = 2 und somit auch allgemein 
fiir Formen von » Verinderlichen. Enthilt nun die vorgelegte Reihe 


I’, F’, ... unendlich viele Formen, so bestimme man — was nach 
Theorem I meiner oben citirten Arbeit stets méglich ist — eine Zahl u 
derart, dass eine jede Form der Reihe J’, F’,... gleich einer linearen 


Combination der w Formen F, F’,..., #“-" wird. Ist dann das Pro- 
duet von irgend r der Formen PF, F’,..., F— nach dem Modul 
(f,,+++)fm) congruent 0, so gilt offenbar das niimliche auch fiir jedes 
Product von » Formen der unendlichen Reihe F, F’,... und somit 
ist das Theorem vollstiindig bewiesen. 

Nach dem eben bewiesenen Theorem ist insbesondere die r' 
Potenz irgend einer von jenen lormen F, F’, F'’,... congruent 0 
nach dem Modul (f,, f., ..-, fn) — eine Thatsache, welche fiir den 
speciellen Fall zweier nicht homogenen Veriinderlichen bereits von 
KE. Netto*) ausgesprochen und bewiesen worden ist. 


*) Vergl. Acta Mathematica Bd. 7, 8. 101. 
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g 4. 


Der grundlegende Satz iiber die Invarianten, deren Verschwinden das 
Verschwinden aller iibrigen Invarianten zur Folge hat. 


Wir nehmen jetzt die am Anfang des vorigen Paragraphen unter- 
brochenen Entwickelungen tiber die Theorie der Invarianten einer 
Grundform oder eines Grundformensystems wieder auf und beweisen 
den folgenden grundlegenden Satz: 

Wenn irgend w Invarianten I,, ..., I,, die Eigenschaft besitzen, 
dass das Verschwinden derselben stets nothwendig das Verschwinden 
aller iibrigen Invarianien der Grundform zur Folge hat, so sind alle 
Invarianten ganze algebraische Functionen jener u Invarianten I, ,..., Iu. 

Nach Voraussetzung sind die w Invarianten J,, . . ., J, Functionen 
der Coefficienten der Grundform von der Beschaffenheit , dass allemal, 
wenn man diesen Coefficienten solche besonderen Werthe ertheilt, 
welche die w Invarianten J,,..., J, zu 0 machen, nothwendig simmt- 
liche Invarianten der Grundform verschwinden, und daher giebt es 
dem allgemeinen in § 3 bewiesenen Theorem zufolge eine Zahl r derart, 
dass jedes Product TT”) von irgend r oder mehr Invarianten der Grund- 
form in der Gestalt 


T™ =a,J,+4,1,+---+ a1, 


darstellbar ist, wo a,, @,.-.-, @ ganze rationale homogene Func- 
tionen der Coefficienten der Grundform sind. Nunmehr bezeichnen wir 
wie friiher mit 7,, ..., %, die Invarianten eines vollen Invarianten- 


systems und ferner mit v die grésste von den Gradzahlen dieser In- 
varianten: dann stellt sich offenbar eine jede beliebige Invariante 
é der Grundform, deren Grad >vr ist, als Summe von Producten 
TT”) dar und es wird somit 

t=—a/I,+a,I,+---+adh, 
WO 4’, @),..-, @ Wiederum ganze rationale homogene Iunctionen der 
Coefficienten der Grundform sind. Nach den Entwickelungen des Ab- 
schnittes V meiner oben citirten Abhandlung ,,Ueber die Theorie 
der algebraischen Formen‘‘*) kénnen in dieser Formel die Ausdriicke 
G,', @y,, .-+, @ Gurech Invarianten beziiglich i,’, i,,..., i, ersetat 
werden, so dass sich eine Gleichung von der Gestalt 

ti +i h+:-+ +i, 
ergiebt. Die Invarianten i,’, i,,...,%, sind simmtlich von niederem 
Grade in den Coefficienten der Grundform als die Invariante 7; sie 
kénnen ihrerseits wiederum in der niimlichen Weise durch lineare 





*) Vgl. Math. Ann. Bd, 86, 8, 527. 
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Combination der Invarianten J,, J,,..., I, erhalten werden und dieses 
Verfahren liasst sich so lange fortsetzen, bis wir zu Invarianten ge- 
langen, deren Grad < vr ist. Wir denken uns simmtliche linear 
unabhiingige Invarianten, deren Grad < vr ist, aufgestellt und be- 
zeichnen dieselben mit j,,j.,.-.-,jJw- Fiir eine beliebige Invariante i 
der Grundform besteht dann ein System von w Gleichungen der 
folgenden Gestalt 


ij, _ nh + GL jp +: Beo'vg 
tha = GY ‘a - Gat bs, Ga jes 


tw = Hy ji + GS, t+:e++ Gis, 


wo G!”, Gf, ..., GS? ganze rationale Functionen der Invarianten 
I,,..., I, bedeuten. Durch Elimination von j,,j,,..., jw folgt die 
Gleichung 

G?-ia@” ...@? 


2 2 . 2 
G® a@P—i...a@% 


ie a ...a=i 

welche zeigt, dass 7 eine ganze algebraische Function von J,,..., J, ist. 

Ks ist hiernach offenbar fiir das Studium der Invarianten einer 
Grundform von grésster Wichtigkeit, die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir zu kennen, dass fiir diese Grundform 
die Invarianten simmtlich gleich 0 sind; wir werden somit, wenn wir 
die N Coefficienten der Grundform in bekannter Weise als die Coordi- 
naten eines Raumes von N — 1 Dimensionen deuter, auf die Aufgabe 
gefihrt, dasjenige algebraische Gebilde Z in diesem Raume zu unter- 
suchen, welches durch Nullsetzen aller Invarianten bestimmt ist. Be- 
zeichnet wie friiher x die Anzahl der algebraisch unabhingigen 
Invarianten, so giebt es den friiheren Betrachtungen zufolge genau 
* Invarianten J,, ..., J,, durch deren Nullsetzen das algebraische 
Gebilde Z bereits véllig bestimmt ist; aus dem eben bewiesenen Saitze 
folgt nun nothwendig » > d. h. es ist nicht mdglich, eine noch 
kleinere Zahl von Invarianten anzugeben, durch deren Nullsetzen das 
Gebilde Z ebenfalls schon bestimmt wird. 


§ 5. 
Das Verschwinden der simmtlichen Invarianten einer biniren Grundform. 


Der eben in § 4 bewiesene Satz bildet den Kern der ganzen hier 
zu entwickelnden Theorie der algebraischen Invarianten. Wir wenden 
denselben zuniichst auf die Theorie der binaéren Formen an; fir diese 
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lisst sich das algebraische Gebilde Z ohne besondere Schwierigkeit 
allgemein angeben, wie der folgende Satz lehrt: 

Wenn alle Invarianten einer binéren Grundform von der Ord- 
nung n=2h-+ 1 beziiglich n=2h gleich Null sind, so besitet die 
Grundform einen h + 1-fachen Linearfactor und umgekehrt, wenn die- 
selbe einen h +- 1-fachen Linearfactor besitet, so sind siimmtliche In- 
varianten gleich Null. 

Um den ersten Theil dieses Satzes zu beweisen, bilden wir fiir 
die vorgelegte Grundform 


f=a2i+ (7) Oe a Sn ae 
die folgenden Ueberschiebungen 
F, = [a,a,—a,2)a;"" +. 
= [aoa — 4a +34, nat vai 


i.e a, dea +++ + 0. A get, 


Wir stellen dann die Bedingungen dafiir auf, dass die Formen 
f, Fy, ..., By beziiglich f, F,,..., Fi simmtlich die nimliche 
Linearform als Factor gemein haben, was etwa auf folgende Weise 
geschehen kann. Es sei M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
der Zahlen n, 2(n—2), 2(n—4),...,2(m—2h) und man setze 

M = mn = 2m,(n— 2) =---— 2m,(n—2h), 
beziiglich 

M = mn = 2m, (n—2) =- + - = 2m_s(m—2h+2); 
je nachdem m eine ungerade oder gerade Zahl ist. Dann bilde man 


die beiden Formen i 


U=uf"+uF+---+wuFk 

Vsof +o, Fy + roe bp OEM, 
beziiglich 

Ua uf™ + uy Fy +s + mak, 

Veo +o +: bok, 


WO U, U,,..., U% und v, v,,..., % unbestimmte Parameter sind. Die 
Resultante dieser beiden Formen U, V, ist von der Gestalt 


R(U, V) =5, Pi, +--+ +I Pu, 
wo P,,..., Pu gewisse Potenzen und Producte der unbestimmten 


Parameter u, v und wo J,,..., J, Invarianten der Grundform sind. 
Die Gleichungen 
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(= 0,..., 5p 0 


stellen die — und hinreichenden Bedingungen dafiir dar, 
dass die Formen f, F,,..., F, beziiglich die Formen f, F,,..., Fi-a 
siimmtlich die nimliche Linearform als Factor enthalten. Denn wenn 
das letztere nicht der Fall wire, so kénnte man stets den Parametern 
uw, v solche numerische Werthe ertheilen, dass die beiden Formen 
U, V keinen gemeinsamen Factor enthielten und dieser Umstand 
wiirde der Bedingung R(U, V) =O widersprechen. Wir trans- 
formiren jetzt die binére Grundform f mittelst der Substitution 


Y, = & Ly + WX, 

Yo = Bix, + B22, 
wo 6,2, + 6,x, diejenige Linearform bezeichnet, welche eben in jenen 
Formen als gemeinsamer Factor enthalten ist und wo «@,, @, so ge- 
wihlt sind, dass die Determinante «,8, — «,6, von Null verschieden 
ausfiillt. Die Coefficienten der transformirten Form g bezeichnen wir 
mit b,, b,,..., 02. Da nun die transformirte Form g und ihre Ueber- 


schiebungen simmtlich den Factor y, besitzen, so miissen ihre Coef-_ 


ficienten nothwendig folgende Gleichungen befriedigen: 


b = 0, 
b,b, — b,? = 0, 

2 2h 
byban — (71') by bans + = £1(2 ) an =0 

beziiglich 

bb = 0, 
bobs —b?=0, 

—2 2h _2 
dboe —( )o, ber—s + ° AT : Jats i= 0. 


Fiigen wir im Falle eines geraden » noch die Gleichung F, — 0 


hinzu, so folgen fiir ein ungerades sowie fiir ein gerades n die Glei- 
chungen 


bp = 0, b, =n 0,..., a0 


und hieraus ergiebt sich, dass die Form g den Factor y, wenigstens 
h-+1-fach enthailt. Es ist selbstverstindlich, dass in besonderen 
Fallen die Berechnung der Bedingungen dafiir, dass f, F,, ..., Fr 
einen gemeinsamen Factor haben, sich erheblich abkiirzen Jiisst. 

Der zweite Theil des Satzes wird unmittelbar als richtig erkannt, 
wenn wir die Grundform so transformiren, dass dadurch die ersten 
h + 1 Coefficienten b,, b,, ..., b, simmtlich gleich 0 werden. In der 
That, wenn ¢441, r42, +++, €n beliebige ganze positive Zahlen bedeuten, 

Mathematische Annalen, XLII, 22 
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so lautet das allgemeinste Glied, welches aus den tibrigen Coefficienten 
Dati, Daze, .-+, bn gebildet werden kann, wie folgt 
batt bat? . .. bee; 

es ist aber fiir dieses Glied das doppelte Gewicht nothwendig grésser 
als das n-fache des Grades; jedes Glied einer Invariante enthilt daher 
nothwendig mindestens einen der Coefficienten by, b,, ..., b, als 
Factor und hat folglich fiir unsere besondere Grundform den Werth 0. 

Die vorhin aufgestellten Invarianten J,, ..., I, beatiglich I,,..., Iu, Fi 
bilden, wie eben gezeigt worden ist, ein System von Invarianten der 
Grundform f von der Art, dass das Verschwinden dieser Invarianten 
nothwendig das Verschwinden aller Invarianten der Grundform zur 
Folge hat, und nach dem in § 4 bewiesenen Satze sind mithin sdimmt- 
liche Invarianten der Grundform f ganze algebraische Functionen jener 
eben gefundenen. Zu der Herstellung dieses Systems von Invarianten 
haben wir lediglich Resultantenbildungen verwandt. 


§ 6. 
Anwendungen auf besondere binire Grundformen und Grundformen- 
systeme. 


Die allgemeinen bisher von uns erhaltenen Resultate finden in 
allen besonderen berechneten Fiillen die schénste Bestiitigung, wie 
folgende Beispiele zeigen: 

Fiir die binaére Form 5" Ordnung erfiillen die 3 Invarianten 
A, B, C von den Graden beztiglich 4, 8, 12 die Bedingungen des 
in § 4 bewiesenen Satzes. Denn das gleichzeitige Verschwinden der- 
selben bedingt nothwendig das Auftreten eines dreifachen Linearfactors 
in f und dieser Umstand wiederum hat, wie der in § 5 bewiesene Satz 
lehrt, zur Folge, dass alle Invarianten der biniren Form gleich Null 
sind. Ks miissen daher alle Invarianten ganze algebraische Functionen 
von A, B, C sein und in der That enthilt das volle System nur noch 
eine weitere Invariante nimlich die schiefe Invariante R, deren Quadrat 
bekanntlich eine ganze rationale Function von A, B, C ist. 

Die binire Form 6'* Ordnung besitzt 4 Invarianten A, B, C, D 
von den Graden beziehentlich 2, 4, 6, 10, deren gleichzeitiges Ver- 
schwinden nothwendig das Auftreten eines vierfachen Linearfactors 
bedingt. Dieser Umstand hat wiederum zur Folge, dass alle Invarianten 
der Form gleich Null sind; in der That ist entsprechend unserem in 
§ 4 bewiesenen Satze die noch iibrige schiefe Invariante R der Grund- 
form eine ganze algebraische Function von A, B, C, D, niimlich 
gleich der Quadratwurzel aus einer ganzen rationalen Function dieser 
4 Invarianten. 
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Wir betrachten ferner eine binire Grundform f von der 5'° Ord- 
nung und eine lineare Grundform 1. Wenn die 6 simultanen In- 
varianten A, B, C, (f,1°);, (h, 1%), (¢,2*),, zugleich verschwinden, 
wo h=(f,f), und i=(f,f), gesetzt ist, so folgt: entweder tritt 
die Linearform 1 3-fach als Factor in f auf oder die Form f enthilt 
irgend einen 3-fachen Factor, wiihrend die Coefficienten der Linear- 
form J gleich 0 sind, oder die Coefficienten der Form f sind simmt- 
lich O. In allen diesen 3 Fiillen sind, wie man leicht erkennt, 
simmtliche Simultaninvarianten der beiden Grundformen gleich 0 und 
somit hat also das Verschwinden der genannten 6 Simultaninvarianten 
das Verschwinden aller iibrigen Simultaninvariauten zur Folge. Hieraus 
folgt nach dem in § 4 bewiesenen Satze, dass alle Simultaninvarianten 
der beiden Grundformen f und / ganze algebraische Functionen der 
genannten 6 Invarianten sind. 

Da die in Rede stehenden Simultaninvarianten mit dem System 
der Invarianten und Covarianten einer einzigen biniiren Grundform 
5 Ordnung identisch sind, so folgt, dass sich sammtliche 23 in- 
variante Formen einer biniren Grundform 5'* Ordnung als ganze alge- 
braische Functionen der 5 Invarianten A, B, C und der 3 Covarianten 
f, h, « ausdriicken lassen. Beriicksichtigen wir noch, dass alle In- 
varianten und Covarianten der biniren Grundform 5'*" Ordnung rationale 
Funetionen von f/f, h, i, (f, h),, (f, h), sind, so kann nach unseren 
allgemeinen in Abschnitt I ausgefiihrten Entwicklungen aus diesen 
Angaben allein das bekannte System jener 23 invarianten Formen 
berechnet werden. Man hat zu dem Zwecke nur ndthig, alle diejenigen 
Functionen aufzustellen, welche ganze algebraische Functionen von 
A, B, C, f, h, i und zugleich rationale Functionen der Covarianten 
f, hy t, (AR), Cf h)g sind. 

Um die simultanen Invarianten zweier biniiren cubischen Formen 
f, g aufzustellen, bilden wir eine lineare Combination xf + Ag der- 
selben und entwickelu die Discriminante dieser Form nach den un- 
bestimmten Parametern x und 4, wie folgt: 


D(«f + Ag) = Dyxt + D, x84 + D,x2? + Dyxd® + D, a, 


“Die 5 Invarianten D,, D,, D,, D,, D, sind offenbar nur dann simmt- 
lich gleich null, wenn die cubischen Formen f und g beide den nim- 
lichen Linearfactor zweifach enthalten und dieser Umstand wiederum 
hat zur Folge, dass auch alle iibrigen Simultaninvarianten null sind. 
Unserem Satze zufolge miissen daher alle simultanen Invarianten der 
beiden cubischen Formen f und g ganze algebraische Functionen von 
D,, D,, D,, D,;, D, sein. Das volle Invariantensystem enthilt nun 
ausser diesen 5 Invarianten nur noch 2 weitere Invarianten, niimlich 


die Ueberschiebung (/, 7); und die Resultante R der beiden Formen; 
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man findet in der That durch Rechnung bestiitigt, dass diese beiden 
Invarianten ganze algebraische Functionen jener 5 Invarianten sind. 

Um das simultane System einer cubischen Form f, einer quadra- 
tischen Form g und einer linearen Form / zu untersuchen, bezeichnen 
wir mit d,, d,, r beziiglich die Discriminanten von f und g und die 
Resultante beider Formen; ferner bilden wir die Invarianten (/f, /*),, 
(h, l*),, (g, 17), und (hk, g),, wo h die Hesse’sche Covariante von f 
bezeichnet. Wenn diese 7 Simultaninvarianten simmtlich gleich 0 
sind, so nehmen, wie man ohne Schwierigkeit zeigt, die 3 Grund- 
formen nothwendig die Gestalt an 


f=cp'q, g=cp, l=e"p, 

wo p,q lineare Formen und ¢, c’,c” gleich 0 oder von 0 verschiedene 
Constante sind. Da nun fiir diese besonderen Grundformen offenbar 
simmtliche Simultaninvarianten gleich 0 sind, so folgt mit Hilfe des 
in § 4 bewiesenen Satzes, dass siimmtliche Simultaninvarianten der 
3 Grundformen ganze algebraische Functionen jener 7 Simultan- 
invarianten sind, oder, was auf das Nimliche hinausliuft, dass simmt- 
liche simultane Invarianten und Covarianten einer cubischen Form f 
und einer quadratischen Form g ganze algebraische Functionen der 
4 Invarianten d,, d,, r, (h,g), und der 3 Formen f, h, g sind. 


Wir behandeln endlich noch ein allgemeineres Beispiel, niimlich 
das System von vy binaren linearen Formen 


L=—aacr+bdy, 1—a,x4+ by, ..., l=—ax+ by. 
Das volle Invariantensystem besteht aus den Determinanten 
Piz = ab — adh; (¢,k = 1,2,..., ¥). 
Wir bilden die beiden biniren Formen v — 1'* Ordnung 


y = a,§"" + a,§"*n +--+ + 4,7", 
P= DE bby fp Dy 
und berechnen die Functionaldeterminante derselben 


(M, Wy = My S274 H py E25 y + + + + pov ay?r4. 


Die Coefficienten p), p,, ..+, Pov sind als lineare Combinationen 
der Determinanten p;, selber Invarianten der linearen Grundformen, 
und man erkennt leicht, dass, wenn diese Invarianten p,, p,,..., P24 
simmtlich Null sind, nothwendig entweder alle Coefficienten der Form » 
oder diejenigen von ~ verschwinden oder beide Formen bis auf einen 
numerischen Factor mit einander tibereinstimmen. In allen diesen 
Fallen sind simmtliche Determinanten p,, gleich Null und _hieraus 
folgt mit Hiilfe unseres Satzes, dass die Determinanten p,;, ganze 





fe i=} 
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algebraische Functionen von Po> Pry + +» Pov-4 Sind*), woraus zu- 
gleich die Unabhingigkeit der letzteren 2» — 3 Invarianten geschlossen 
werden kann. 


§ 7. 
Systeme von simultanen Grundformen. 


Um die in § 5 fiir eine binire Grundform erhaltenen Resultate 
auf ein System simultaner biniirer Grundformen auszudehnen , verfahren 
wir, wie folgt: wir betrachten die beiden biniiren Formen von der 
nimlichen Ordnung » 


f =a x4," + (7) A, 2," "q+ > + and", 
g = bya." + (7) by ay""*2_ ve + + Dnt,” 


und bilden dann eine lineare Combination Af-+ wg derselben, wo A 
und w 2 Parameter bedeuten. Wenn nun die Invarianten von Af+ug 
fiir alle Werthe 4 und w verschwinden, so muss nach dem in § 5 


bewiesenen Satze die Form Af + wg nothwendigerweise einen + +1 


beziiglich “7! - fachen Linearfactor besitzen, was fiir Werthe auch 


die ahdaatis 4 und w annehmen mogen und hieraus folgt leicht, 


dass f und g selber die nimliche Linearform als : + 1. beziiglich 
ott -fachen Factor enthalten miissen, ein Unennd, welcher seiner- 
sets zur Folge hat, dass auch simmtliche Simultaninvarianten der 
beiden Formen f und g gleich 0 sind d. h. 


Wenn J,,..., Ju solche Invarianten der einen Grundform f sind, 
durch welche sich alle iibrigen Invarianten dieser Grundform ganze und 
algebraisch ausdriicken lassen, so gelangt man von diesen Invarianten 
J,,+.+ J durch wiederholte Anwendung des Aronhold’schen Processes 


b, A +b, 4+: + 6, = om 


zu einem System von Simultaninvarianten, welches die Eigenschaft be- 
sitat, dass jede Simultaninvariante der beiden Formen f und g eine 
ganze algebraische Function der Simultaninvarianten dieses Systems ist. 


Durch diesen Satz tritt eine neue fundamentale EHigenschaft des 
Aronhold’schen Processes zu Tage. 





*) Das naimliche Resultat habe ich auf einem vdllig anderen Wege erhalten 
in meiner Arbeit: ,,Ueber Biischel von biniiren Formen mit vorgeschriebener 
Functionaldeterminante“'; Mathematische Annalen Bd. 33, 8. 233. 
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Der besondere Fall » = 3 ist bereits oben behandelt worden. Im 
Fall zweier biquadratischer Grundformen haben wir die beiden In- 
varianten 7 und j in Betracht zu ziehen und setzen 

(Af + ug) =i + ide + iu’, 

IAF A 49) = Jo FIM + jd uw + jgu?. 
Es folgt dann aus entsprechenden Griinden wie vorhin, dass jede 
Simultaninvariante der beiden Formen f und g eine ganze algebraische 
Function der 7 Invarianten 4, ¢;, i,, jo, Ji> Jo» jg ist und diese 
7 Simultaninvarianten sind algebraisch von einander unabhingig, da 
die Zahl x fiir das betrachtete Grundformensystem den Werth 7 besitzt. 

Setzt man an Stelle der binéren Form g die n‘* Potenz einer 
Linearform, so gewinnen wir das folgende Resultat: 

Aus den Invarianten J,,..., J, der biniren Grundform f er- 
giebt sich durch wiederholte Anwendung des Processes 

x" a — %,","—" ix eh i os 
ein System von Covarianten, welches die Eigenschaft besitzt, dass alle 
iibrigen Covarianten der Grundform ganze algebraische F'unctionen der 
Covarianten des erhaltenen Systems und der Invarianten J,, ..., J, sind. 

Beispielsweise erhilt man fiir die binare cubische Grundform f 
durch ein- und zweimalige Anwendung jenes Processes auf ihre Discri- 
minante D die beiden Covarianten ¢ = (f,h), und /?; in der That ist 
die Hesse’sche Covariante h = (f,/f), eine ganze algebraische Function 
von J), ¢ und f, da ja ihre dritte Potenz eine ganze rationale Function 
dieser invarianten Bildungen wird. Wenden wir ferner auf die In- 
varianten ¢ und j einer biquadratischen biniren Form j jenen Process 
an, so gelangen wir zu den Covarianten f und h = (f,/), und in der 
That ist das Quadrat der allein noch iibrigen Covariante ¢ = (jf, h), 
eine ganze rationale Function von i, j, f und h. 

Simmtliche Ueberlegungen lassen sich leicht auf die Theorie der 
Combinanten von zwei oder mehr biniren Grundformen iibertragen. 
So zeigt sich, dass die Combinantinvarianten der beiden Formen f 
und g dann und nur dann simmtlich verschwinden, wenn unter den 
Formen des Formenbiischels 4f-+ wg sich zwei Formen befinden, von 
denen die eine einen r-fachen Linearfactor besitzt und die andere 


diesen nimlichen Linearfactor » + 1—r-fach enthilt und _hieraus 
folgt der Satz: 


Eine jede Combinantinvariante zweier bindrer Formen f, g ist 
eine ganze algebraische Function der Invarianten ihrer Functional- 
determinante (f, 9);- 

Die Ausdehnung der bisherigen Entwicklungen auf die Theorie 
der Formen mit mehr Verinderlichen ist ohne weiteres nur in dem 
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Maasse méglich, als man die Besonderheit derjenigen Formen an- 
zugeben weiss, welche die EKigenschaft besitzen, dass alle ihre In- 
varianten (0 sind. So ist beispielsweise im Falle einer ternaren Form 
dritter Ordnung das Verschwinden aller Invarianten die Bedingung 
fiir das Auftreten eines Riickkehrpunktes in der durch Nullsetzen der 
Form dargestellten Curve. Wenn wir nun 2 terniire cubische Formen 
linear combiniren und die beiden Invarianten 


Sf + ug) = Sat +--+ + S,u4, 
TAf+ wg) = Tao +---+ Typ 
bilden, so folgt durch die entsprechende Schlussweise, dass alle simul- 
tanen Invarianten der beiden Formen f und g ganze algebraische 
Functionen der 12 Invarianten S,,...,S,, Z,,...Z, sind und da 
die Zahl x ebenfalls gleich 12 ist, so erkennen wir zugleich, dass 
diese 12 Invarianten von einander algebraisch unabhiingig sind. 
Auch die ternire biquadratische Form kann noch auf dem nim- 
lichen Wege durch Rechnung behandelt werden, wogegen die Erledigung 


der entsprechenden Probleme fiir héhere Fille neuer und allgemeinerer 
Methoden*) bedarf. 


I. 
Der Grad des Invariantenkorpers. 
§ 8, 


Darstellung des asymptotischen Werthes der Zahl ¢(o). 


In § 2 ist ein System von Invarianten J,d,,...,J, bestimmt 
worden, von der Beschaffenheit, dass alle iibrigen Invarianten der 
Grundform sich ganz und algebraisch durch J,, ..., J, und rational 
durch J, J,,..., 0, ausdriicken lassen. Die irreducible Gleichung, 
welcher J geniigt, ist von der Gestalt 

PEG SAL GISHAL. 4G, —0, 
wo G,, G,,..., G, ganze rationale Functionen von J,,..., J, sind. 
Der Grad k dieser Gleichung ist zugleich der Grad des Invarianten- 
kérpers. 

Um zunichst fiir eine binire Grundform f von der n'" Ordnung 
die Zahl k zu bestimmen, betrachten wir die Anzahl m(6) derjenigen 
Invarianten der Grundform f, deren Grad in den Coefficienten der 
Grundform die Zahl o nicht iiberschreitet und zwischen denen keine 
lineare Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Die Berech- 
nung dieser Zahl (eo) kann auf 2 verschiedenen Wegen geschehen 


*) Vgl. die Abschnitte IV und V dieser Arbeit. 








336 Davip Hicperrt. 


und die Vergleichung der auf beiden Wegen gefundenen Resultate fiir 
den Grenzfall ¢ = oo ergiebt dann den gesuchten Werth von k. 
Nach § 2 ist jede Invariante i in der Gestalt 


roe" 4 7g P +--+ 0, 
D 

darstellbar, wo [,,...,[%, D ganze rationale Functionen von Jj, ..., J; 
sind, Aus dieser Darstellungsweise kénnen wir eine obere und eine 
untere Grenze fiir die Zahl (oe) ableiten. Beachten wir nimlich dass 
im vorliegenden Falle die Zahl x den Werth » — 2 hat und bezeichnen 
wir mit v, ¥,,...; Ya—g, 0 die Grade der Invarianten J, J,, ..., In—a, 
D und mit A(o) die Anzahl der Systeme von positiven ganzen Zahlen 
£,, &,-. +) &u-2, welche der Ungleichung 


1,8 + 8 + +++ + nobn2 <6 


geniigen, so finden wir leicht 


‘= 





A(6) + A(o — v) + A(o — 2v) + «++ + A(G — [kK — 1] ») < G0), 
9 (6) <A(o-40) +4(64+6—v) +A (640 —20)4.---A(6-0—[k—1]0). 
Nun gilt fiir die eben definirte Zahl 4(6) die Formel 





. ew Teen. ae 
o=@ o"? n— 2! VyVg-.+VMy_o 
und somit folgt aus obiger Ungleichung 
p(s) 1 k 
=m o* 2 ail n— 2! Wqve--. Va—e2 
§ 9. 


Berechnung des Grades % des Invariantenkorpers fiir eine binire 
Grundform »'* Ordnung. 


Wir kénnen eben diesen Grenzwerth noch auf einem anderen 
Wege, nimlich mit Hilfe derjenigen Methode bestimmen, welche von 
Cayley und Sylvester zur Abzahlung der Invarianten von vorge- 
schriebenen Graden benutzt worden ist. Bekanntlich ist die Anzahl 
der linear unabhiangigen Invarianten vom Grade 6 in den Cofficienten 

1 
der biniren Grundform n‘** Ordnung gleich dem Coefficienten von r? , 
in der Entwicklung des Ausdruckes 
= (1 ace yPtt) (1 = p72) new (1 — ot") 
f(") = Q-r)G—F)-- Gor) *). 





*) Vgl. Faa di Bruno, Theorie der biniren Formen Leipzig 1881, S. 194. 
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Dieser Ausdruck kann in die Gestalt 
f(r) = for) + AC) + PAO) +s + far) 
gebracht werden, wo /,(r), f,(”), -+-) fx(7) rationale Functionen von 
y bedeuten, welche durch die Identitit 
m tain 2 ae (uw — r) (w— 92)... (u— 2") 
ht ent + fn (1 — 2) (1— 93)... (1 — 4) 
definirt sind. Zur Ausfithrang der Rechnung bedarf es der Unter- 
scheidung zwischen ungerader und gerader Ordnung n. 
Es sei erstens die Ordnung m eine ungerade Zahl. Da es in 
diesem Falle nur Invarianten von geradem Grade giebt, so erhalten 
wir offenbar die gesuchte Zahl g(¢), wenn wir den Coefficienten 


von in den Ausdruck fy + 7*f, + r*f +-::, 
» » ” fy + mf, + rs rp + ~~. 
” a ”» ” fo + rf, + rf, + die 





2 . Por 
» & ”» » ” fot rfitrht::: 


bestimmen und die Summe dieser Coefficienten bilden oder, was auf 
das Nimliche hinausliuft, wenn wir die Coefficienten 


$n 
2 3 : 
von 7 , a FF Lice F in fy, 
‘ + (n—2) 
—2 2 (n—2 — 
” ” , r ” , eo , a ”? ? 
. $ (n—4) 
= ill ~ 
” - ’ y(n , om *, gg ” hr, 
. 
2 3 2 f 
~~ 7% r , r y vem © » coe 


2 
simmtlich zu einander addiren. Verstehen wir nun unter é, eine 


primitive n'e Einheitswurzel, so ist, wie man sieht, die Summe der 
o 


Coefficienten von x", 72", r5",..., Pin fy gleich dem n'e" Theil der 
Summe der ersten < nm Coefficienten in der Entwicklung des Ausdruckes 


fo (r) = fol”) + fo (ear) + folenr) +ee+ fy(en‘r). 
Verstehen wir ferner unter &,-2 eine primitive » — 2’ Kinheitswurzel, 
so ist die Summe der betreffenden Coefficienten in f, gleich dem 


n — 2'= Theile der Summe der ersten <(n — 2) Coefficienten in der 
Entwicklung des Ausdruckes 


fi’ (7) = f(r) + hy (en27) + (emnar) + + A (0). 
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Endlich werde 


2 


fra) = fa 


gesetzt. Wenn wir jetzt fiir den Parameter r in den Ausdriicken 


fo; fi, «+ +) F_, beziiglich die Gréssen 
= 
1-3-5---n 1+3-5---n 
jan —s Sins 
.*.. £” anrcut ° 


einsetzen, so erkennen wir, dass die gesuchte Zahl (o) gleich der 


Summe der ersten . 1.3.5...m Coefficienten in der Entwicklung 
des Ausdruckes 


1-3-5.---m 1-3-5---n 


h(t) = * he (; ” ) -++ ashi (2) feet = | iit 
wird. ? 


Aus einem bekannten Satze von Abel lisst sich leicht die folgende 
Thatsache ableiten: 


Wenn die Coefficienten einer Potenzreihe 


P(t) = ag + at + ant? +--- 
von der Beschaffenheit sind, dass, unter x eine ganze Zahl verstanden, 
der Ausdruck 
Hy + 4 + +--+ a, 


@ 


fiir unendlich wachsende @ sich einer endlichen Grenze niahert, so ist 
diese endliche Grenze 





1 
at 2G — & BO) 
Mit Hilfe dieses Satzes findet man 


9 (co) “ae... 
om % (S1.3.5...0)"" wo 


Falls nun » > 3 ist, kaun 


1-3-5---n 1-B:.j 0093 
ht)— 5 fo (: : ) +issh (: si ) feet fig (EE ") + WO) 
2 


gesetzt werden, wo h'(t) eine solche rationale Function von ¢ bedeutet, 
dass der Ausdruck (1—#)"-* h’(é) in der Grenze fiir {= 1 verschwindet. 
Ferner ist fiir einen beliebigen Index i 





oy L [1 — oho). 








(1 — "1 fi(r) = 2 LT ee TR ee 


ee ony [ FD 
2+- ; 3- —fo>- 1 > —— 
n— 20 n — 20 n— 20 





— ~~ nn 
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wo zur Abkiirzung 


[M]—1+eperp-.- poms 
gesetzt ist und wo die Zeichen g;(r) rationale Functionen von r be- 
deuten, welche durch die Identitat 


(uw — 1) (W — 9°) ++ (W— 7") = go(r) w+ g(r) wt + + alr) 
definirt sind. Nun fihrt eine einfache Rechnung zu folgender Formel 
JE AL — ty» h(t) 


dN(t) dg;(r) 1.3.5..." 
~~ a a@) (2 , -[ dr 1. aa NM) 
a a Sn Ni ie hae 











wo die Summe tiber die Zahlen i =0,1,2,---,—~ 7 1 gu erstrecken 
ist und wo zur Abkiirzung 


fe (3. “Sr le Sar) to Sad 


gesetzt ist und hieraus folgt durch geeignete Umformung der Summe 
rechter Hand 








L [(l — t*h(0)] 
t= 
= — = 2 7 NI i, i(n — 27)r-3 
2 wi(l.8.8...0)? ae | 1) (7) ali 
wo die Summe wiederum iiber die Zahlen i=0,1,2,... = tau 
erstrecken ist. 


Die Vergleichung mit der am Schlusse des § 8 erhaltenen Formel 
liefert das Resultat 


= —— =-55 260 (7) Ga-y 4 


(i=0, . s—"). 





Die eben fiir den Grad k des Invariantenkérpers gewonnene Formel 
wird im Falle einer binaéren Grundform 5' Ordnung leicht bestiitigt. 
Da nimlich die 3 Invarianten A, B, C beziiglich von den Graden 
4, 8, 12 sind, so haben wir v, = 4, v, = 8, v, = 12 zu setzen und 
es ergiebt sich dann k = 2. In der That geniigt die schiefe Invariante 
R einer Gleichung 2‘ Grades und durch diese 4 Invarianten A, B, 
C, R ist der Invariantenkérper vollig bestimmt. 

Es sei zweitens die Ordnung » eine gerade Zahl. Wir erhalten 
dann in entsprechender Weise wie vorhin die gesuchte Zahl g(o), 
wenn wir die Coefficienten 


*) Diese Formel, sowie die entsprechende fiir eine gerade Ordnung habe 
ich bereits in den Berichten der Gesellschaft der Naturforscher und Aerzte, Halle 
1891 mitgetheilt, 
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ie 4, = < Pre... 
. 2 2 2 2 . 
von r*, r °, pe ry, sf in fy, 
n n n n 
: 1(3-1) 2(}—-1) 3( —1) o(;-1) 
» %Ts, & e * i. 8 ? ; * » fi» 
n n n n 
» 2-*) 2-4) (3-4) “(3 -») 
oo te FF , » & ? , » fe» 
0 1 2 og yo 
” r ? U ? r ’ g, , r b] 


” f n 
(5 ~') 
simmtlich zu einander addiren. Mit Hilfe der primitiven Einheits- 


= n mn 
wurzeln ¢€,, &, pose Von den Graden the} 
a» = 


wir entsprechend wie vorhin zu den Functionen /f,, f,, ...; f 


—1,... gelangen 


ai 
:-) 
und wenn wir in diesen Functionen fiir den Parameter r beziiglich die 
ae bf 
ae 


rol # | 
| « 


— " 7 mM 44 Pp 
Gréssen £7, #2 , ..., ¢* einsetzen, so erkennen wir, dass die 


gesuchte Zahl g(o) gleich der Summe der ersten o —! Coefficienten 
in der Entwicklung des Ausdruckes 


! j >! 


h()= — fy t 4 — f +? +. ths (#) 


to| 2 








col 2 





——1 


2 


2 2 


ist und hieraus folgt dann durch dieselbe Schlussweise, wie vorhin 





g(s) _—_—i ~~ 
Zi (6%: n—2  (n—2)! Z (1 — A" h(P)]. 
2 


Falls nun » > 4 ist, kann wiederum 


rola 


n 
== f 
2° 


ht)—t fle? Jaot—ple? Jt, (#)+¥0 
z ie (F-') 


gesetzt werden, wo h’(#) eine solche rationale Function von ¢ bedeutet, 
dass der Ausdruck (1 — ¢)-*h'(t) in der Grenze fiir ¢ = 1 ver- 
schwindet. Ferner ist fiir einen beliebigen Index ¢ unter Benutzung 
der oben erklirten Abkiirzungen 
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= 
2 
. nm-- 
<i 
2 


a 


a 


3 *, | 
a 3.—* ; 
| "| 

2 2 


Bezeichnen wir den Nenner des Ausdruckes rechter Hand mit N(t), 
so wird 











L (1 — rh] 


n 
' —! 
dN(t) =) 2 
9; (1) Eon és [ dr r=1 1 ° N(1) 
~ © o= 7 
= n— 2% N?(1) 
1 -{n n a\n—3 
= — ——_—__-__ — 1("\(>—? 
‘ n \n-2 > ( (*) € ) ’ 
2-n! (=:) 
wo die Summe iiber die Zahlen i=—0O, 1, 2,. 


strecken ist. 


Die Vergleichung mit der am Schlusse des § 8 erhaltenen Formel 
liefert das Resultat 


k : P vn—3 
wate tee Ee-9 
(i=0,1,2,---, 2—1). 








n 1 ' 
9 3 — 1 a er- 








Die eben gewonnene Formel wird im Falle einer biniren Grund- 
form 6' Ordnung leicht bestiitigt. Da naimlich die 4 Invarianten der- 
selben A, B, C, D beziiglich von den Graden 2, 4, 6, 10 sind, so 
haben wir v, = 2, v, = 4, v, = 6, v, = 10 zu setzen und es ergiebt 
sich dann k= 2. In der That geniigt die schiefe Invariante R einer 
Gleichung 2‘ Grades und durch die 5 genannten Invarianten ist der 
Invariantenkérper vollig bestimmt. 


§ 10. 
Die typische Darstellung einer bindren Grundform. 


Die in § 8 und § 9 angewandten Methoden fiihren zugleich zu 
einem neuen Beweise fiir die Méglichkeit einer typischen Darstellung 
der biniren Grundform. 

Um dies uu zeigen, nehmen wir erstens an, es sei die Ordnung 
der biniiren Grundform eine ungerade Zahl, Die linearen Covarianten 
der Grundform sind dann simmtlich von ungeradem Grade in den 
Coefficienten der Grundform und es bezeichne g,(o) die Anzahl der 
linearen Covarianten, deren Grad in den Coefficienten der Grundform 
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die Zahl o nicht itiberschreitet und zwischen denen keine lineare 
Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Um die typische 
Darstellung der Grundform auszufiihren, bedarf es zweier linearer 
Covarianten | und m, welche nicht durch eine Relation von der Gestalt 
Al+ Bm =0 

mit einander verbunden sind, wenn man unter A und B geeignet ge- 
wihlte Invarianten versteht. Die Existenz zweier solcher linearer 
Covarianten kann, wie folgt, bewiesen werden: nehmen wir an die 
Grundform besitze tiberhaupt keine lineare Covariante, so hiitte offenbar 
m,(¢) fiir alle 6 den Werth 0. Gibe es andererseits eine lineare 
Covariante 1 von der Art, dass alle iibrigen Covarianten der Grund- 
form gleich A / sind, wo A eine Invariante bedeutet, so wire noth- 
wendigerweise, wenn A den Grad von 1 bezeichnet 


Y, (5) = w(o — A) 


(6) 4 


o=n p(s) 


und folglich 


Nehmen wir endlich die Existenz zweier linearer Covarianten J und m 

von der gewiinschten Beschaffenheit an und bezeichnen wir mit 

Pi) Poy «++, Pr die iibrigen im vollen Formensysteme vorkommenden 

linearen Covarianten, so ist jede dieser Covarianten in der Gestalt 
pom A; l ae 


darstellbar, wo A,;, B,;, C; Invarianten sind und es ist folglich eine 
jede lineare Covariante p der Grundform in der Gestalt 


darstellbar. Bezeichnen wir jetzt den Grad der linearen Covariante m 
mit w und den Grad der Invariante C,C,...C, mit y, so ergiebt 
sich fiir »,(6) die Ungleichung 

p(o—4)+ 9(6—4) 59,66) S96 —4+7)+ 9(6—H+4+7) 
und folglich ist 


wie) 2. 
o=a 9S) 
Um nun zu entscheiden, welchen Werth der Ausdruck Z 9) 


on 9 (9) 
in Wirklichkeit besitzt, wenden wir wiederum die Cayley - Sylvester’ 
schen Abzihlungssiitze an. Diesen Sitzen zufolge ist die Zahl der 
linearen Covarianten vom Grade o gleich dem Coefficienten vou 

1 

= (no—1) 

. in der Entwicklung des Ausdruckes f, und wir erhalten daher 
die gesuchte Zahl g,(6), wenn wir die Coefficienten 
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1 
F (nt) ; (32—1) 5 (5n—1) 2 (on—1) J . 
von r , ae peony f in fo, 
| (e—1)-1 4 (3n—1)—3 1 6 n—1)-5 + (en—1)-0 
2 2 2 z 
” r ? r ? r eee r ”? his 
J in—1)-2 | (3n—1)-6 1 @a—1)-10 1 (on—1)-26 
2 2 2 2 
» TF i y * perry 7 » fe» 
Lea) 
1 2 
« 5; 2 . con # 


, 


” f=) 
simmtlich zu einander addiren. Die Ausfiihrung der Rechnung er- 
giebt dann unter der Voraussetzung n>3 fiir den Ausdruck Z 91(9) 


c= 9(S) 
den Werth 2, und hiermit ist der gewiinschte Nachweis gefiihrt. 


Ist zweitens die Ordnung ” eine gerade Zahl, so bezeichnen 
wir mit g,(6) die Anzahl der quadratischen Covarianten, deren Grad 
in den Coefficienten der Grundform die Zahl 6 nicht iiberschreitet und 
zwischen denen keine lineare Relation mit constanten Coefficienten 
stattfindet. Um die typische Darstellung der Grundform auszufihren, 
bedarf es dreier quadratischer Covarianten 1, m, p zwischen denen 
keine Relation von der Gestalt 


besteht, wo A, B, C Invarianten sind. Wir erkennen wiederum 
durch die nimliche Schlussweise wie vorhin, dass es 3 solche Co- 


varianten nothwendig giebt, falls der Quotient mis) in der Grenze 


fiir ¢6 = oo den Werth 3 annimmt. Dies trifft unter der Voraus- 
setzung » > 4 in der That zu, wie eine der vorigen entsprechende 
Rechnung zeigt. 

Die bisherigen Resultate dieses Abschnittes III sind auf rein 
arithmetischem Wege abgeleitet worden und nur am Anfange des § 8 
ist die aus algebraischen Betrachtungen bekannte Thatsache benutzt 
worden, dass die Zahl x der algebraisch unabhangigen Invarianten 
einer binaren Grundform n'** Ordnung dep Werth » — 2 hat. Auch 
diese Thatsache ergiebt sich, wie im Folgenden kurz gezeigt werden soll, 
mit Hilfe unserer Methode ohne Benutzung eines Eliminationsverfahrens. 


Die Ueberlegungen des § 8 zeigen, dass der Quotient vie) 


6 
in der Grenze fiir 6 = oo einen endlichen von 0 verschiedenen 


Werth annimmt. In § 9 ist gezeigt worden, dass der Ausdruck 
¥(5) 


—) bis auf einen von 0 verschiedenen Zahlenfactor gleich der 
=n 
Summe 
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: : \n-3 ‘ —1 
> (- 1¥(*) G- i) (i=0,1,2, 0 bezgl. + —1) 


ist. Aus diesen Thatsachen kann x =m — 2 geschlossen werden, 
sobald der Nachweis dafiir gefiihrt ist, dass jene Summe eine von 0 
verschiedene Zahl darstellt. Um diesen Nachweis zu fihren, bestim- 
men wir die Anzahl der Covarianten 1, m,..., p, welche in den 
Veriinderlichen von der Ordnung v sind und zwischen denen keine 
lineare Relation von der Gestalt 
Al+ Bma+.---+ Ep=0 
besteht, wo A, B,..., E Invarianten sind. Diese Anzahl findet man 
gleich dem Ausdrucke L Pole) 
o=@ 9(s) 

rianten v'** Ordnung bezeichnet, deren Grad in den Coefficienten 
der Grundform die Zahl o nicht iiberschreitet und zwischen denen 
keine lineare Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Be- 
rechnen wir diesen Grenzwerth mit Hilfe der Cayley-Sylvester’schen 
Abzihlungssitze entsprechend, wie dies oben fiir die Fille y = 1 und 
v =2 geschehen ist, so erhalten wir einen Ausdruck, in welchem 
wiederum jene Summe | 


Beu(G-y- 


auftritt. Tragt man in diesen Ausdruck an Stelle jener Summe den 
Werth 0 ein und legt dann der Zahl v einen geniigend grossen Werth 
bei, so fallt, wie die Rechnung zeigt, der Werth des neu erhaltenen 
Ausdruckes grésser als vy -+ 1 aus, und dieser Umstand widerspricht 
der Thatsache , dass die Anzahl der Covarianten 7, m,..., p von der 
vee Ordnung héchstens gleich vy -+ 1 sein darf. Die Annahme, dass 
jene Summe den Werth 0 hat, trifft folglich nicht zu und damit ist 
zugleich der gewiinschte Nachweis erbracht. 

Mit Hilfe der typischen Darstellung einer biniren Grundform ist 
von A. Clebsch*) der folgende Satz bewiesen worden: 

Wenn fiir 2 binire Formen von irgend einer Ordnung » > 4 mit 
numerischen Coefficienten die entsprechenden Invarianten si&mmtlich 
die nimlichen Werthe haben und ausserdem eine gewisse im Nenner 
der typisch dargestellten Coefficieuten auftretende Invariante N von 0 
verschieden ist, so gehéren die beiden Formen zu der nimlichen Classe. 

Dabei bezeichne ich 2 biniire Formen als zugehérig zur niimlichen 
Classe, wenn man dieselben durch eine lineare Substitution von nicht 
verschwindender Determinante in einander transformiren kann. Wenn 
wir die Werthe fiir die Invarianten J,, . . ., J,—-2 tiberdies derart wihlen, 
dass die Discriminante D der Gleichung fiir J von 0 verschieden ist, 


*) Theorie der biniren.Formen, 


wo g,(6) die Anzahl der Cova- 
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so giebt die Zahl k an, wie viel Werthe von J mit jenen Werthen 
von J,, ..-, Jx—g vereinbar sind, und hieraus folgt: 

Der Grad k des Invariantenkirpers giebt zugleich im allgemeinen die 
Zahl der von einander verschiedenen Classen von biniiren Formen an, 
deren Invarianten J,,..., Jn—2 gleich gegebenen Grissen sind. 


§ 11. 
Das System von v biniren Linearformen. 


Die Methoden dieses Abschnittes III lassen sich auch auf Systeme 
von simultanen biniiren Grundformen anwenden. Als einfachstes Beispiel 
diene das System der » biniren Linearformen 


a42+by, ax+by,..., aex+t hy, 
welches bereits in § 6 behandelt worden ist. Das volle Invarianten- 
system besteht aus den Determinanten p,,. Ausserdem geniigt jede 
dieser Invarianten der Differentialgleichung 
J 
b 


od oJ 
3, +e HT oe GO 


und umgekehrt jede dieser Differentialgleichung gentigende Function J 
von der Gestalt 


J -»> Ca, a,*... a ba ...8* 


v 
ie ie i a el ie i Se 
ist eine Invariante der Linearformen vom Gewichte 9. Hieraus kann 


bewiesen werden, dass die Anzahl der Invarianten vom Gewichte g, 


zwischen denen keine lineare Relation mit constanten Coefficienten 
stattfindet, gleich ist 


z(e) = ¥[¥(e)}*(e) — ¥(e—1) v(e+1), 


wo ¥(9) die Anzahl der positiven ganzzahligen Liésungen der Glei- 
chung 


Mrtnm+t::-+n=e 
bedeutet und daher den Werth °+%—"! pesitzt. Durch Einsetzung 


: oe! (v—1)! 
dieses Werthes finden wir 


(o+1) (0-+2) o-+3)' +++ (@-+»—2)* (e-+y—1) | 


x(¢) = (v—1)!@—2)! 





In § 6 ist ein System von Invarianten py, p,,.. -, P2»—4 aufgestellt 
worden, durch welche sich alle iibrigen Invarianten der Grundform 
ganz und algebraisch ausdriicken lassen. Ferner werde eine lineare 
Function p der Invarianten p;, mit constanten Coefficienten bestimmt 

Mathematische Annalen, XLII, 23 
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derart, dass alle Invarianten p;, rationale Functionen von p, po, ),,. 
- +) Pxx-4 sind. Da in Folge dessen die [nvarianten p, py, p,,..-; Po»—4 
ein Invariantensystem von der in § 2 behandelten Art bilden, so kénnen 
wir mit Hilfe der in § 8 angewandten Methode den Grad & des durch 
diese Invarianten bestimmten Invariantenkérpers berechnen. Es ergiebt 
sich auf diese Weise 
2v—4)! 
k = (2v -- = Pm — oie 

Auch kann zugleich gezeigt werden, dass die 2v— 3 Invarianten 
Por Pr» +++) Pov algebraisch von einander unabhingig sind. 

Gehen wir zuriick auf die Bestimmungsweise der py, p,,...; P2»—4 
in §6, so erkennen wir, dass die fiir k gefundene Zahl zugleich die 
Anzahl der Biischel von biniiren Formen angiebt, deren Functional- 
determinante eine vorgeschriebene binire Form von der 2v — 4' 
Ordnung ist.*) 

Endlich sei noch erwahnt, dass die Function 4(@) nichts anderes 
ist, als die sogenannte ,,charakteristische Function“ desjenigen alge- 
braischen Gebildes, welches man erhalt, wenn man 

Pir = aby — a,b; (i,k = 1, 2....) 

setzt und hierin die Gréssen pj, als die Veriinderlichen, a;, 0b; als 
willkiirliche Parameter auffasst. Somit zeigt das eben behandelte Bei- 
spiel zugleich, wie die in der vorliegenden Abhandlung entwickelten 
Principien sich mit denjenigen auf allgemeinen Moduln beziiglichen 
Methoden in Verbindung bringen lassen, welche ich in Abschnitt II] 
und IV meiner Abhandlung ,,Ueber die Theorie der algebraischen 
Formen“ auseinandergesetzt habe. In Uebereinstimmung mit den 
dort gemachten allgemeinen Angaben**) ist der Grad 2v — 4 der 
charakteristischen Function in Bezug auf g die Dimension des alge- 
braischen Gebildes, wihrend der Coefficient der (2v— 4)" Potenz von 
e@ nach Multiplication mit (2v—4)! in der That die Ordnung jenes 
algebraischen Gebildes liefert. 





*) Vgl. meine Arbeit: ,,Ueber Biischel von biniiren Formen mit vor- 
geschriebener Functionaldeterminante‘‘, Mathematische Annalen Bd. 33, 8S. 227, 
sowie die dort ausfiihrlich citirte Litteratur dieses Problems. 

**) Vgl. meine Abhandlung ,, Ueber die Theorie der algebraischen Formen". 
Mathematische Annalen Bd. 36, 8. 520. 
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IV. 
Der Begriff der Nullform. 


§ 12. 


Die Substitutionsdeterminante als Function der Coefficienten der 
transformirten Grundform. 


Nach den Auseinandersetzungen in Abschnitt I und II ist es zur 
Aufstellung und Untersuchung des vollen Invariantensystems einer 
Grundform vor Allem erforderlich, ein endliches System von solchen 
Invarianten zu kennen, deren Verschwinden nothwendig das Ver- 
schwinden siimmtlicher Invarianten der Grundform zur Folge hat. Die 
Aufgabe, ein System solcher Invarianten zu finden, ist in § 5 fiir eine 
binire Grundform f gelést, jedoch auf einem Wege, welcher bei Be- 
nutzung der bisherigen Hilfsmittel keiner Ausdehnung auf Grund- 
formen von mehr Verinderlichen fahig ist. Zwar die Existenz eines 
solehen Systems von Invarianten, deren Verschwinden das Verschwin- 
den aller iibrigen zur Folge hat, folgt unmittelbar aus dem Theorem I 
in Abschnitt I meiner Arbeit ,,Ueber die Theorie der algebraischen 
Yormen“**); aber dieses allgemeine Theorem giebt durchaus kein Mittel 
in die Hand, ein solches System von Invarianten durch eine endliche 
Anzahl schon vor Beginn der Rechnung iibersehbarer Processe auf- 
zustellen in der Art, dass beispielsweise eine obere Grenze fiir die Zahl 
der Invarianten dieses Systems oder fiir ihre Grade in den Coefficienten 
der Grundform angegeben werden kann. Die hierin liegende Schwierig- 
keit wird nun vollstindig tberwunden durch die nachfolgenden Ent- 
wicklungen, bei deren Darstellung wir uns der Kiirze halber auf den 
Fall einer einzigen Grundform beschriinken, obwohl die Methoden und 
Resultate von allgemeinster Giiltigkeit sind. 

Es sei eine ternire Grundform f von der n'** Ordnung in den 


Veriinderlichen x,, x,, %, vorgelegt, deren N = 5 (n-+1) (n-+2) Coef- 


ficienten a,, @,,..., ay simmtlich bestimmte numerische Werthe 
besitzen: dann besteht zunichst unsere Aufgabe darin, zu entscheiden, 
ob es noch irgend eine Invariante J giebt, welche fiir die vorgelegte 
besondere Grundform f von 0 verschieden ist oder ob alle Invarianten 
von f gleich 0 sind. Um diese Entscheidung zu ermdglichen, trans- 
formiren wir die Form f der 3 Verladerlichen X;, L,, Z, mittelst der 
linearen Substitution 


*) Math, Ann, Bd. 36, 8S, 474, 
23* 
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Ly = Hy Yy + Gyo Yo + M3 Ys, (iy Myo My 
By = Chay Yy Oa Yo HF Mog Yg, 9 = | My, yy Mog 
Ly = Oy, Y, + O04. + O33 Ys, G34 Ago Oss 


wo die Substitutionscoefficienten a,,, a,,,..., @ 3 unbestimmte Gréssen 
sind. Die Coefficienten der transformirten Form g(y,, y., y;) bezeichnen 
wir mit b,, b,,..., by; dieselben sind ganze rationale Functionen vom 
no Grade in o,,, @5, ---, @ 3 mit bestimmten numerischen Coefficienten. 
Nehmen wir nun an, es gebe eine Invariante J, welche fiir die be- 
sondere Grundform f verschieden von 0 ist, so wire 
J(g) = dP J (f), 

wo p das Gewicht der Invariante J bedeutet und J(/f) eine von 0 
verschiedene Zahl ist. Nach der Division durch diese Zahl lehrt die 
letztere Gleichung, dass die Substitutionsdeterminante 0 einer Gleichung 
geniigt, deren erster Coefficient gleich 1 ist und deren iibrige Coef- 
ficienten ganze rationale Functionen von 0,, b,,..., by sind, d. h. die 
Substitutionsdeterminante ¢ ist unter jener Annahme eine ganze alge- 
braische Function der Coefficienten b,, b,,..., by. 

Es ist nun sehr wesentlich, dass der hierin ausgesprochene Satz 
auch umgekehrt gilt. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, es sei 0 
eine ganze algebraische Function von b,, b,,...by und geniige etwa 
der Gleichung 

d? + G,(b)d?-! + --- + G,(b) = 0, 


wo G,, G,, ..., Gp, ganze rationale Functionen von b,, b,, ..., by 
mit numerischen Coefficienten sind. Diese Gleichung muss identisch 
erfillt sein, wenn wir fiir die Substitutionsdeterminante 3 und fiir die 
b,,..-+, by ihre Ausdriicke in den @,,, @.,..., @, eintragen. Da nun 
0 homogen vom 3" Grade und die b,,..., by homogen vom n'" Grade 
in den @,,, @5,.-+,@ 3 sind, so kénnen wir offenbar annehmen, dass 
in der obigen Gleichung diejenigen Coefficienten G, gleich 0 sind, 


fiir welche = eine gebrochene Zahl ist, und dass die tibrigen Func- 


; : “ 38 
tionen G, in den Grossen b,, b,,..., by homogen vom Grade - sind. 


Wir denken uns ferner fiir den Augenblick in der Form f die Coef- 
ficienten a,, @,,..., ay als unbestimmte Gréssen, und b,, b,,..., by 
dementsprechend als Functionen nicht nur der Substitutionscoefficienten 
G14, Gyo) +++, @y3, SOndern zugleich als linear von a,, a), ..., Gy ab- 
hiingig. Die linke Seite der obigen Gleichung, nimlich der Ausdruck 


a? + G,(b)dP-t 4 --- + (0) 


wird nunmehr erst dann identisch fiir alle Werthe von @,,, @,5, .-+, 3s 
verschwinden, sobald wir wieder statt der Gréssen a,, a,,..., ay die 
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betreffenden numerischen Coefficienten der besonderen Grundform f ein- 
setzen. Indem wir auf diesen Ausdruck p-mal den Process 














@ @ @ 
Om Oy Oxy 
eee See? 

—" Cela, 6 Meg Ogg 

we ee SS 

| Oey Os. 0 Org 


anwenden, erhalten wir zufolge des in Abschnitt V meiner Abhand- 
lung ,,Ueber die Theorie der algebraischen Formen‘*) bewiesenen 
Satzes einen Ausdruck von der Gestalt 


Cy + Jy (a) + J2(a) + +++ + op (Q), 

wo C, eine von ( verschiedene Zahl bedeutet und J, (a), J,(a),..., Jp (a) 
Invarianten der Grundform f mit den unbestimmt gedachten Coeffi- 
cienten @,, @,, ...,@y, sind. Dieser Ausdruck muss nun 0 sein, so- 
bald man fiir die Gréssen a,, a,,..., ay die betreffenden numerischen 
Coefficienten der Form f einfiihrt und daraus folgt, dass nicht siimmt- 
liche Invarianten J,, J,, ..., J, fiir die besondere Grundform / 
verschwinden kénnen. Wir sprechen dieses Resultat in folgendem 
Satze aus: 

Eine Grundform mit bestimmten numerischen Coefficienten besitet 
dann und nur dann eine von 0 verschiedene Invariante, wenn die Sub- 
stitutionsdeterminante 0 eine ganze algebraische Function der Coefficien- 
ten der linear transformirten Form ist. 


§ 13. 


Die Entscheidung ob die vorgelegte Grundform eine von 0 verschiedene 
Invariante besitzt oder nicht. 

Nunmehr soll der Weg angegeben werden, wie man durch end- 
liche und von vornherein iibersehbare Processe entscheiden kann, ob 
8 eine ganze algebraische Function der Gréssen b,, b,, ..., by ist 
oder nicht. Zuniichst lehrt der in § 1 bewiesene Hilfssatz, dass es 
stets moglich ist, aus den Grodssen b,, b,, ..., by mittelst geeigneter 
uumerischer Coefficienten ¢,,, ¢,., ..-+, ¢rw solehe r lineare Ausdriicke 


B, =e ve 


B = bit 4 - 4 +++ Cpyby 
zu bilden, durch welche alle Gréssen b,, b,, ..., by sich als ganze 


*) Mathematische Annalen Bd. 36, S. 524. 
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algebraische Functionen ausdriicken lassen und zwischen denen keine 
algebraische Relation stattfindet. Die r Ausdriicke B,, ...; B, sind 
dann ebenso, wie die Gréssen b,, ..., by ganze rationale homogene 
Functionen »'" Grades von @,,, @5, ..+, @ 3 mit numerischen Coeffi- 
cienten und da zwischen irgend 10 solchen Functionen von «,,, 5, 

, &, stets eine algebraische Relation bestehen muss, so hat r 
jedenfalls héchstens den Werth 9. 

Um zu untersuchen, unter welchen Umstiinden die Zahl r < 9 
ausfallt, denken wir uns in der transformirten Form a(y,, y, ys) fiir 
die Veriinderlichen der Reihe nach irgend 8 Werthsysteme 


cose —", — 
Y= HW KM ee WHY, 
” 


Y, = Yo, Yo = Yr re oe W=y”, 
Ys = 93> Ys = Ys +++) Ys = Ys) 


eingesetzt; wir gelangen so zu 8 linearen Ausdriicken g’,g”,..., g'® 
von der Art der Ausdriicke B. Zwischen g und diesen 8 Ausdriicken 
bestehe die algebraische Relation 


Gg, gy; .. »9®) = 0), 


wo angenommen werden kann, dass nicht auch die Differential- 
quotienten der ganzen rationalen Function G nach den g, g’,...,g") 
fiir alle @,,, @5,..., @ 3 identisch verschwinden. Durch Differentiation 
der obigen Identitiit nach den @,,, @.,.. +) @ erhalten wir 


aG ag aG @q’ eG ag” 
—_— — ~ > ~— = () 
OG Ours ss Og Oy dil x ag® Oey ’ 
eG ég eG aq’ aG ag® 
r= eee aS a == () 
09 Oa, + Og ess + + agisi 6 Mss 
und hieraus folgt 
|_@9 dg |,, dg® | 
| Om Omy Oey | 
pear tar. - law QO. 


ag og’... ag 


Oty, Oltyy “0 M33 


Beriicksichtigen wir die Gleichungen 


0g . 9 « 
Fen GEr = 1,2,3) 


so liefert die Entwicklung der obigen Determinante nach den Elementen 
der ersten Verticalreihe eine Relation von der Gestalt 
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af @ 
fe + Dy ¥, Zz + Ds ys ae 


7] 
+ Diy, sf + Dy. if + Dsoys = 


Ox, 


Diy; 


e a 
+ Diy, if + Dy Y. fe + D545 #z = 0, 


wo D,,, D.,,..., Dsz ganze rationale Functionen der Gréssen «,,, «9, 
wey Gyyy Yys Yor Yor +++), yo, y® sind. Wir nehmen an, dass 
die Unterdeterminanten D,,, D,,,..., D3 nicht simmilich identisch 
fiir alle diese Parameter verschwinden und legen den letzteren dann solche 
numerische Werthe bei, dass wenigstens eine jener Unterdeterminanten 
vou 0 verschieden ist. Da die y,, y,, y, lineare Functionen von 
XZ}, %y, , sind, so ergiebt sich hiernach aus der obigen Relation 
eine lineare Differentialgleichung fiir f von der Gestalt 
l, sf + l, i + |, oe =, 

wo l,,1,, 1, lineare homogene Functionen von 2,, 2, 7, sind. Wenn 
jedoch die obige Annahme nicht zutrifft und somit alle Unterdeter- 
minanten der obigen Determinante identisch verschwinden, so stelle 
man mit irgend einer dieser Unterdeterminanten die entsprechende 
Ueberlegung an: man gelangt dann wiederum zu einer linearen Dif- 
ferentialgleichung fiir /. 

Die gewonnene lineare Differentialgleichung fiir f kann durch 
Anwendung einer geeigneten linearen Transformation der Veriinder- 
lichen leicht niher untersucht werden; es ergiebt sich dann das 
Resultat:: 

Die Zahl r ist im allgemeinen nur dann < 9, wenn die vorgelegte 
Form f die besondere Eigenschaft hat, lineare continuirliche Trans- 
formationen in sich selbst zu gestatten. 

Wir kehren nun zu der am Anfange dieses Paragraphen angestellten 
Betrachtung zuriick und bestimmen, falls r <9 ist, irgend 9—r 
Functionen B41, ..., B, vom Grade m in @,, G9, ..+., @ 3, und mit 
numerischen Coefficienten derart, dass zwischen den 9 Functionen 
B,,..., By ebenfalls keine algebraische Relation stattfindet. Dass dies 
unter den obwaltenden Umstiinden immer méglich ist, lasst sich leicht 
mit Hilfe einer bekannten Eigenschaft der Functionaldeterminante 
zeigen. Nunmehr werde die irreducible Gleichung aufgestellt, welche 
zwischen 0, B,,..., By besteht; dieselbe sei von der Gestalt 


ro" 4- det... +7, = 0, 


wo [,, f,,..-, Fx ganze rationale Functionen von B,,..., By be- 
deuten. Nehmen wir an, es sei 0 eine ganze algebraische Function 
der Gréssen b,, b,,..., by, so hiingt 0 nothwendig auch ganz und 
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algebraisch von B,, ..., B, ab und geniigt folglich einer Gleichung 
von der Gestalt 
d¢ + E,de?+.---4+ 2, =0, 

wo E,,..., E, ganze rationale Functionen von B,,..., B, sind. Die 
linke Seite dieser Gleichung muss aber die linke Seite der vorigen 
Gleichung als Factor enthalten und hieraus kann leicht geschlossen 
werden, dass [, gleich einer von 0 verschiedenen Constanten ist und 
dass die tibrigen Coefficienten [,,..., [, lediglich ganze rationale 
Functionen der Ausdricke B,,..., B, sind. Um also die gewiinschte 
Entscheidung zu treffen, ist es nur ndthig festzustellen, ob die 
irreducible, zwischen 0, B,, ..., B, bestehende Gleichung von der 
soeben genannten Beschaffenheit ist oder nicht. 


§ 14, 
Eine obere Grenze fiir die Gewichte der Invarianten J,,..., J,. 


Wir kénnen zugleich fiir den Grad w jener irreduciblen Gleichung 
eine obere Grenze finden und zwar mit Hilfe der folgenden Betrachtung: 

Es seien h + 1 Formen H,, ..., Hiss gegeben, welche siinmt- 
lich vom Grade m in den h homogenen Veriinderlichen u,, ..., u% 
sind. Wir bilden alle Potenzen und Producte R'e" Grades der Griéssen 
H,, .. +; His: und betrachten die Gleichung 

>) Onsuinya He He... Hit! a 0. 
(3, + 8+ +++ + S41 = R). 

Indem wir auf der linken Seite nach Ausfiihrung der Multiplication 
simmtliche Potenzen und Producte der Verinderlichen w,, 
gleich 0 setzen, ergiebt sich zur Bestimmung der 


(R41) (R42)... (R+H) 
ee Pe 


Coefficienten C,,,s,,.-.,s,,1 ei System von 


sey UD 


(mR+1) (mR+2)...(mR+h—1 
1.2...h—1 


linearen homogenen Gleichungen; diese Gleichungen werden stets 
Lésungen haben, sobald 


(R+1)...(R+h) > (mR+1)...(mR+h—1) 
a ee i ae eT) 


und folglich um so mehr, sobald 
(R+1)' > h(mR+h—1) 


ist. Diese Ungleichung wird jedenfalls dann erfiillt sein, wenn wir 
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R=h(m+1)-! nehmen. Hieraus folgt, dass zwischen den Func- 
tionen H,,..., Hy41 uothwendig eine Relation bestehen muss, deren 
Grad kleiner oder gleich der Zabl h(m-+-1)'— ist. 

Wir wenden diesen Satz auf die 10 Formen 6", B,’,..., B,® an, 
von denen jede homogen vom 3mn'" Grade in den 9 Veriinderlichen 
iy, @yo, +. +) Hyg ist; wir setzen also h = 9 und m=—3n. Auf diese 
Weise ergiebt sich, dass der Grad x der oben anfgestellten Gleichung 
jedenfalls die Zahl 9n(3n-+-1) nicht itibersteigt. Hieraus folgt unter 
Anwendung des in § 12 eingeschlagenen Beweisverfahrens der Satz: 

Wenn die Substitutionsdeterminante 0 eine ganze algebraische Func- 
tion der Coefficienten der linear transformirten Grundform ist, so giebt 
es nothwendig eine von 0 verschiedene Invariante, deren Gewicht die 
Zahl In(3n-+1)§ nicht iibersteigt. 

Dieser Satz fiihrt dann mit Hilfe der in § 4 und § 12 bewiesenen 
Siitze unmittelbar zu folgendem Satze: 

Sdimmtliche Invarianten einer terndren Grundform n' Ordnung 
lassen sich als ganze algebraische Functionen derjenigen Invarianten 
ausdriicken, deren Gewicht < 9n(3n-+- 1) ist. 

Hiernach kénnen auch die in Abschnitt I behandelten Invarianten 
J,,.-.,d, stets so angenommen werden, dass die Gewichte derselben 
unterhalb einer gewissen nur von » abhiangigen Grenze liegen und 
aus der oberen Grenze fiir die Gewichte folgt dann unmittelbar eine 
obere Grenze fiir die Grade der Invarianten J,,..., dx. 

Um die in diesem Abschnitt IV gefundenen Resultate und die 
spiterhin aus denselben zu ziehenden Folgerungen kiirzer aussprechen 
zu kénnen, fiihren wir den Begriff der Nullform ein. 

Eine Grundform wird eine Nullform genannt, wenn ihre Coeffi- 
cienten solche besonderen numerischen Werthe besitzen, dass alle In- 
varianten fiir dieselbe gleich 0 sind. 

Ist eine Nullform f vorgelegt, so lehren die obigen Betrachtungen, 
dass fiir gewisse endliche, durch [, =O bestimmte Werthe von 
B,,...,B, die Determinante 8 unendlich grosse Werthe annehmen 
muss. Da nun fiir endliche B,,..., B, auch die Gréssen b,,..., by 
simmtlich endliche Werthe haben miissen, so kann — in richtig zu 
verstehendem Sinne — die Nullform f auch als eine Form bezecichnet 
werden, welche die Eigenschaft besitet, endliche Coefficienten zu behalten 
bet Anwendung gewisser linearer Substitutionen von wnendlich grosser 
Determinante. Diese Kigenschaft der Nullform findet in dem folgenden 
Paragraphen ihren genauen algebraischen Ausdruck. 
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V. 
Die Aufstellung der Nullformen. 


§ 15. 
Eine der Nullform eigenthiimliche lineare Transformation. 


Aus den Betrachtungen des Abschnittes 1V geht hervor, wie man 
durch eine endliche Anzahl rationaler Operationen ein System von 
Invarianten J,,...,J, mit den in Abschnitt I aufgefiihrten Eigen- 
schaften finden kann. Was die practische Berechnung eines solchen 
Systems in bestimmten Fiillen angeht, so wird dieselbe offenbar wesent- 
lich erleichtert werden, wenn man von vornherein anzugeben weiss, 
welche Bedeutung das Verschwinden simmtlicher Invarianten fiir die 
vorgelegte Grundform besitzt. Diese Bedeutung ist fiir eine binire 
Grundform in § 5 ermittelt worden und ich habe dann auch auf Grund 
dieser Kenntniss ein System von Invarianten aufgestellt, durch welche 
sich alle iibrigen Invarianten der biniren Grundform ganz und alge- 
braisch ausdriicken lassen. Versucht man auf diesem im _ biniren 
Gebiete eingeschlagenen Wege oder durch Rechnung auch im Falle 
von mehr Verinderlichen die Nullformen aufzustellen, so stésst man 
auf wesentliche Schwierigkeiten und es ist mir nur fiir eine cubische 
und eine biquadratische ternire Grundform durch miihsame Rechnung 
gelungen, die Nullformen auf solche Weise zu finden. Im _ gegen- 
wirtigen Abschnitte wird mittelst einer neuen und allgemeinen Methode 
die Aufgabe, alle Nullformen zu finden, vollstindig gelést werden. Bei 
der Entwicklung dieser Methode werde ich wiederum der Kiirze halber 
eine einzige terniére Form zu Grunde legen. Die Methode beruht auf 
dem folgenden Hilfssatze: 

Wenn eine terniire Nullform f von der ne Ordnung mit den 
Coefficienten a,, ..., ay vorgelegt ist, so lisst sich stets eine lineare 
Substitution von der Gestalt finden 


(a) = | t$,,, tH Poo, tH Po, 
tH Bo,, tH Bs, tH Ba, 


WO 4, , w, ganze Zahlen und §,,, Byo,.--, By; Gewohnliche nach 
ganzen positiven Potenzen der Verinderlichen t+ fortschreitende Reihen 
sind und fiir welche die Coefficienten b,,..., by der transformirten 
Nullform g in der Grenze fiir +t = 0 simmtlich endlich bleiben, 
wiihrend die Determinante der Substitution 


7 § ‘ 
Tm Bi, tT Bio, “*) 








' 











Ueber die vollen Invariantensysteme, 355 


Tm Bi, THB, tH By, | 
0 =| HB, tH Boo, tH Ps | = HO 
tH Bs, Boo, TH Pay | 
fiir t= 0 unendlich wird. 


Zum Beweise transformiren wir die vorgelegte Nullform f mittelst 
der linearen Substitution 





pat | 
Ly = Oy Yy + oY, + Oy Y5, G1, Min Ms | 
My = Oy Yy Myo Yo $F Mog 43, Fay gy My 

Ly = My Yy A Mgy Yo + Ogg Ys, Gg, Azo Oss | 


WO 11, Gyo ++, @y, unbestimmte Parameter sind. Es entsteht so eine 
Form g, deren Coefficienten b,, ..., by ganze rationale Functionen 
nen Grades von @,, @,,..., @, mit bestimmten numerischen Coeffi- 
cienten sind. Wir construiren dann in der Weise, wie gegen Ende 
des § 13 dargelegt worden ist, 9 algebraisch von einander unabhiingige 
Functionen B,,..., B,, durch welche sich alle Functionen b,, ..., by 
ganz und algebraisch ausdriicken und bilden auch wie dort die irreducible 
Gleichung, welche zwischen 0, B,,..., B, besteht; dieselbe ist von 
der Gestalt 
r,o7 + 7,014 .--4+17, =—0, 

wo Ty, °,,..., 2 ganze rationale homogene Functionen von B,,..., By 
sind und wo insbesondere der erste Coefficient [, nothwendigerweise 
ein Ausdruck ist, welcher einige der Gréssen B,, ..., By, wirklich 
enthalt. Denn im entgegengesetzten Falle wire 0 eine ganze alge- 
braische Function von b,,..., by und dann kénnte f nicht, wie 
vorausgesetzt worden ist, eine Nullform sein. 

Nunmehr bestimme man 9 Zahlen B,°,..., B,° derart, dass, wenn 
man dieselben beziiglich fiir B,, ..., By, einsetzt, der Ausdruck [, 
verschwindet, dagegen wenigstens einer der tibrigen Coefficienten 
[,,..-+,0, jener irreduciblen Gleichung von 0 verschieden bleibt. 
Ferner bestimme man 9 Zahlen B,, ..., B,® derart, dass, wenn 
man in jene irreducible Gleichung 

B, = B,o + B,"t, 
B, = B,o + Bt 
einsetzt, dieselbe dann in eine Gleichung zwischen 6 und ¢ iibergeht, 
welche ebenfalls irreducibel ist.*) Diese Gleichung zwischen 0 und ¢ 
sei folgende 

*) Dass eine solche Bestimmung der B,, ..., B,° stets mdglich ist, habe 
ich in meiner Abhandlung ,,Ueber die lrreducibilitiét ganzer rationaler Functionen 
mit ganzzahligen Coefficienten‘‘, Crelle’s Journal Bd. 110 gezeigt. 
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r,°d* + 7,°da-t tw. fF = 0, 
wo [,",f,°,..., fe ganze rationale Functionen von ¢ bedeuten. 
Nunmebr betrachten wir die folgenden 9 Gleichungen 
By (O41) joy + +> 3) = By? + BE, 
By (41, 191 + + +5 Mg) = By + Bit. 
Da zwischen den 9 Functionen B,,..., B, keine algebraische Relation 
besteht, so verschwindet die Functionaldeterminante derselben 





OB, eres OB, | 

Oo Oe | 
| OB, “ss OB, 
0 Og3 6 Ogg 


nicht identisch fiir alle @,,, @,..., @3,; und folglich sind durch jene 

9 Gleichungen die 9 Gréssen @,,, @,.,..-., @3 als algebraische Func- 

tionen von ¢ definirt. Ein System zusammengehdériger Zweige dieser 

algebraischen Functionen werde in der Umgebung der Stelle ¢ = 0 

durch die folgenden Entwickelungen 

1 
Qn erik Pix () (2, k => ., 2, 3) 

dargestellt, wo m eine positive ganze Zahl, v,, rationale Zahlen und 
1 

Pi, gewohnliche nach ganzen positiven Potenzen des Argumentes ¢™ 

fortschreitende Reiben sind. Die Determinante der 9 entwickelten 


Gréssen 
| 1 | 1 
0 — | prik Pi (im) | as t Q (vm) 


ist von der namlichen Gestalt und stellt einen Zweig der algebraischen 
Function 6(¢) dar, welche durch jene Gleichung 

Pod +P7,%de-14..- +72 = 0 
definirt ist. Da diese Gleichung nun irreducibel ist, so kénnen simmt- 


liche iibrigen x — 1 Zweige der algebraischen Function 6(¢) aus dem 
1 


eben gewonnenen Zweige 0 = t” Y (jn) durch analytische Fortsetzung 
erhalten werden. Diese weiteren x — 1 Zweige seien 


0° = (@) ’ 


1 
O(z-1) — pr'4-) Qa 1) ( en) 











vs 
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und zwar mdge der urspriingliche Zweig 0 iibergehen in die Zweige 
6’, 0”,..., 0 beziiglich auf den Wegen W’, W",..., W‘*-» und 
diese  — 1 Wege seien in der complexen Ebene der Veriinderlichen 
¢ so gewahlt, dass die Unstetigkeitspunkte der algebraischen Func- 
tionen «;,(#) und d(¢) simmtlich ausserhalb dieser Wege liegen. Nun 
verschwindet [,° fiir 0, wihrend die iibrigen Coefficienten [,°,...,[ 2 
fir ¢ = 0 nicht simmitlich gleich 0 sind, und daher muss wenigstens 
einer der x Zweige 0, 0’,..., d'*-) fir t=O den Werth oo an- 
nehmen; es sei dies etwa der Zweig 0’=t” Q’. Da Q’ eine nach 
1 
ganzen positiven Potenzen von ¢” fortschreitende Reihe ist und m’ 
hierbei eine ganze positive Zahl bedeutet, so muss v’ nothwendig eine 
negative Zahl sein. Nunmehr verfolgen wir die Werthe derjenigen 
zusammengehoérigen Zweige, welche durch das System von Potenzreihen 


1 
Oj, = {rik p,, (i) (i, k —_ 1, 2, 3) 


dargestellt sind, auf dem Wege W’ und gelangen dadurch zu einem 
anderen System von zusammengehérigen Zweigen der algebraischen 
Functionen «;;(f); das System dieser Zweige werde in der Umgebung 
der Stelle ¢ = 0 durch die Potenzreihen 


1 
a, = tt Py, (*) 


dargestellt. Bezeichnet M eine positive ganze Zahl, welche sowohl 
durch wz als auch durch die Nenner der rationalen Zahlen v;; theilbar 
ist, so liefert die Substitution ¢— +” ein System von Potenzent- 
wicklungen fiir die algebraischen Functionen @;, von der Gestalt 


Qa, = ad Pix (r) (i, k= 1, 2, 3) 


wo die w; ganze Zahlen sind, und dies System ist von der im Satze 
verlangten Beschaffenheit; denn fiir ¢— 0 erhalten die Grdéssen 
B,, ..., By die Werthe B,°,..., B,° und folglich bleiben auch die 
Grossen b,, ..., by, da dieselben ganze algebraische Functionen von 
B,,..., By sind, simmtlich fiir t = 0 endlich. 

Die Umkehrung des eben bewiesenen Satzes ist unmittelbar ein- 
zusehen. In der That, wenn man fiir die Gréssen @,,, @.,-.-, G33 
Potenzreihen von der genannten Higenschaft angeben kann, so ist 
jedenfalls 0 nicht eine ganze algebraische Function von },, . 


ee by 
? 
und folglich ist die Grundform f eine Nullform. 
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§ 16. 


Ein Hilfssatz tiber lineare Substitutionen, deren Cooefficienten 
Potenzreihen sind. 


Um den in § 15 gefundenen Satz auf die Berechnung der Null- 
formen anzuwenden, brauchen wir einen Hilfssatz tiber die Normirung 
von linearen Substitutionen, deren Coefficienten Potenzreihen einer 
Veriinderlichen rt sind. Dieser Hilfssatz lautet: 

Wenn eine Substitution von der in § 15 bezeichneten Art 


tT Bi, TM Bio, tH Bis 
(a) =] cB,, tm Poo, tH Pos |, 


tH Bo, tH Bs, tH Pos 


0 = t#D 
gegeben ist, wo @,, M, Us, @ ganze Zahlen und $,,, Pio, ---, Psy 
gewohnliche nach ganzen positiven Potenzen der Veriinderlichen t fort- 


schreitende Reihen sind, so lassen sich stets 2 andere lineare Substi- 
tutionen bestimmen 


mit der Determinante 


Bi, Bio Bys Yun M2 M13 
(B) = | By Boo By }, (¥) =| Yo Yoo Yea |> 
Bs, Bs. Bag Ys1 «=V32) V3 


welche von folgender Beschaffenheit sind: 
1) Die Elemente der beiden Substitutionen (8) und (y) sind ge- 


wohnliche nach ganzen positiven Potenzen von t fortschreitende 
Reihen, etwa 


Bix = (Biz)o + (Bix), t + (Bixlo + -->, 
Vit = (Vito + (Vind t+ (Viz? + °°, 


deren constante Glieder den Bedingungen 


(Bis)o  (Brado (Bra)o | (Yirdo (Pi2)0  (Pisdo | 


(Bos)o (Bordo (Bas)o | = 1, (Yodo (P22)0 (Yas)o | = 1 
(Bsi)o (Bs2)o (Bsso 


(7s1)0 (Ys2)o (¥s3)o | 
geniigen. 


2) Die aufeinander folgende Anwendung der Substitutionen ((), 
(a), (y), liefert eine Substitution von der Gestalt 





tm O O 
(vy) («@)(B)=] 9 tm O |, 
0 OO tt 


wo 4,, 4,, 45 gewisse ganze Zahlen sind, 
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Zum Beweise setzen wir 


Piz = (Piz)o + Pa) t+ Pav +---, 

QO =O) +QO)t +O)? +--55 
hierbei darf (Q), verschieden von 0 angenommen werden, da man im 
anderen Falle die Zahl w um eine oder mehrere EKinheiten grésser 
wihlen kann. Ausserdem nehmen wir noch mw, >, >, an. Ist 
dann p, + wu. + 4, = 4, so wird die Determinante 


(Biro (Predo (Pisdo 
(Paro (Poo )o (Pos )o 
: (Psi do (Ps2o (Bsso 
gleich einer von 0 verschiedenen Constanten sein und folglich liefert 
die Umkehrung der Substitution 


1 Bie Bis 

(f) = (»- Poe Pog 

Ps Poo Pas 
eine Substitution ($8)-’, deren Elemente wiederum gewdhnliche nach 
ganzen positiven Potenzen von t fortschreitende Reihen sind. Man 


erhilt somit unmittelbar 2 Substitutionen von der im Satze verlangten 
Beschaffenheit, wenn man setzt 








10 0 
()=1{9 1 OF}, Y=" 
001 


My = Ay, Uo = Ay, Uy =A. 


Ist andererseits u, + uw. +4, << w, SO muss jene Determinante 
\(Bix)o| den Werth 0 haben und wir kénnen dann 3 nicht siimmtlich 
verschwindende Zahlen é,, @,, &, finden, so dass 


& (Bralo + 2 (Pedo + e3(Psilo =O (¢—1, 2,3) 
wird. Nunmehr haben wir 3 Fille zu untersuchen. 
1) Es sei ¢, + 0; wir setzen ¢, = 1. Dann ist 
&, TH Mag, Thi Mag, 
(e) =| 0 1 0 

0 0 1 
eine Substitution von der Determinante «, = 1, deren Elemente ganze 
rationale Functionen von t sind, und es wird 

“oY Bi, tH Pie, tH Bis 

(a’) = (a) (2) = ( Bor» TH Poo, TH Pos 


tH B.1, TH Boo, tH Bos 
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wo uw,’ eine ganze Zahl > mw, ist, und wo Pu, Piz, Pis wiederum nach 
ganzen positiven Potenzen von t fortschreitende Reihen sind. 


2) Es sei «, = 0 und ¢, +0; wir nehmen «,== 1 an. Dann ist 
iL © 0 
(e) = [0 «8, theme, 
0 0 1 
wiederum eine Substitution von der Determinante «,—1, deren Ele- 


mente ganze rationale Functionen von t sind und es wird 


mm Bi, tT Bio, tH Bis 
(a) = (a) (€) =| ce Pu, tH Poo, tH Pos 


cy § 1 Yr 
ts Boar, tH Boo, tH Bos 


wo uw, eine ganze Zahl > uw, ist und wo Px, Poe, P23 nach ganzen 
positiven Potenzen von t fortschreitende Reihen sind. 
3) Es sei ¢,=0, ¢,=0, und «,+-0; wir setzen ¢; = 1. Dann ist 


(Paro — 0, (Ps2)o _ 0, (Bs3)o = 0 


und folglich kénnen wir setzen 


mH Bi, TH Bio, tH Bis 
(a’) = (a) =| eB, tH By, TH Pye 


THs" Por . THs’ Boo . ial Pg 


wo mw, eine Zahl > mw, ist und wo $85, P32, Bs wiederum nach ganzen 
positiven Potenzen von rt fortschreitende Reihen sind. 

Ist nun die Exponentensumme p,’ + uw, + mw, beziiglich u,+u,'+ 4, 
u, +4. +4; =, so ist nach dem vorhin Bewiesenen fiir die Substi- 
tution («’) unser Satz richtig und folglich gilt derselbe, wenn wir die 


Gleichung 
(v) (@) (B) = (v) (@) {(e) (B)} 


beriicksichtigen, auch fiir die Substitution (a). Ist jedoch jene 
Exponentensumme < mw, so wiederhole man das eben auf (a) an- 
gewandte Verfahren nunmehr fiir die Substitution (@’). Da bei jedem 
weiteren Schritte “die beziigliche Exponentensumme sich wenigstens 
um eine Kinheit vermehrt, so wird man nach einer endlichen Zabl r 
von Wiederholungen des beschriebenen Verfahrens zu einer Substitu- 
tion (a) gelangen, fiir welche die Exponentensumme gleich wm ist. 
Damit ist der Beweis fiir unseren Hilfssatz erbracht. 














. FT @w a = 
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§ 17. 
Die kanonische Nullform. 


Die Elemente der Substitution 


(Bi, do (Br2)o (Bi3)o 
(By) — (Bo1)o (Bo2)o (Bo3)o 
(Bs, Yo (Bs2)o (Bs3)o 


sind constante Zahlen und da iiberdies die Determinante |(A;,))| = 1 
ist, so gestattet diese Substitution die Umkehrung. Wir transformiren 
nun die vorgelegte Nullform f mittelst dieser Umkehrung und erhalten 
so eine Nullform /’ = (6,)-'f, deren Coefficienten wiederum Constante 
sind. In Folge der in § 16 aufgestellten Formel ist 


tm Q O 
L Om 0 Tf | =L (7) @) (Pf). 
t=0 0: a c=0 


Andererseits ist 
LUD) @OOl) = Le) L (BF }]=L[0)(@)f1. 


Nach § 15 liefert die Anwendung der Substitution («) auf f eine Form, 
deren Coefficienten fiir t= simmtlich endlich bleiben und da (y) 
eine Substitution ist, deren Elemente nach ganzen positiven Potenzen 
fortschreitende Reihen sind, so ist auch (y) (a)f eine Form, deren 
Coefficienten fiir r= 0 simmtlich endlich bleiben. Somit folgt dann 
die niimliche Higenschaft auch fiir die Form 


m O O 
0 ch 0 lf —f'(2,, ta, ta). 
0 0 


Da die Determinante der Substitution (a) fiir c= 0 unendlich wird, 
so ist die Summe A, + 4, + A, nothwendig eine negative Zahl, 

Umgekehrt, wenn es fiir eine Form f mit numerischen Coeffi- 
cienten 3 ganze Zahlen 4,, 4,, 4, von den genannten Higenschaften 
giebt, so ist die Form / offenbar eine Nullform; wir wollen eine Null- 
form von dieser besonderen Art eine kanonische Nullform nennen und 
sprechen dann die folgende Definition aus: 

Eine ternére Form f = 2n,nyn,%" LZ" 2," von der Ordnung n 
moge eine ,,kanonische Nullform* heissen, wenn sich 3 ganze Zahlen 
4,, 4,, 43, deren Summe negativ ist, finden lassen von der Art, dass 
jeder Coefficient Gann, den Werth 0 hat, fiir welchen die Zahl 
Aim An, + Asn, negativ ausfallt, wihrend die tibrigen Coefficienten 
beliebige numerische Werthe besitzen. 


Mathematische Annalen. XLII. 24 
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Die vorigen Entwickelungen lehren dann den Satz: 

Eine jede Nullform kann mittelst einer geeigneten linearen Sub- 
stitution von der Determinante 1 in eine kanonische Nullform transformirt 
werden. 

Verstehen wir unter einer Classe von Formen die Gesammtheit 
aller derjenigen Formen, welche durch lineare Substitution mit nicht 
verschwindender Determinante ineinander transformirt werden kénnen, 
so spricht sich der eben gewonnene Satz, wie folgt aus: 

In jeder Classe von Nullformen giebt es eine kanonische Nullform. 

Die Aufgabe, alle Nullformen aufzustellen, ist somit auf die Frage 
nach den kanonischen Nullformen zurickgefiihrt, und diese Frage ver- 
langt lediglich die Construction aller Systeme ganzer Zahlen 4,, A,, A; 
von der oben genannten Beschaffenheit. 


§ 18. 
Die Aufstellung der kanonischen Nullformen. 


Um die am Schlusse des vorigen Paragraphen gestellte Aufgabe 
zu lésen, nehmen wir in einer Ebene ein gleichseitiges Dreieck A BC 
mit der Seitenlinge » als Coordinatendreieck an und bestimmen dann 
die Coordinaten eines Punktes P dieser Ebene, wie folgt: wir ziehen 
durch P je eine Parallele zu den Seiten AC, BA, CB, welche die 
Dreieckseiten BC, CA, AB beziiglich in den Punkten A’, B’, C’ 
treffen mégen. Die Abschnitte §&, — PA’, &, = PB’, &, = PC’ seien 
dann die Coordinaten des Punktes P. Theilen wir jetzt jede der 
3 Dreieckseiten in » gleiche Theile und ziehen dann durch diese Theil- 
punkte zu jeder Seite je » — 1 Parallelen, so zerfallt das Coordinaten- 
dreieck in lauter gleichseitige Dreiecke von der Seitenliinge 1. Jedem 
so entstehenden im Inneren oder auf den Seiten des Coordinatendreiecks 
gelegenen Eckpunkte §, = m,, &—=m,, § =, entspricht dann ein 
Glied @u,n.n, 2)" 2,"2," der terniren Form von der n‘** Ordnung und 
es entspricht auch umgekehrt einem jeden Gliede der terniiren Form 
je ein Eckpunkt der construirten Dreiecke. 

Sind nun «,, u, u, beliebige reelle Constante, deren Summe 
u, + u, + u, von 0 verschieden ist, so stellt die Gleichung 


U8, + Ub + us 8 = 0 
eine Gerade dar, welche nicht durch den Mittelpunkt M des Coordi- 
natendreieckes hindurchgeht, Wir bestimmen alle diejenigen Eckpunkte 
M,, %, M;, Welche ausserhalb und mit dem Mittelpunkte WM auf der 
nimlichen Seite von jener Geraden u,&, + u,& + u,& —O gelegen 
sind und setzen dann in der terniren Form x‘ Ordnung alle diesen 
Eckpunkten ”,, m,, m, entsprechenden Coefficienten dy,»,», gleich 0, 
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dagegen die tibrigen Coefficienten gleich irgendwelchen numerischen 
Werthen. Die so erhaltene Form werde mit f.,.,1, bezeichnet; dieselbe 
ist eine kanonische Nullform. Um dies einzusehen, bestimmen wir 3 
rationale Zahlen u,’, u,', us von nicht verschwindender Summe und 
von der Beschaffenheit, dass alle ausserhalb und mit M auf ein und 
der nimlichen Seite von jener Geraden u,&, + u,& + u,& =O ge- 
legenen Eckpunkte auch ausserhalb und mit M auf der nimlichen 
Seite von der Geraden u,’&, + u.'& + us —&, = 0 liegen und umgekehrt. 
Das dies immer méglich ist, sieht man leicht ein, wenn man die 
3 Fille unterscheidet, dass anf jener Geraden w,&, + u.& + u,& — 0 
keine, eine oder mehrere der betrachteten Eckpunkte gelegen sind und 
man dann die u,’, u,, us gentigend wenig von w,, W%), Us verschieden 
annimmt. Dann bestimmen wir eine positive oder negative ganze 
Zahl u derart, dass die Producte wu,’, wu,’, wu, ganze Zahlen mit 
negativer Summe sind. Setzt man diese ganzen Zahlen beziiglich gleich 
4,, 49, 43, so erweist sich mittelst derselben in der That die vorhin 
construirte Form f,,.,., als kanonische Nullform, da in fy,1,., alle die- 
jenigen Coefficienten Gy,n,n, gleich O sind, fiir welche 

Am, + A,n, + Ayns <0 

ausfallt. 

Sind ferner v, , v;, v, reelle Constante, deren Summe verschwindet, 
so stellt die Gleichung v, £, + v,& ++ v,&, — 0 eine Gerade dar, welche 
durch den Mittelpunkt M geht. In diesem Falle bestimmen wir alle 
diejenigen Eckpunkte u, , u,, v3, welche auf jener Geraden v,&, + 0,&, 
+ v,& — 0 liegen sowie alle diejenigen, welche ausserhalb und mit 
dem Coordinateneckpunkt A auf der niimlichen Seite jener Geraden 
v, &; + v,& + v,& — 0 gelegen sind und setzen dann in der terniiren 
Form n‘* Ordnung alle diesen Eckpunkten n,, »,, », entsprechenden 
Coefficienten dy,n,», gleich 0, dagegen die iibrigen gleich beliebigen 
Werthen. Die so erhaltene Form werde mit /f,,»,», bezeichnet; dieselbe 
ist wiederum eine kanonische Nullform. Um dies einzusehen, verschieben 
wir die Gerade v,&, + v,& + v,& 0 parallel mit sich und in der 
Richtung von A weg derart, dass dabei kein Eckpunkt von der Ge- 
raden tiberschritten wird, welcher nicht schon zu Anfang auf der 
Geraden lag. Ist dann die neue Lage der Geraden durch die Glei- 
chung u,£, + u,& + us, &, = 0 dargestellt, so stimmt die Form /,,»,», 
offenbar mit f.,..., wberein und ist daher nach dem Vorhergehenden 
eine kanonische Nullform. 

Bei der Definition der kanonischen Nullform /,,.,», hitten wir an 
Stelle der dem Punkte A zugewandten Seite der Geraden v,&, + v,&, 
+ 0, = 0 auch mit gleichem Rechte die andere Seite in Betracht 
ziehen kénnen. Die so entstehende kanonische Nullform ist der ersteren 
umkehrbar eindeutig zugeordnet. 
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Die kanonischen Nullformen /f,,.,., sind nun lediglich specielle 
Falle der zuletzt behandelten kanonischen Nullformen f,,.,.,. Um dies 
zu beweisen, nehmen wir an, dass die Punkte M und A auf der 
nimlichen Seite der zu betrachtenden Geraden wu, &,-+ u,&-+u,& = 0 
liegen und ziehen dann zu dieser Geraden durch M eine Parallele; die 
Gleichung dieser Parallelen sei v,&, + v,& + v,;& —0, wo die Summe 
v, +0, + v, =0 ist. Man erhilt nun die Form f,,.,,, aus der Form 
fo, ne,; Wenn man in letzterer alle diejenigen Coefficienten gleich 0 nimmt, 
welche durch die zwischen beiden Parallelen gelegenen Eckpunkte dar- 
gestellt werden. 

Liegen die Punkte M und A nicht auf der nimlichen Seite der 
Geraden u,&, + u,& + u,& —0, so ist noch zuvor eine Vertauschung 
der Coordinaten nothwendig. 

Nach dem Vorstehenden ist es zur Aufstellung einer vollstiindigen 
Tabelle der kanonischen Nullformen nur néthig, die kanonischen Null- 
formen f,..,2, Zu ermitteln und wir erhalten somit zur Construction 
jener Tabelle die folgende Regel: 

Man ziehe durch den Mittelpunkt M irgend eine gerade Linie und 
bestimme dann diejenigen Eckpunkte, welche auf dieser Geraden oder 
auf der dem Punkte A zugewandten Seite ausserhalb dieser Geraden 
gelegen sind. Die diesen Eckpunkten n,, n,, v3 entsprechenden Coeffi- 
cienten An,nn, im der terniren Form nt Ordnung setze man gleich 0, 
wihrend man die tibrigen Coefficienten beliebig lasse. 

Da man auf die angegebene Art alle kanonischen Nullformen 
erhalt, so folgt, dass die Anzahl der verschiedenen Arten von Null- 
formen tibereinstimmt mit der Anzahl der wesentlich verschiedenen 
Stellungen, welche ein durch M gehender Strahl den betrachteten 
KEckpunkten gegeniiber einnehmen kann. Dabei diirfen jedoch die- 
jenigen Stellungen unberiicksichtigt bleiben, fiir welche die ent- 
sprechenden Formen specielle kanonische Nullformen sind. 








Um die gefundene Regel an einigen Beispielen zu erliutern, habe 
ich die obenstehenden und die auf Seite 365 folgenden Figuren entworfen, 
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denen man sofort die terniren kanonischen Nullformen bis zur 6% 
Ordnung entnimmt. Man erhilt dann die folgende Tabelle, in welcher 
der Kiirze halber 2, —1, 7, = 2, x, —y gesetzt ist, ferner a eine 


B 
| 














willkiirliche Grésse und (wy), einen homogenen Ausdruck s' Grades 
in x, y mit willkiirlichen Coefficienten bedeutet. 
n=2. 1) (yp, 
2) ax + x(xy),. 
n = 3. ay’? + (xy). 
n=4. 1) (ty)3 + (y)s, 
2) {ax + x(xy), + (ey)s}- 











366 Daviv Hserr. 


n=5. 1) ax? + (cy), + (yy), 

2) x {a(ay), + @(ry), + (ey)4} 

3) a {a+ (xy), + (wy)o + (wy)s}- 
n= 6. 1) x*(xy), + (y); + (@Y)e, 

2) w{ax? + w*(xy), + «(ry)s + (xy)s}. 

Zu bemerken ist, dass im Falle = 2 die beiden kanonischen 
Nullformen durch lineare Transformationen in einander tibergefihrt 
werden kénnen, so dass in diesem Falle thatsiichlich nur eine Null- 
form existirt. 

Nach Berechnung der Nullformen kann man leicht angeben, 
welche Ausartung diejenigen ebenen Curven aufweisen, die durch Null- 
setzen dieser Nullformen definirt sind. So erhailt man aus dieser 
Tabelle fiir eine cubische ternire Form das oben in §7 S. 335 an- 
gegebene Resultat bestiitigt. Ferner finden wir beispielsweise, dass 
fiir eine biquadratische Form f siimmtliche Invarianten dann und nur 
dann verschwinden, wenn die Curve f =O entweder einen 3-fachen 


Punkt besitzt oder wenn sie in eine cubische Curve und eine Wende- 
tangente derselben zerfillt. 


§ 19. 
Die quaterniren cubischen Nullformen. 


Die dargelegte zur Aufstellung aller terniren Nullformen dienende 
Methode lisst sich unmittelbar auf den Fall von Formen und Formen- 
systeme mit beliebig vielen Verinderlichen und Verinderlichenreihen 
ausdehnen. 

Um beispielsweise die quaterniren Nullformen von der 3. Ordnung 
aufzustellen, construiren wir im Raume ein regulires Tetraeder mit 
der Kantenlinge 3, theilen dann jede Kante in 3 gleiche Stiicke und 
ziehen durch die Theilpunkte zu jeder der 4 Seitenfliichen je 2 Parallel- 
ebenen; dieselben zerschneiden das Tetraeder in lauter regulire Tetraeder 
mit der Kantenlinge 1. Je einem Eckpunkte (m,, m., m,, ”,) dieser 
Tetraeder entspricht ein Glied der quaterniren cubischen Form. Um 
alle kanonischen Nullformen zu ermitteln, haben wir alle méglichen 
Stellungen aufzusuchen, welche eine durch den Mittelpunkt M des 
Tetraeders gehende Ebene gegeniiber den bezeichneten Kckpunkten 
einnehmen kann. Zu dem Zwecke benutzen wir das _ urspriingliche 
Tetraeder zu einer ahnlichen Coordinatenbestimmung im Raume, wie 
vorhin das gleichseitige Dreieck in der Ebene. Dann wird eine jede 
den Mittelpunkt MZ = (1, 1, 1, 1) enthaltende Ebene durch eine Glei- 
chung von der Gestalt u,&, + w.& + u,& + u,& — 0 dargestellt, wo 
u, + u, + u, + u, =O ist. Wir nehmen u, > u, > u, >, an und 
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nennen kurz einen Punkt ( £,°, &°, &°, &,°) des Raumes links oder rechts 
von der Ebene wu, &, + u,&, + u,& + u,& =O gelegen, je nachdem 
uw, &,° + u,8° + us &° + u,&,° > oder <0 ist. Aus der Gleichung 
u, + U, + us + u, =O und den angenommenen Ungleichungen folgt 
u, > 0. Wir unterscheiden nun die beiden Fille 1) u,<0, 2) u,>0. 
Im Falle 1) erkennen wir leicht, dass die 9 Punkte (3, 0, 0, 0), 
(2, 1, 0, 0), (2,0, 1,0), (2, 0, 0, 1), (1, 2, 0,0), (1, 0, 2, 0), (1, 1, 1, 0), 
(1, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 1) nothwendigerweise links von jener Geraden liegen 
und die Gleichung 5&, — & — §& — 3&, = 0 stellt auch wirklich eine 
Ebene dar, auf deren linker Seite gerade jene 9 Punkte liegen, wihrend 
simmtliche iibrigen 11 Eckpunkte rechts von derselben gelegen sind. 
Im Falle 2) haben wir 2 Unterfille 2a) und 2b) zu unterscheiden, 
je nachdem uw, < 0 oder uw, > 0 ist. Im Falle 2a) liegen nothwendiger- 
weise die 8 Eckpunkte (3, 0, 0, 0), (2, 1, 0; 0), (2, 0, 1, 0), (2, 0, 0, 1), 
(1, 2,0, 0), (1, 1, 1, 0), (1, 1,0, 1), (0, 3, 0,0) links von jener Ebene 
und die Gleichung 5&, + & — 3& — 3&,—O stellt auch wirklich 
eine Ebene dar, auf deren linker Seite jene 8 Punkte liegen, wahrend 
simmtliche tibrigen 12 Eckpunkte rechts von derselben gelegen sind. 
Der Fall 2b) fiihrt zu einer Ebene, auf deren linker Seite diejenigen 
10 Eckpunkte, fiir welche &, =O ist und auf deren rechter Seite die 
iibrigen 10 Eckpunkte gelegen sind. Wenn wir nun der Kiirze wegen 
“=1, % = 2, 2, =—y, 2, = 2 setzen und unter a eine willkiirliche 
Grésse unter (xyz), und (yz), homogene Ausdriicke s'" Grades von 
2, y, @ beztiglich y, 2 mit beliebigen Coefficienten verstehen, so erhalten 
wir folgende T'abelle der Nullformen: 


1) a + (xy2)s, 
2a) (yz), + (y#)s + 2(y 2), + 2*(y2)), 
2b) az+ 2(xyz), + 2(xyeZ),- 


Da aber, wie leicht zu sehen, die Nullform 2b) durch Anwendung 
einer geeigneten linearen Substitution in eine Gestalt transformirt 
werden kann, welche in der Form 2a) als Specialfall enthalten ist, 
so folgt, dass es nur 2 wesentlich verschiedene Arten von Nullformen 
giebt. Indem wir ferner die Ausartungen derjenigen cubischen Flichen 
ermitteln, welche durch Nullsetzen dieser Nullformen dargestellt werden, 
finden wir den folgenden Satz: 


Fiir eine quaterniire cubische Form f verschwinden dann und nur 
dann stimmtliche Invarianten, wenn die durch f = 0 dargestellte Fliche 
entweder einen Doppelpunkt besilat, fiir welchen die 2 Polare eine 
doppelt geadhlte Ebene ist oder wenn dieselbe einen Doppelpunkt besitet, 
fiir welchen die 2 Polare aus 2 getrennten Ebenen besteht, deren 
Schnitilinie ganz auf der Fléche liegt. 
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Auch die Theorie der quadratischen und bilinearen Formen mit 
beliebig vielen Veriinderlichen kann auf dem eingeschlagenen Wege 
behandelt werden. 

Ferner lassen sich durch die nunmehr gewonnenen Hilfsmittel alle 
diejenigen Siitze auf Formen mit 3 und mehr Verinderlichen aus- 
dehnen, welche in Abschnitt II lediglich fiir biniire Formen abgeleitet 
sind. Insbesondere erweist sich der in § 7 gefundene Satz iiber eine 
fundamentale Eigenschaft des Aronhold’schen Processes als allgemein 
giiltig. 

Die gewonnenen Resultate iiber terniire Nullformen gestatten die 
folgende geometrische Deutung: wenn wir die ternire Form f durch 
einen Punkt in einem Raume von N — 1 Dimensionen darstellen, so 
ist in diesem Raume durch das Nullsetzen aller Invarianten ein 
algebraisches Gebilde bestimmt, dessen irreducible Bestandtheile zufolge 
der obigen Entwicklung von vornherein angegeben werden kénnen; 
zugleich sieht man, dass diese Gebilde simmtlich rational d. h. von 
solcher Art sind, dass man ihre Punkte erhalten kann, indem man 
die Coordinaten derselben gleich rationalen Functionen von Parametern 
einsetzt, 

Fassen wir alle Invarianten der terniiren Grundform zu einem 
Modul zusammen, so haben wir durch die obigen Entwicklungen zu- 
gleich alle diejenigen irreduciblen Moduln bestimmt, welche in jenem 
Modul enthalten sind. 


§ 20. 


Das Verschwinden der Invarianten einer Nullform und die Ordnung 
dieses Verschwindens. 


Die Thatsache, dass fiir eine kanonische Nullform simmtliche 
Invarianten 0 sind, kann auch direct aus der obigen Definition der 
kanonischen Nullform abgeleitet werden und auf diesem Wege erhalten 
wir zugleich einen bemerkenswerthen Aufschluss iiber die Vielfachheit 
des Verschwindens der Invarianten einer beliebigen Nullform. 

Kine Invariante der Grundform 


f= a Ginn, tay my Ly" Ly Hy 
ist nimlich eine ganze rationale Function der Coefficienten ay, », »,, 
deren Glieder simmtlich den gleichen Grad g und die gleichen Gewichte 
p= 4 ng besitzen. Schreiben wir dieselbe also in der Gestalt 


J= Sof] ann, 


wo C den Zahlencoefficient des betreffenden Gliedes bezeichnet, so 
gelten fiir die Exponenten ¢é,, »,., die folgenden 3 Gleichungen 
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1 

= 1; Cn, mm = 3 NG, 
1 

Ne Cn, nym = 3 NG, 
1 

M3 Cn, mm = 3 I> 


wo die Summe iiber alle Systeme von Zahlen n,,,, , zu erstrecken 
ist, deren Summe » betrigt. Es mége nun 4,, 4,, 4, ein System 
von 3 Zahlen sein, durch welche eine kanonische Nullform der oben 
gegebenen Definition gemiiss bestimmt wird. Die Summe dieser 3 
Zahlen sei gleich — 4, wo A eine positive von 0 verschiedene Zahl 
bedeutet. Aus den letzteren Gleichungen folgt dann 


1 
= (Ay my Ay my + AgMs) Cn, nym = i ng(a, + 4, + 43) = — = Ang. 


Lassen wir in der Summe linker Hand alle diejenigen Glieder weg, 
deren Werthe > 0 sind, so erhalten wir 


, 1 
P (A, + AyM, + Ags) Cn, mm LS — 3 Ang 


oder 
: 1 
P (4, m, + Ag, + AgMs|) Cn mm Sz ANG; 


wo die Summe a iiber alle Systeme von Zahlen m,, m., m3 zu er- 


strecken ist, fiir welche 4,”,-+A,n,+ 4,n, negativ ausfallt. Be- 
zeichnet ferner A den gréssten der absoluten Werthe von 4,, 4, 4g, 
so ist 


[Ay mF Agm, + Agmy| mA 
und hieraus ergiebt sich 
F A 
> en, Ny Ny = = 


d.h, in jedem Gliede C IZ ai™™™ einer Invariante erreicht oder tiber- 


steigt die Summe der Exponenten derjenigen Coefficienten n,n,» 
welche fiir eine kanonische Nullform gleich 0 sind, eine gewisse positive 


Zahl =e und daher verschwinden fiir eine kanonische Nullform nicht nur 
alle Invarianten, sondern auch siimmtliche nach den dn,n.n, genommenen 
Differentialquotienten derselben bis zu einer gewissen Ordnung G hin, 
wo G die grisste ganze, den Werth ae nicht tibersteigende Zahl be- 


deutet und mithin eine Zahl ist, welche zugleich mit dem Grade g 
selbst iiber alle Grenzen hinaus wiichst. Da nun jede beliebige Null- 
form nach dem obigen Satze in eine kanonische Nullform transformirt 
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werden kann, so gilt die eben gefundene Eigenschaft fiir eine jede Null- 
form und auf diesen Umstand lisst sich ein neuer Beweis fiir die 
Endlichkeit des vollen Invariantensystems griinden, auf welchen ich 
jedoch hier nicht naher eingehe.*) 


VI. 
Die Aufstellung des vollen Invariantensystems. 


§ 21. 
Die drei Schritte zur Erlangung des vollen Invariantensystems. 


Um nach der in Abschnitt I und II entwickelten Methode das 
volle Invariantensystem zu erhalten, hat man der Keihe nach die 
folgenden 3 Aufgaben zu lésen: 

1. Man stelle ein System S, von Invarianten auf, durch welche 
sich alle tibrigen Invarianten der Grundform als ganze algebraische 
Functionen ausdriicken lassen, 

2. Man stelle ein System S, von Invarianten auf, durch welche 
sich alle iibrigen Invarianten rational ausdriicken lassen. 

3. Man berechne ein vollstiindiges System S, von ganzen alge- 
braischen Functionen in dem durch die Systeme S, und S, bestimmten 
Invariantenkérper. Die Functionen dieses Systems S, sind Invarianten 
und bilden, zusammengenommen mit den Invarianten S,, das ge- 
suchte volle Invariantensystem. 

Von diesen 3 Aufgaben ist die erste die schwierigste. Nach dem 
in § 4 bewiesenen Satze erhilt man ein System S,, indem man solche 
Invarianten ermittelt, deren Verschwinden nothwendig das Verschwinden 
aller Invarianten zur Folge hat, und hierzu wiederum geniigt es nach 
dem in § 14 bewiesenen Satze, alle diejenigen Invarianten in Betracht 
zu ziehen, deren Gewicht eine gewisse Zahl nicht iibersteigt. Was 
endlich die wirkliche Berechnung eines solchen Systems S, in be- 
stimmten Fallen angeht, so wird dieselbe wesentlich durch die in § 18 
gewonnene Kenntniss der Nullformen erleichtert; denn mittelst dieser 
Kenntniss kann in jedem besonderen Falle offenbar leicht entschieden 
werden, ob irgend welche bereits gefundenen Invarianten von der Be- 
schaffenheit sind, dass ihr Verschwinden nothwendig das Verschwinden 
simmtlicher Invarianten zur Folge hat. 

Die Aufstellung eines Systems S, ist mit Hilfe einer typischen 
Darstellung oder durch eine geeignete in jedem besonderen Falle an- 





*) Diesen Beweis habe ich dargelegt in meiner 3'" oben citirten Note S. 7; 
derselbe gebraucht nicht das Theorem I meiner Arbeit: Ueber die Theorie der 
algebraischen Formen, Math. Ann. Bd. 36, 8S. 474. 
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zustellende Rechnung miglich. Wir wollen jedoch im folgenden 
Paragraphen zeigen wie auch ohne die Kenntniss eines Systems S, 
das volle Invariantensystem aufgestellt werden kann. 


§ 22, 


Die Ableitung des vollen Invariantensystems aus den Invarianten 
J, foe’ Fa 


Es sei 7,;,... % ein System S, von Invarianten, durch welche 
sich alle iibrigen ganz und algebraisch ausdriicken lassen, Der in § 1 
bewiesene Hilfssatz lehrt dann, aus diesen Invarianten ein System 
von * Invarianten J,, ..., J, berechnen, durch welche sich eben- 
falls alle Invarianten der Grundform ganz und algebraisch ausdriicken 
lassen, und zwischen denen keine algebraische Relation stattfindet. 
Ist dies geschehen, so wahle man aus den Functionen 0,, ..., by 
eine gewisse Zahl tr von Functionen aus — es seien dies etwa b,, ..., bz, 
so dass zwischen J,,...,Jx, 0,, ..., b¢ keine algebraische Relation 
stattfindet und dass simmtliche tibrigen Functionen 0741, De42, ..., bw 
algebraische Functionen von J,,..., dx, b,,..., be sind*), Nun gilt, 
wenn p, das Gewicht der Invariante J, bezeichnet, die Gleichung 


OP J, (a,,.. . dv) =o, (b,,.. -, bw) 


und da infolgedessen die Grésse 0 eine algebraische Function von 
J,,b,,..., bw ist, so lassen sich nach einem bekannten Satze in dem 
Ausdrucke 


B=cd +. Cott Dest + Cr42 bate -{- eee + Cn by 


die Constanten ¢, Cz41, Cryo, -.., Cy derart bestimmen, dass simmt- 
liche Grossen 98, bei1, bey2, . . +, by rationale Functionen von 
B,d,,...5dx, b,,..., be sind. Die Function B geniigt einer 
Gleichung von der Gestalt 


Be + RB t.-. + Ry =O, 


wo R,,..., R, rationale Functionen von J,, ..., dx, b;,..+) De 
sind, 

Wir betrachten jetzt J,,...,Jx, b,,..., be als die unabhingigen 
Veriinderlichen und bestimmen dann in dem durch B definirten Func- 
tionenkérper ein Fundamentalsystem d. h. ein System von ganzen 
algebraischen Functionen B,, ..., Bay des Koérpers derart, dass jede 
andere ganze Function des Kérpers sich in der Gestalt 

G, B, + G,B,+-+--+ GuBu 


*) Die Zahl x hat in dem vorliegenden Falle einer terniiren Grundform 
net Ordnung den Werth N — 8 und die Zahl t hat den Werth 9. 











372 Davin Hizsert. 


darstellen lisst, wo G,, G,,..., Ga ganze rationale Functionen von 
Ji, .+. Sx, b,,..., be sind, Die Functionen B, geniigen, da sie 
ganze algebraische Functionen von J,,..., dx, b:,...+, be sind, je 
einer Gleichung von der Gestalt 


Be + Tie Bet e+ + las =0, (8 =1,2,...,0), 


wo [i,,...; Fs ganze rationale Functionen von J,,...,d,, b,,... de 
sind, und da diese Functionen andrerseits rational von B, J,,..., dx, 
b,,-+.+, 6, abhiingen, so gehen dieselben, wenn man an Stelle der 
Gréssen b,,..., by ihre Ausdriicke in @,,..., Gy, G14) Gyo, .+ +) Gg 
einsetzt, tiber in ganze rationale Functionen von a,, .. . ay, 
Gity Bo, + + +7 Agge 

Bezeichnen wir, wenn irgend ein von @,, @),..., @3 ganz 
und rational abhingender Ausdruck A vorgelegt ist, allgemein das 
von diesen Gréssen @,, @, ..+, &g freie Glied mit [A], so sind 
offenbar die Ausdriicke [B,],...,[B] sémmtlich Invarianten der Grund- 
form. In der That [B,] geniigt der Gleichung 


[Boy + (Fis) (Bt + + + + [Fae] = 0 


und da nun lediglich die Gréssen B,, ..., b, noch die Substitutions- 
coefficienten «,,, 05, .+ +; @ 3 enthalten, so ist klar, dass die Aus- 
driicke [T,,],...-, [Fis], --- [lus] ganze rationale Functionen der 
Invarianten J,, ..., J, sind. Hieraus folgt wegen der in der 
Kinleitung genannten EKigenschaft 3. des Invariantensystems, dass 
[B,], ..-+ [Bm] Invarianten sind. 

Andrerseits ist eine jede Invariante J der Grundform f wegen der 
Gleichung 


0? J (a,,. ‘ » ay) = d(b,, one by) 
eine rationale Function der Gréssen 0, 0,,..., by und da sie ausser- 
dem ganz und algebraisch von J,,..., J» abhiangt, so ist sie eine 


ganze algebraische Function des betrachteten Koérpers und als solche 
nothwendig in der Gestalt 


J=G,B,+-:--+GuBmu 


darstellbar, wo G,,..., Gaz ganze rationale Functionen von Jj, .. ., J 
b,,...) be sind. Aus dieser Formel erhalt man 


J= [G,] [Bi] te:s+ [Gm] [Bm], 


wo [G,],..., [Ga] ganze rationale Functionen von J,,..., J, sind. 
Diese Gleichung sagt aus, dass J,,..., Jx, [B,],..., [Bm] ein 
System von Invarianten bilden, durch welche sich eine jede andere 
Invariante der Grundform f ganz und rational ausdriicken lisst. 
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Die auseinandergesetzte Methode zur Aufstellung des vollen In- 
variantensystems erfordert lediglich rationale und von vornherein iiber- 
sehbare Processe und die nihere Ausfthrung liefert auch zugleich eine 
nur von » abhingige obere Grenze fiir die Gewichte der Invarianten 
des vollen Invariantensystems. Hiermit sind, glaube ich, die wich- 
tigsten allgemeinen Ziele einer Theorie der durch die Invarianten 
gebildeten Functionenkérper erreicht. 


Kénigsberg, den 29. September 1892, 























Der aus den Sitzen tiber Warmegleichgewicht folgende Beweis 
des Princips des letzten Multiplicators in seiner einfachsten 
Form. 


Von 


LupwiG BouTzMANN in Miinchen. 


Ich bin schon im Jahre 1871*) bei Behandlung des Wirmegleich- 
gewichtes unter Gasmolekiilen durch Zufall auf einen eigenthiimlichen 
Beweis des Jacobi’schen**) Principes des letzten Maultiplicators ge- 
stossen. Dieser Beweis ist jedoch dort nicht in seiner einfachsten, 
von jeder Beziehung zur Gastheorie losgelésten Form mitgetheilt und 
es sei mir daher gestattet, hier nochmals darauf zuriickzukommen, weil 
er mir doch einen neuen Einblick in das Wesen des Jacobi’schen 
Satzes oder wenigstens in dessen Beziehungen zu scheinbar ganz 
fremden Gebieten der Mechanik zu bieten scheint. 

Sei x eine independente Variable. Die dependenten Variablen 
%y, %_-.. 2%, seien durch die Differentialgleichungen 

at Had: >. 

“le i aa eer ieee : 
und durch die Anfangswerthe 2,°, 2,°...2%,° gegeben, welche zu a = 0) 
(oder wenn man will «—~°) gehéren. Simmtliche X seien Func- 
tionen von 2, 2,...%,. Den Inbegriff aller bei Voraussetzung bestimmter 
Anfangswerthe als Functionen von # ausgedriickten Werthe von 2, 2,... 2» 
nennen wir kurz ein System. Wir betrachten alle Systeme, fiir welche 
die Anfangswerthe zwischen den Grenzen 


(1) #,° und w,° + dz,°, z,° und z,°+ dz,°...2,° und x,° + dz," 
liegen. fiir dieselben sollen die zu irgend einem andern x gehdrigen 
Werthe zwischen 

x, und 2, + da,, x und 2, + dz,...%, und 2, + da, 
die zu x + da gehdrigen Werthe zwischen 

x, und 2,’ + da,’, x, und a, + da, ... 2, und a, + dz, 


*) Sitzber. d. Wiener Acad. Bd, 63, Maiheft 1871. 


**) Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, ges. Werke Supplementband 10. bis 
15, Vorlesung. 
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liegen. Dann ist 








aay amy | 
Ox, : OX, 
dx, dx, +++ dr, =| Ox, | dx, AX... AX. 
| Os 
Ferner ist fiir jedes i 
, x; vad. 1 OX; XX; oz) 


und die obige Formel no, wenn man 02° vernachlissigt, 


F ox 
da, da,’ --- dx, = [1 + c (2 = + _— ) 


Ox Ox, 


te (OX 4X OX. He OX Vag de, onde 
a (2% +- xX ba, alii ba, dx, dx,+++dx,. 


f% 43 4 OX ) 

Setzt man Z—ec? ~ °* © n/ und bezeichnet mit einem Striche 
oben die zu x-++ 0x2, mit einer oben angehiingten Null aber die zu 
z==( gehdrigen Werthe, so findet man fiir den Ausdruck in der 
eckigen Klammer 


0Z dX Z’ X 
1+ Za xT eT 
und hat daher 


Vr Gy tty +++ dag =F dt, day +++ diy. 


Da eine analoge Gleichung fiir alle friiheren und folgenden Zuwiichse 
von x gilt, so folgt auch 


(2) Yt, diy +++ dy = 7, dat, da,? + - - dary. 
Nun seien 
Qi(@,%,...%e) a; to l,2...n 


die Integrale obiger Differentialgleichungen. 

Fiir die durch die Bedingungen (1) gegebenen Systeme sollen die 
a zwischen den Grenzen 

a, und a, + da,, a, und a, + da,---+a, und a, + da, 
liegen und wir bezeichnen mit D die Functionaldeterminante 
OPn 
e-Re 

dann ist fiir jedes gegebene x 

da, da, +++ dd, = Dda,da,+++dx, = D dx, dx," ... dx,. 
Dies liefert in Verbindung mit Gleichung (2) 
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ZD _ 20D" 


ro =e 


wobei C eine fiir jedes System constante Grosse ist, d. h. der Ausdruck 
ZD: X reducirt sich, wenn man 2,7,...2%, durch x und die a aus- 
driickt, bloss auf eine Function der letztern. 

Um nun auf den Fall zu kommen, dass wir alle Integrale bis 
auf eines (bis auf ,) kennen, wollen wir in der obigen fiir ein be- 
liebiges constantes x geltenden Gleichung 

da, da,---da, = Ddia,da,--+ da», 
beiderseits die Differentiale dz, da, da,---da, einfiihren. Rechts ist 
zu setzen 


da, dz,-++di,—= x dx, da, +++ day 

wobei in 
a OP: Os nay a 0%, 
4 + OX, OX, Ox, 


z und 2, als constant, g,..., aber als Functionen von 2... 2%, 
zu betrachten sind. 
Links dagegen ist 
OG1 (Lay Gy --- a,) 


da, = Fa, ~ AL, 


Man erhilt also, wenn man durch dz, da,...da, wegdividirt 





OPi(@%%-*-4,) D _ CX 
~~ ee a ae 
Wenn alle Integrale bis auf gm, bekannt sind, so ist aber dies ein 


integrirender Factor der Differentialgleichung da, = + dz. X ist 





gegeben, A lasst sich berechnen, Z ist freilich im allgemeinen un- 
bekannt, kann aber wie Jacobi gezeigt hat, in gewissen Specialfiillen 
leicht gefunden werden. 























Ueber Kreisbogenpolygone. 
(Erste Abhandlung). 


Von 


A. Scutnrirs in Gottingen. 


Seit den Untersuchungen des Herrn Schwarz tber conforme 
Abbildung ist das Kreisbogenpolygon mehr und mehr zu einem funda- 
mentalen Hilfsmittel der modernen functionentheoretischen Betrach- 
tungen geworden; ein Studium seiner geometrischen Natur diirfte daher 
auch ausserhalb der reinen Geometrie nicht ohne Nutzen sein. 

Ich méchte hierfiir im besondern auf diejenigen Untersuchungen 
verweisen, die Herr Klein in letzter Zeit im Gebiet der linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung angestellt hat; in ihnen ist 
auch die eigentliche Veranlassung zu der folgenden Arbeit enthalten. 
Bekanntlich hat Herr Schwarz zuerst gezeigt,*) dass der Quotient 
zweier Zweige der hypergeometrischen Reihe die Abbildung der Halb- 
ebene auf ein Kreisbogendreieck vermittelt. Steht hier noch die blosse 
Thatsacke der Abbildung im Vordergrund des Interesses, so ist Herr 
Klein dazu fortgeschritten, das Kreisbogendreieck zum eigentlichen 
Operationsobject zu machen, und des weiteren darauf hinzuweisen, dass 
fiir die Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit rationalen Coefficienten ganz allgemein dasjenige Kreisbogenpolygon 
mit Erfolg zu benutzen ist, auf welches die Halbebene durch den 
Quotienten zweier Particularlésungen abgebildet wird. **) 

Hierbei liegt natiirlich die Voraussetzung zu Grunde, dass es 
gelingt, die Gesammtheit der Kreisbogenpolygone morphologisch zu 
beherrschen. Fiir die Kreisbogendreiecke ist diese Aufgabe von Herrn 
Klein in einer Arbeit iiber die Nullstellen der hypergeometrischen 
Reihe vollstiindig erledigt worden.***) Eine analoge Untersuchung der 





*) Ueber diejenigen Fille, in denen die Gauss’sche hypergeometrische Reihe 
eine algebraische Function ihres vierten Elementes ist. (Crelle’s Journ, Bd. 75, 
8. 292). 
**) Vgl. besonders Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe. 
Diese Annalen, Bd, 37, S, 573. 
***) a a. O. S. 579 ff. 


Mathematische Annalen, XLII. 25 
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allgemeinen Kreisbogen-n-ecke steht aber noch aus*); sie zu geben, ist 
die Absicht einiger Abhandlungen, von denen ich heute die erste 
mittheile. 

Ich beschrinke mich zunichst darauf, die geradlinigen Polygone 
in Betracht zu ziehen. Als Triger der Polygone ist die einfach oder 
mehrfach iiberdeckte complexe Ebene zu betrachten, Fiir die functionen- 
theoretischen Beziehungen verweise ich auf meine kiirzlich in den 
Gdttinger Nachrichten erschienene Note, in der die beziiglichen Ver- 
hiltnisse ausfiihrlicher angegeben worden sind. Ich hatte mich dort 
auf die Betrachtung derjenigen Polygone beschrinkt, die von inneren 
Windungspunkten frei sind. Inzwischen hat Herr van Vleck auch die 
Abbildung solcher Polygone genauer studirt, die innere Windungspunkte 
enthalten; und demgemiiss habe ich jetzt, was geometrisch keinerlei 
Schwierigkeiten macht, die Erérterung dieser Polygone gleichfalls in 
den Kreis der Betrachtung gezogen. 

Die Theorie der allgemeinen Kreisbogenpolygone, die sich in 
mehrfacher Hinsicht von der Theorie der geradlinigen Polygone wesent- 
lich unterscheidet, denke ich demniichst folgen zu lassen. 


§ 1. 
Beispiele einfacher Polygontypen. 


Wir beschiftigen uns zunichst mit solchen Polygonen, deren 
Inneres von Windungspunkten frei ist. 

Legt man m Dreiecke SAB, SCD,... so aneinander, dass die 
Ecken S siimmtlich in einen festen Punkt O fallen, so entsteht, falls 
die Summe aller in O zusammenstossenden Winkel groésser als 22 ist, 
ein Polygon $$ das in C einen Windungspunkt be- 
sitzt. Die einfachste Gestalt eines solchen Polygons 
zeigt die nebenstehende Fig. 1**), Ist 4a der in O 
liegende Winkel, und ist 

An=2wa+da, 0<’ <2 
so ist O ein w-facher Windungspunkt. Wir wollen 
Ax den Winkelrest des Winkels Aa nennen. 
Der kleinste Werth von , fiir den ein derartiges 
n-Eck existirt, ist m = 5; wir haben namlich mindestens drei Dreiecke 
nothig, um einen Windungspunkt zu erhalten. Polygone mit mehreren 


*) Einige Bemerkungen hieriiber finden sich bereits in den von Herrn Klein 
von 1891—1892 gehaltenen Vorlesungen. Vgl. ferner folgende Arbeiten des Herrn 
Klein: Ueber Lamé’sche Functionen (Gittinger Nachrichten 1890, 8. 86), Ueber 
den Hermite'schen Fall der Lamé’schen Gleichung (Math. Annalen 40). 

**) Das Innere der Polygone ist durch eine leichte Schraffirung kenntlich 
gemacht, Soweit thunlich, sind die unsichtbaren Theile der Figuren punktirt 
gezeichnet. 





Fig. 1. 
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Windungspunkten gewinnen wir, indem wir Polygone mit einem 
Windungspunkt beliebig aneinandersetzen. Ein Polygon mit zwei 
Windungspunkten, das im iibrigen lauter endliche Seiten besitzt, 
existirt bereits fir m= 7. Man erhilt es am 
einfachsten, indem man (Fig. 2) ein Fiinfeck 
und ein Sechseck mit je einem Windungspunkt 
aneinandersetzt, fiir welches die Winkel an den 
coincidirenden Ecken zusammen gleich z sind; 
alsdann sind diese Punkte fiir das neue Polygon 
keine Eckpunkte, und man erhilt in der That 
ein Siebeneck. Man schliesst auf diese Weise 
weiter, dass m Windungspunkte bei lauter end- 
lichen Seiten bereits in einem Polygon mit 
2m -+ 3 Ecken auftreten kénnen. Es ist klar, dass diese Windungs- 
punkte in beliebiger Art zusammenfallen kénnen. 

Kine Seite, die v mal durch den Unendlichkeitspunkt zieht, ‘soll 
v-fach umlaufend genannt werden; den einfachsten Fall eines Polygons 
mit einer einfach umlaufenden Seite 
zeigt Fig. 3, die ein Dreieck ABC dar- ZB 
stellt. Drehen wir im Dreieck ABC ee % a 
die Seite AC um A nach aussen, so }—- a , B 
entsteht ein Dreieck, dass ausser der apie 
umlaufenden Seite tiberdies in A einen Windungspunkt hat, und wenn 
wir mit der Drehung der Seite AC fortfahren, so erhalten wir schliess- 
lich ein Dreieck, dessen Seite BC zweifach umlaufend ist, u. s. w. 

Wir kénnen uns ein Polygon mit einer zweifach umlaufenden 
Seite noch auf andre Weise bilden. Wir benutzen dazu (Fig. 4) ein 
Dreieck ABC und das Fiinfeck 
CDEFG wit je einer umlaufenden 
Seite und zwar setzen wir voraus, 
dass die beiden Winkel C zusammen 
gleich a sind. Legen wir nun das 
Fiinfeck von aussen so an das Dreieck, 
das C auf C und CD auf CB fillt, 
so entsteht wiederum ein Polygon 
mit einer zweifach umlaufenden Seite, 
nimlich das Polygon ABDEFG. 
Ausdriicklich mége bemerkt werden, 
dass in diesem Polygon kein Eck- 
punkt ein Windungspunkt ist. tec 

In dieser Weise kénnen wir fortfahren; wir kénnen uns dadurch 


Polygone mit beliebig vielen mehrfach umlaufenden Seiten ver- 
schaffen. 
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Endlich fihren wir noch einige Polygone an, deren Fliche den 
Unendlichkeitspunkt in sich enthilt. Zieht die Fliche p mal durch 
ihn hindurch, so sagen wir, das Polygon besitzt p Fldchendurchginge. 
Ist ABCD ein gewoéhnliches Viereck, so bestimmt 
(Fig. 5) das Aeussere von ABCD ein Viereck, das 
einen Flichendurchgang besitzt; es besteht aus dem- 
jenigen Theil der complexen Ebene, der nach 
Entfernung des elementaren Vierecks iibrig bleibt. 
Wir brauchen jetzt wieder nur zwei derartige 
Polygone an einander zu setzen um ein Polygon 
mit zwei Flachendurchgingen zu erhalten. Ein 
solches Polygon zeigt z. B. Fig. 6; es besteht aus den beiden Vier- 
ecken ABCD und DEF A und hat daher in A einen Windungspunkt. 


B 





Dp 


Fig. 5. 











ay 


=i 


Fig. 6. Fig. 7. 

Ein anderes derartiges Polygon zeigt Fig. 7; es hat keinen Windungs- 
punkt und geht durch Zusammensetzung der beiden nebenstehenden 
Achtecke hervor u. 8s. w. u. s. w. 

Die meisten der hier vorgefiihrten Polygone bedecken Theile der 
Ebene mehrfach und sind daher mebrblittrige Flichenstiicke. Wir 
fiihren in dieser Hinsicht folgenden Sprachgebrauch ein. Sind Q und 
R irgend zwei im Innern oder auf dem Umfang gelegene Punkte, die 
durch einen ganz in einer Ebene enthaltenen, und im Innern des 
Polygons verlaufenden Linienzug / verbunden werden kénnen, so sagen 
wir, Q und R liegen in demselben Blatt. Giebt es einen solchen 
Linienzug nicht, so sagen wir, Q und R liegen in verschiedenen Blittern. 
Denken wir uns den Linienzug / in einer und derselben Ebene ge- 
zeichnet, so darf er sich im ersten Fall nicht kreuzen, im zweiten 
besitzt er nothwendig mindestens einen Kreuzungspunkt. Im Grenz- 
falle, d. h. wenn Q und R iibereinander liegen, wollen wir ebenfalls 
sagen, dass sie verschiedenen Bliittern angehéren. Der Linienzug / 
kehrt dann in sich selbst zuriick, kann aber nicht in einen Punkt 
zusammengezogen werden. 
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Wir beantworten im Anschluss hieran die Frage, ob und wann 
mehrere Ecken oder Seiten des Polygons coincidiren kénnen, und zwar 
ist dies so zu verstehen, dass wir uns die Begrenzung des Polygons in 
einer und derselben Ebene gezeichnet denken. Es sei A ein Eckpunkt, 
der mit dem Seitenstiick s in demselben Blatt liegt. Bewegt sich der 
Punkt A so, dass'er von innen auf s fillt, so hért das Polygon auf, 
einfach zusammenhingend zu sein; es zerfallt in zwei getrennte Poly- 
gone, die in A zusammenstossen. Wird jedoch die Ecke A so bewegt, 
dass sie von aussen auf s fallt, so hért der Zusammenhang nicht auf; 
wir haben nach dem Obigen A und s als in verschiedenen Blittern 
liegend aufzufassen, und dass Coincidenz in verschiedenen Blittern 
stattfinden darf, ist selbstverstiindlich. Wenn man nun A noch weiter 
in der bisherigen Richtung, also in das Innere des Polygons hinein- 
riicken lisst, so liegt A bereits in einem andern Blatt, als die darunter 
befindliche Polygonfliiche. 

Das gleiche gilt, wenn zwei Ecken oder zwei Seiten aufeinander 
fallen. 

Ueber die Winkel des Polygons bemerken wir noch folgendes. 
Es handelt sich um die Auffassung solcher Polygone, fiir welche einige 
Winkelzahlen 4 resp. 4’ ganzzahlige Werthe annehmen. Ist 4 > 2, 
so liegt an der beziiglichen Ecke W ein Windungspunkt, die Schenkel 
des Winkels verlaufen in verschiedenen Blattern, dieser Fall stellt also 
eine eigentliche Besonderheit nicht dar. Das gleiche gilt fiir 4 = 2; 
wir haben dann wieder nur den Grenzfall vor uns, dass die beiden 
Winkelschenkel von aussen zusammenfallen. 

Endlich bedarf auch der Fall 4 = 1 keiner besonderen Erérterung. 
Den Fall 4 = 0 schliessen wir dagegen aus; er bedingt zwar keine 
wesentlichen Ausnahmen fiir die im Folgenden abzuleitenden Siitze, 
doch bediirfen die Beweise fiir 4 = 0 einiger Modificationen, auf die 
wir, um die Darstellung nicht zu sehr zu dehnen, nicht besonders 
eingehen wollen. 

Schliesslich mége noch darauf hingewiesen werden, dass fiir die hier 
im Vordergrund stehenden Zwecke kreisverwandte Polygone nicht als 
verschieden zu betrachten sind. Die Theorie der geradlinigen Polygone 
ist daher mit der Theorie derjenigen Polygone, deren Seiten siimmtlich 
durch denselben Punkt gehen, identisch. 

Im Interesse der Anschauung werden wir uns auch gelegentlich die 
Polygone stereographisch auf die Kugel projicirt denken. 
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§ 2. 
Die Hauptrelation. 


Fiir das Folgende setzen wir zunachst voraus, dass alle Ecken 
des Polygons { im Endlichen liegen. 

Wir suchen eine Relation, welche die Windungszahlen w mit der 
Zahl p der Flaichendurchginge und mit den Seitenumlaufszahlen v 
verbindet. Wir erhalten sie, indem wir das Polygon in ein anderes 
verwandeln, in welchem alle w, », p den Werth Null haben. Ein 
solches Polygon soll ein Elementarpolygon heissen; ich bemerke, dass 
auch ein Elementarpolygon Theile der Ebene mebrfach iiberdecken 
kann. (Fig. 8). 

Einen Windungspunkt W entfernt man dadurch, dass man ihn 
durch einen gewohnlichen Querschnitt q ausschneidet, der auf dem 


(a 


Fig. 8. Fig. 9. 


einen Schenkel ¢ beginnt und auf dem andern ¢’ endigt (Fig. 9). Dies 
ist, wenn man den Querschnitt g nur nahe genug um den Punkt W 
verlaufen liisst, immer méglich; wir diirfen im besondern noch voraus- 
setzen, dass in dem durch g ausgeschnittenen Polygon — von W ab- 
gesehen — alle Winkel kleiner als x sind. Der Querschnitt theilt das 
Polygon $ in allen Fiillen in zwei einfach zusammenhingende Polygone. 

Eine einmal durch den Unendlichkeitspunkt ziehende Seite s 
ersetzen wir (Fig. 10) durch den ganz im Endlichen verlaufenden 
Linienzug ABCD, in dem 











B - der Einfachheit halber alle 
Winkel rechte sind; d. h. wir 
schneiden den Unendlichkeits- 

a. Se _ punkt durch das Viereck 
s A 





ne " ABCD aus. Da wir ange- 
g. 10, 
nommen haben, dass jede 

Ecke des Polygons im Endlichen liegt, so muss es stets moglich sein, 
die Punkte A, B, C, D dem Unendlichkeitspunkt so nahe anzunehmen, 
dass kein Polygoneckpunkt innerhalb des ausgeschnittenen Vierecks 
ABCD liegt. 

Der Linienzug A BCD ist ebenfalls ein einfacher Querschnitt, der 
$ in zwei einfach zusammenhingende Polygone theilt. 
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Ist s eine mehrfach umlaufende Seite, so wird der gleiche Process 
fiir jedes Theilstiick von s, das den Unendlichkeitspunkt enthiilt, 
einzeln vorgenommen. 

Wir haben das Polygon jetzt bereits in ein anderes verwandelt, 
das lauter endliche Seiten besitzt und von Windungspunkten frei ist. 
Es kann nun noch Flichendurchginge besitzen. 
Um sie zu tilgen, umgeben wir (Fig. 11) die Un- / 
endlichkeitspunkte in den beziiglichen Blittern mit [ 7 
je einem geschlossenen r-Eck @ und ziehen von 
irgend einem ihrer Punkte eine Gerade ¢ durch 
das Innere des Polygons, bis sie — was jetzt noth- 
wendig im Endlichen geschehen muss — den “@eumeuwuuns 
Polygonumfang trifft. Alsdann bildet das r-Eck — 
mit ¢ zusammen einen 6-formigen Querschnitt, und damit ist jetzt das 
urspriingliche Polygon in ein anderes tibergefihrt, das einfach zusam- 
menhiingend ist, von Windungspunkten und Flichendurchgingen frei 
ist, und lauter endliche Seiten enthilt, d. h. in ein Elementarpolygon. 

iir ein Elementarpolygon 9S’ gilt die Winkelrelation der Elementar- 
geometrie, d. h. es ist, wenn » die Seitenzahl bedeutet, 4,2, 4,2. . 
die Winkel sind und Sz ihre Summe ist, 


S= San —2. 


Um dies nachzuweisen, geniigt es, $$’ durch einen Querschnitt, 
der auf seinen Seiten endigt, in zwei Theilpolygone $3,’ und $,' zu 
zerlegen, und zu zeigen, dass die Formel fiir 8’ gilt, wenn sie fiir 
y, und §,' richtig ist. Sind m,, m,, S,, S, die beziiglichen Zahlen, 
so ist, da der Querschnitt auf den Seiten von JS’ endigt, 

m+ nm=—n+4, 
S,+8,—S+ 2. 




















Nun ist aber 
8,=n,—2, 8,=n,— 2, 
also folgt schliesslich 
S=n— 2. 

Die Formel bleibt auch noch bestehen, wenn das Polygon Windungs- 
punkte enthilt. Wir denken uns einen Windungspunkt W wie oben 
durch einen Querschnitt q ausgeschnitten, und bezeichnen das durch 
q abgetrennte Polygon, welches W enthalt, wieder als ein r-Eck 9. 
Wird W mit allen seinen Ecken verbunden, so zerfallt es in r — 2 
gewohnliche Dreiecke, also ist wieder 

So=r—2 
wo Sex die Winkelsumme des r-Ecks bedeutet. Ist $3, das Restpolygon, 


so ist auch fiir dieses 
S; => n, =< 2. 
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Nun hat ein jeder Querschnitt q beziiglich r — 1 Ecken, also folgt 
n+ > r—=n+2>r—-1), 
8, +>) = S+2>)r—2), 


wo sich die Summe iiber alle Windungspunkte erstreckt, und hieraus 
ergiebt sich schliesslich 


S—_n—2; dh. 


Fiir jedes n-Eck, das lauter endliche Seiten besitet und keinen 
Fliichendurchgang enthdlt, hat die Winkelsumme den Werth (n—2) x. 

Hat das Polygon {§ umlaufende Seiten, aber keine Flichendurch- 
giinge, so verfahren wir folgendermassen: Bei einer Seite s, die v-fach 
umlaufend ist, werde jeder Unendlichkeitspunkt, wie oben angegeben, 
durch einen rechtwinkligen Querschnitt qg getilgt, dann verwandelt 
sich das n-Eck $ in ein Polygon §f,' das 


n, =n +. 4 > 
Ecken enthalt. Fiir dieses Polygon gilt die eben abgeleitete Formel, 
d. h. es ist 
Nun bestehen die Winkel von 98, einerseits aus denjenigen von $f, 
andrerseits aus denen, die an den Querschnitten liegen. Fiir jeden 
Querschnitt ist die beziigliche Winkelsumme gleich 22, daher folgt 


S,=S +25)» 


ny 
S=n —242> v. 


Jede einmal durch den Unendlichkeitspunkt ziehende Seite vermehrt 
daher die Winkelsumme um 2x. 

Enthilt schliesslich das Polygon $$ auch Flichendurchginge, so 
schneiden wir, wie oben, den Unendlichkeitspunkt in jedem Blatt 
durch ein einfaches r-Eck aus und ziehen die p Transversalen, welche 
die r-Ecke zu 6-férmigen Querschnitten ergiinzen, Von diesen Trans- 
versalen nebmen wir der Einfachheit halber an, dass sie nicht in Eck- 


punkten endigen, alsdann enthialt das so entstandene Polygon {, im 
Ganzen 


d. h. es ist 


P 
ny =n +>)n + 4p 
1 


Eckpunkte. Seine Winkel bestehen erstens aus den Winkeln von §, 
zweitens aus den Winkeln der r-Ecke, und drittens aus den Winkeln 
an den p Transversalen, d, h. es ist 
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» 
S,=S + >'(n—2) + 2p. 
Nun ist andrerseits 
8, = 2, —2 + 2) v 
und daraus folgt schliesslich 
S=n -- 242 >" +44p. 
Jeder Fliichendurchgang erhiht daher die Winkelsumme um 2x. 


Fiihren wir endlich die Winkel 4a selber ein, so erhalten wir fiir 


jedes Polygon $8 mit lauter im Endlichen gelegenen Eckpunkten die 
Relation 


(1) Di=n—242 Sy 4 4p 


resp. auch 


(I’) Dt +2 Dw =n —242>'v + Ap. 


§ 3. 
Reductionsprocesse und Erweiterungsprocesse. 


Um die Gesammtheit der morphologisch verschiedenen Polygon- 
typen zu beherrschen , bediirfen wir einer systematischen Eintheilung 
der Polygone. Hiermit wollen wir uns in den niichsten Paragraphen 
beschaftigen. 

Fiir den Fall der Dreiecke ist die beztigliche Aufgabe von Herrn 
Klein bereits gelést worden,*) Man kann die Gesammtheit aller 
Dreiecke dadurch erzeugen, dass man von gewissen einfachen Dreiecks- 
typen ausgeht und an sie Halbebenen oder Vollebenen in bestimmter 
Weise anhiingt; ebenso lisst sich umgekehrt jedes Dreieck durch 
Tilgung von Halbebenen oder Vollebenen auf ein einfaches Dreieck 
reduciren. Wir wollen die beziiglichen Processe Erweiterungsprocesse, 
resp. Reductionsprocesse nennen. 

Es empfiehlt sich, diese Methode auf Polygone von _beliebiger 
Seitenzahl zu tibertragen. Wir stellen uns also die <Aufgabe, vom 
Polygon $8 durch Ausschaltung von Fliichenstiicken und Wiederzusam- 
menfiigung der tibrigbleibenden Stiicke zu einem Polygon YS herab- 
zusteigen, das mit J die Ecken gemein hat. 

Wir suchen zu diesem Zweck sofort allgemein die Frage zu beant- 
worten, was fiir Reductionsprocesse dieser Art iiberhaupt morphologisch 
méglich sind. Zuniichst suchen wir solche Processe, bei denen sich 
ausser den Eckpunkten auch die Winkelreste 4’ nicht aindern. Dies 
bedeutet, dass in der Relation 


*) a, a, O. 8, 582. 
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Di +2 > w= n—242>'y 4 4p 


sowohl 24’ als auch » — 2 constant bleibt, die gesuchten Reductions- 
processe miissen daher auch 


2 >'w —2>'» — 4p 


constant lassen. Hieraus folgt, dass nur zweierlei derartige Processe 
existiren kénnen. Tilgt man einen Seitenumlauf — und zwar kann 
bei der Constanz der Ecken und Winkelreste nur ein voller Seiten- 
umlauf in Frage kommen, — so muss auch ein Windungspunkt weg- 
fallen, und lisst sich ein Flichendurchgang beseitigen, so verschwinden 
gleichzeitig zwei Windungspunkte. 

Diese beiden Processe sind aber auch wirklich morphologisch aus- 
fiihrbar. Kin voller Seitenumlauf bildet niimlich in allen Fiillen die 
volistindige Begrenzung einer Halbebene. Soll es méglich sein diese 
Halbebene aus dem Polygon auszuschalten, so darf sie einerscits in 
ihrem Innern kein Stiick der Polygonbegrenzung enthalten, andrerseits 
muss sie sich, wie wir eben sahen, um eine Ecke W des Polygons, 
die nur in ihr liegen kann, herumwinden. Wir bezeichnen den beziig- 
lichen Process als Ausschaltung einer Halbebene; seine Umkehrung, die 
Einschaltung einer Halbebene stimmt mit dem iiberein, was Herr Klein 
als transversale Anhingung einer Halbebene bezeichnet hat. 

Soll sich ein Flachendurchgang tilgen lassen, so muss nothwendig 
eine volle Ebene wegfallen; denn in dem auszuschaltenden Fliaichen- 
stiick kénnen Theile der Begrenzung des Polygons nicht enthalten sein. 
Andrerseits muss dieses Blatt zwei augenscheinlich verschiedene Ecken 
des Polygons enthalten, um die es sich herumwindet. Wir bezeichnen 
den beziiglichen Process als Ausschaltung resp. Abtrennung einer Voll- 
ebene und nennen seine Umkehrung Einschaltung resp. Anhdngung einer 
Vollebene. Es folgt: 

Reductionsprocesse, welche die Ecken und die Winkelreste eines 
Polygons wnverdndert lassen, giebt es nur zwei, niimlich die Aus- 
schaltung einer Halbebene und die Ausschaltung einer Vollebene. 

Wir haben hierzu noch einen dritten Reductionsprocess zu fiigen. 
Es ist derjenige, dessen Umkehrung Herr Klein als laterale Anhiingung 
einer Halbebene bezeichnet hat. Die Anhingung einer Halbebene lisst 
die Ecken des Polygons gleichfalls ungeiindert, vermehrt aber zwei an 
derselben Seite liegende Winkel um je z, und indert damit fiir jeden 
der beiden Eckpunkte die Richtung der Seite; war die Seite endlich, 
so wird sie durch Anhiingung der Halbebene einfach umlaufend und 
umgekehrt. Den reciproken Process bezeichnen wir als Abtrennung 
einer Halbebene. Es ist klar, dass es andere Reductionsprocesse, welche 
zwar die Ecken des Polygons unverindert lassen, aber die Seiten- 
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richtungen umkehren, nicht geben ‘kann. Denn ein im Endlichen 
begrenzter Flichentheil kann fiir die Ausschaltung nicht in Frage 
kommen, eine Vollebene enthiilt iiberhaupt keine Seite, jedes derartige 
tilgbare Flichenstiick muss daher eine Halbebene sein, deren Inneres 
dem Polygon angehért. Beachtet man endlich, dass eine solche Halb- 
ebene nur die Richtung einer einzigen Seite modificiren kann, so ist 
damit die Behauptung erwiesen. 

Werden in einem Polygon $ alle zulissigen Reductionsprocesse 
ausgeftihrt, so entsteht ein Polygon 8’, das reducirtes Polygon heissen 
soll. Jedes Polygon, das nicht selbst reducirt ist, kann aus einem 
reducirten Polygon durch Erweiterungsprocesse abgeleitet werden; 
wir erhalten daher die Gesammtheit der Polygone, wenn wir in 
den reducirten Polygonen alle zulissigen Erweiterungsprocesse vor- 
nehmen. 

Wir sind damit vor die Frage gefiihrt, unter welchen Bedingungen 
die Erweiterungsprocesse morphologisch méglich sind. Es handele 
sich zuniichst um die Einschaltung einer Halbebene. Wir gehen am 
zweckmissigsten von der Halbebene aus und priifen, welcher Art die 
Polygone sind, denen die Halbebene angehéren kann. Es sei W der 
in ihr liegende Eckpunkt und s die sie begrenzende Gerade. Denken 
wir uns die Halbebene lings einer von W nach s gehenden ‘Trans- 
versalen ¢ zerschnitten, so miissen sich die Flichenstiicke, die mit der 
Halbebene zusammen ein Polygon constituiren sollen, oberhalb und 
unterhalb der Halbebene von ¢ aus nach entgegengesetzten Seiten fort- 
setzen; iiberdies miissen die Seiten des oberen und unteren Blattes, 
die vom Eudpunkt von ¢ ausgehen, die Richtung von s haben. Der 
besondere Fall, dass ein Flichenstiick nur nach einer Seite angesetzt 
wird, resp. dass nur von einem der beiden Endpunkte von ¢ eine Seite 
ausgeht, die die Richtung von s hat, soll hierin eingeschlossen sein. 
Jedes so gebildete Polygon ist ein solches, wie wir es verlangen. Nun | 
iindert sich nichts, wenn wir die Transversale ¢ durch einen beliebigen 
in der Halbebene nach s verlaufenden einfachen Linienzug 1 ersetzen ; 
welches auch seine Gestalt ist, so wird man, wenn er sich nur nicht 
selber schneidet, die beziiglichen Fliichenstiicke nach beiden Seiten 
anheften kénnen und dadurch ein einfach zusammenhiingendes Polygon 
erhalten. Schneidet sich dagegen der Linienzug 1, so kann er tiber- 
haupt nicht als in einer Ebene liegend betrachtet werden. Lassen wir 
jetzt die Halbebene aus dem Spiel, so folgt: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Ecke W und die Seite s e1aes Polygons zur Einschaltung einer Halb- 
ebene verwendbar sind, besteht darin, dass W auf der inneren Seite 
von s liegt, und dass sich ein Linienzug 7 von W nach s so durch 
das Polygoninnere resp. lings des Polygonumfangs ziehen lisst, dass 
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er ganz in einer Ebene enthalten ist, sich nicht selbst schneidet und 
nicht jenseits der Seite s oder ihrer Verlingerung verliuft. 

Um die Bedingung zu finden, unter der die Hinschaltung einer 
Vollebene morphologisch méglich ist, gehen wir ebenfalls von der 
Vollebene aus. Zwei ihrer Punkte W und W, miissen Eckpunkte 
eines jeden Polygons sein, dem die Ebene angehdren soll. Schneiden 
wir nun wieder die Ebene lings der von W nach W, gehenden Ge- 
raden ¢ auf, so miissen sich die beiden Flichenstiicke, die mit der 
Ebene zusammen das Polygon constituiren sollen, oberhalb und unter- 
halb der Ebene von ¢ aus nach entgegengesetzten Richtungen fort- 
setzen. Der oben behandelte Grenzfall, niimlich die Ansetzung nur eines 
Flaichenstiickes, ist auch hier eingeschlossen. Kerner leuchtet wieder 
ein, dass ¢ durch einen Linienzug 7 von beliebiger Gestalt ersetzt 
werden kann, wenn er nur in W und W, endigt und sich nicht selbst 
schneidet. Daher folgt: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei 
Ecken W und W, eines Polygons fiir die Einschaltung einer Vollebene 
verwendbar sind, besteht darin, dass sich im Innern oder auf dem 
Umfang des Polygons ein von W und W, verlaufender Linienzug / 
legen lisst, der ganz in einer Ebene bleibt und sich nicht selber 
schneidet. In dem Fall, dass der Linienzug | ganz auf dem Umfang 
des Polygons verliuft, ist es natiirlicher, den Erweiterungsprocess, als 
Anhiingung einer Vollebene zu bezeichnen. 

Kin Beispiel zeigt die Figur 12, die nebenstehende Figur 12a 
stellt ein Polygon dar, das dieselben Winkel besitzt, wie das Polygon 
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Fig. 12a. 


Fig. 12. 


von Fig. 12, aber so gezeichnet ist, dass / geradlinig angenommen 
werden kann. 

Endlich folgt, wie sofort ersichtlich ist, dass die Anhéngung einer 
Halbebene nur in dem einen Fall nicht zuldssig ist, wenn die beziigliche 
Seite sich selbst iiberschligt, d. h. mehr als einen vollen Umlauf dar- 
stellt. Dagegen ist es gleichgiltig, ob sie tendlich ist, oder ob sie 
durch das Unendliche zieht. Hieraus ergiebt sich , dass dieselbe Polygon- 
seite entweder nur fiir die Anhdingung oder nur fiir die Einschaltung 
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einer Halbebene verwendbar ist. Dass es unmdglich ist, zuerst eine 
Kinschaltung und dann eine Anhingung vorzunehmen, ist nach dem 
Vorstehenden unmittelbar klar; das umgekehrte ist deshalb aus- 
geschlossen, weil nach Anhingung einer Halbebene an die Seite s 
eine Polygonecke W, die auf der inneren Seite von s lige, nicht 
existirt; denn auf der inneren Seite von s liegt ja nur die Halb- 
ebene selbst, 

Wir beweisen endlich noch, dass sich zwei Liniensiige | und l,, 
lings deren Halbebenen oder Vollebenen in dasselbe Polygon eingeschaltet 
werden sollen, nicht schneiden kinnen. Wird niamlich lings | eine 
Halbebene oder Vollebene eingeschaltet, so liegen jetzt die beiden 
Hilften von J, nicht mehr in demselben Blatt, und es ist auch nicht 
moglich beide Endpunkte von J, durch eine endere Linie zu verbinden, 
die ganz in demselben Blatt verliiuft, Jede derartige Linie liuft niim- 
lich ganz um den Punkt W herum, von welchem / ausgeht, und 
schneidet sich daher nothwendig selbst. 


§ 4. 
Reducirte Polygone. 


Wie das vorstehende zeigt, kommt den reducirten Polygonen eine 
hervorragende Stellung innerhalb der Gesammtheit der Polygone zu. 
Wir werden uns daher mit ihnen ausfiihrlicher zu beschiiftigen haben 


und beweisen zuniichst folgenden fiir die weiteren Entwicklungen 
wichtigen Satz: 


Jedes reducirte Polygon lisst sich aus reducirten Dreiecken zusam- 
mensetzen. 


Ist $8 ein reducirtes Polygon, das weder umlaufende Seiten noch 
Flichendurchgiinge enthilt, so versteht sich die Richtigkeit des Satzes 
von selbst. Denn da der Unendlichkeitspunkt weder auf dem Umfang 
noch im Innern des Polygons liegt, so trifft jede Gerade, die von 
einem beliebigen Punkt des Umfangs in das Innere eintritt, den 
Umfang schon nach endlichem Verlauf zum zweiten Mal. Sie zerlegt 
das Polygon stets in zwei Theile, die selbst reducirt sind; denn auch 
diese Polygone bleiben mit den Seiten und mit der Fliche ganz im 
Endlichen, u. s. w. 

Wenn dagegen $$ umlaufende Seiten oder Flichendurchgiinge 
enthalt, so kann man nicht mehr behaupten, dass eine Gerade, die 
von einem beliebigen Punkt des Umfangs in das Innere eintritt, den 
Umfang zum zweiten Mal im Endlichen trifft; und selbst wenn dies 
der Fall ist, so folgt doch nicht, dass die beiden Polygone, in die $ 
zerlegt wird, selbst reducirt sind. Man betrachte z. B. das Achteck 
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ABCDEFGH, (¥ig. 13) dessen Fliche einmal durch den Unendlich- 
keitspunkt zieht. Dieses Achteck ist reducirt. Von den Reductions- 
processen kénnte iiberhaupt nur die Abtrennung einer Halbebene in 
Frage kommen, aber auch diese ist ausgeschlossen. Schneidet man 
nun durch die Gerade AC das Dreieck ABC ab, so bleibt ein 

Siebeneck ACDEFGH ibrig, das reducirbar ist; 


a _37£ von ihm kann lings AC eine Halbebene abgetrennt 
\ Sa” i“ werden. : . 
: JB FE Das Beispiel zeigt, dass der Begriff des reducirten 
? j_ADO~, ~ Polygons ein Hilfsbegriff ist, der fiir die eigentliche 
& ei te “32 Gestaltung der reducirbaren und reducirten Polygone 


wenig Bedeutung hat. Lasst man niimlich den Punkt B 
in der obigen Figur wandern, so sind die Polygone, die entstehen, wenn 
B iiber die Gerade AC hiniibertritt, reducirbare Polygone, ohne dass 
sich doch der Charakter des Polygons bei der Bewegung von B 
wesentlich findert. Trotzdem ist die Kinfiihrung dieses Hilfsbegrifis 
durchaus zweckmiissig und innerlich berechtigt. Einerseits zeigt dies 
ja der obige Satz, andrerseits werden wir sehen, dass wir gerade mit 
Benutzung der reducirten Polygone eine einfache Methode auffinden 
kénnen, um alle n-Ecke systematisch abzuleiten, 

Es sei nun $5 ein Polygon, in dem eine Seite s einfach oder mehr- 
fach umlaufend ist. Es sei A ein Endpunkt von s, ferner sei s’ das 
,von A ausgehende, ins Unendliche ziehende Stiick von s, endlich sei 
s” dasjenige Stiick, das sich vom Unendlichkeitspunkt an weiter fort- 
setzt. Nun enthilt die durch s begrenzte Halbebene sicher ein Stiick 
des Polygonumfanges, denn enthielte sie nur einen Punkt, so wiire sie 
ausschaltbar, und enthielte sie auch den Punkt nicht, so kénnte sie 
abgetrennt werden, und das 
Polygon wiire nicht reducirt. 
Man kann nun jedenfalls (Fig. 14) 
von A aus eine Gerade h ziehen, 
die mit s einen so kleinen 
Winkel bildet, dass sie ganz 
innerhalb derPolygonfliche liegt. 
Diesen Winkel lassen wir nun wachsen, bis die Gerade zum ersten 
Mal die in der Halbebene liegende Begrenzung des Polygons in B 
erreicht, so geht von B sicher mindestens eine in der betrachteten 
Halbebene liegende Polygonseite aus. Wir nehmen zuniichst an, dass 
in dieser Halbebene noch eine zweite von B ausgehende Polygonseite 
existirt, dann ist AB entweder selbst diese Seite des Polygons, oder 
AB liegt im Innern. Im letzten Fall benutzen wir AB als Theilungs- 
linie, es bedarf daher nur der Fall der weiteren Erérterung, dass AB 
eine Polygonseite w ist. 
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Von den beiden Theilpolygonen ist nimlich nur dasjenige weiter 
zu betrachten, das die Seite s enthilt, Es sei BC die zweite von B 
ausgehende Seite v, die mit AB in einer Ebene liegt, so bildet sie 
mit AB sicher einen Winkel*), der grésser als a ist. Trifft nun v 
iiber B hinaus verlingert , die Seite s’ in einem im Endlichen gelegenen 
Punkt, so ist die Verlingerung v’ eine Gerade, die das Polygon 
in zwei reducirte Theilpolygone $8, und $B, zerlegt. Da die in $8, und $8, 
neu auftretende Gerade v’ endlich ist, und die an ihr liegenden Winkel 
kleiner als a sind, so ist nur zu beweisen, dass 3, und $8, in Bezug 
auf s nicht mehr reducirbar sind. Fiir dasjenige Polygon, das nur 
einen endlichen Theil von s’ enthiilt, es sei $,, versteht sich dies von 
selbst; fiir das andere, d. h. fiir {,, ergiebt es sich folgendermassen. Nach 
Aunahme ist $ reducirt, d. h. es giebt keinen von s nach einer Ecke 
von $$ laufenden Linienzug, liings dessen eine Halbebene, die einen 
Umlauf von s enthilt, ausschaltbar wiire. Daraus folgt das gleiche 
aber erst recht fiir {$,; denn um 8, zu erhalten, haben wir von den- 
jenigen Blattern von {$, in denen der fragliche Linienzug verlaufen 
miisste, noch ein Stiick abschneiden miissen. Das gleiche gilt fiir die 
Polygone, die durch die Theilungslinie AB entstehen. 

Wenn s’ und die Verliingerung v' divergiren, so schliessen wir 
zunachst, dass v endlich sein muss. Denn v liegt mit der aus dem 
Unendlichen kommenden Seite s in derselben Ebene, was man am 
einfachsten erkennt, wenn man den Unendlichkeitspunkt wie in § 1, 
durch einen rechtwinkligen Linienzug ausschneidet. Liegt nun am 
Endpunkt C von v ein Winkel, der kleiner als z ist, so ist auch die 
von ihm ausgehende Seite CD endlich, und man kann B mit D 
durch die im Innern des Polygons enthaltene Gerade BD verbinden. 
Ist dagegen der Polygonwinkel C grésser als 2, so trifft die Ver- 
lingerung v” von v sicher noch eine in demselben Blatt liegende Seite, 
spitestens jedoch s”. Es ist daher BD, resp. v” eine Gerade, die 
in zwei Polygone $8, und $, zerlegt, die selbst reducirt sind; das 
letztere wird genau so bewiesen, wie es oben geschehen ist. 

Es bliebe endlich noch der Fall zu erledigen, dass v parallel zu s 
ist. Von diesem wollen wir vorliufig absehen; wir werden die beziig- 
lichen Erérterungen in § 6 bringen. 

Wir haben nun noch den Fall zu betrachten, dass eine zweite von 
B ausgehende Seite, die mit s in einer Ebene liegt, nicht existirt. 
Alsdann ist B ein Windungspunkt. Ist nun AB keine Polygonseite, 
so zerfallt $$ durch AB in $' und $8", und zwar sei $$” dasjenige 
Polygon, das s enthilt. Liegt alsdann BC in $8”, so bleibt das vor- 

*) Tritt der Grenzfall ein, dass der Winkel B gleich z ist, so sei B’ der erste 


Punkt, fiir den der Winkel nicht mehr den Werth z hat, alsdann tritt nur AB’ 
an die Stelle von AB. 
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stehende fiir [” in Kraft, liegt aber BC in $Y’, so sind $ und $s” 
reducirt, und wir kénnen uns wieder auf den Fall beschriinken, dass 
AB Polygonseite ist. Nun ist zweierlei zu unterscheiden; die Seite s 
kann niimlich entweder kiirzer sein als ein voller Umlauf, oder sie 
B tiberschligt sich selbst. Ist sie zunichst 
AX kiirzer als ein voller Umlauf, so sei (Fig. 15) 
ew * A, ihr zweiter Endpunkt; dieser Fall soll 
aa in der Grenze auch den umfassen, dass s 
es einen vollen Umlauf darstellt , also A und A, 
in einander fallen. Die Gerade B.A, liegt in der Nahe von B sicher 
innerhalb des Polygons, sie verliuft daher entweder ganz innerhalb, 
oder wenn dies nicht der Fall ist, so muss sie doch zwischen B und 
A, den Polygonumfang treffen. Es sei ¢ die von ihr getrofiene Seite; 
diese Seite liegt mit s in einer Ebene und ist daher sicher endlich. 
Man kann daher BA, stets durch eine andere von B ausgehende Gerade 
ersetzen, welche entweder durch eine Ecke von zg oder doch durch 
eine andere in der Ebene gelegene Ecke von $8 geht. Wir haben 
damit $$ wieder in zwei Polygone getheilt, die, was genau wie oben 
bewiesen werden kann, selbst reducirt sind; die Theilungslinie ver- 
bindet in beiden Fallen zwei Ecken von $f. 

Es ist endlich noch zu erértern, wie wir das Polygon $ theilen 
kénnen, wenn B ein Windungspunkt ist und s sich selbst iiberschligt. 
Da das Polygon nicht reducirbar sein soll, 
so muss (Fig. 16) in demjenigen Stiick, das 
s” enthalt, ein Theil ¢ der Polygougrenze so 
verlaufen, dass er an irgend einer Stelle iiber 
AB hiniibertritt. Alsdann verbinde man B 
mit irgend einem erreichbaren Eckpunkt 
dieses Linienzuges und man hat wieder eine 
Theilungslinie, die $$ in zwei reducirte Polygone theilt. 

Es ist aber noch der Nachweis zu fiihren, dass unserer Theilung 
die Bedeutung einer wirklichen Reduction zukommt, d. h. es ist zu 
zeigen, dass 3, und $8, Polygone von geringerer Seitenzahl sind, als 
% selbst. Nun sind die Theilungslinien in allen Fiillen entweder Ver- 
bindungslinien von zwei Eckpunkten, oder Verliingerungen von Seiten, 
die in das Innere eintreten, und auf einer Seite endigen. Daher folgt, 
wenn $3, und $3, resp. m, und », Ecken besitzt, 


m, +n, =n -+ 2. 


Nun muss aber »,, resp. , mindestens den Werth 3 haben, folglich 
ist zugleich 











Fig. 16. 


m<n und m<n, 


womit die Behauptung erwiesen ist, 
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Endlich sei noch auf eine letzte Folgerung hingewiesen. Es sei 
wieder {§ ein Polygon, das eine von dem Punkt A ausgehende um- 
laufende Seite s enthilt. Wenn die Theilungslinie, die es zerschneidet, 
auf s endigt, so enthilt dasjenige Polygon {$,, dem der Punkt A an- 
gehért, entweder ein endliches Stiick von s, oder ein Stiick, das einfach 
umlaufend ist, sich aber nicht selbst iiberschlagt; und zwar ist dies 
Polygon stets in einer einzigen Halbebene enthalten, namlich in der- 
jenigen, die durch s begrenzt wird. Durch fortgesetzte Reduction 
beztiglich der Seite s geht daher $$ schliesslich in ein anderes Polygon 
iiber, das von s entweder nichts oder nur einen endlichen Theil enthilt, 
iiberdies besitzt keines der abgeschnittenen Polygone, in dem ein Theil 
von s vorkommt, einen Flichendurchgang. 

Hieraus folgt, dass wir uns bei der Zerlegung der mit Flichen- 
durchgiingen behafteten Polygone auf Polygone mit lauter endlichen 
Seiten beschrinken kénnen. Hier verfahren wir folgendermassen. Wir 
nehmen zuniichst an, das Polygon $$ enthalte einen Windungspunkt W. 
Wir verlingern einen seiner Schenkel w tiber W hinaus, so muss die 
Verlingerung w’ vor der Riickkehr nach W die Polygonbegrenzung 
nothwendig noch einmal treffen; denn sonst wiirde die so begrenzte 
Halbebene abtrennbar sein und das Polygon 
wire nicht reducirt. Es sei (Fig. 17) V 
der Punkt, in dem die Polygonbegrenzung 
von w’ getroffen wird, so kann W V sowohl 
endlich als auch einfach umlaufend sein. 
In jedem Fall theilt aber u’ das Polygon 
in zwei Polygone $8, und §§,, die selbst 
reducirt sind. Die Reducirbarkeit ist wieder 
nur fiir die neu eingefiihrten Begrenzungsstiicke zu priifen. Diese 
sind w’ und die Theile derjenigen iibrigens endlichen Seite, auf der 
V liegt. Fiir diese kommt die Reducirbarkeit nicht in Frage, fiir w’ 
ist sie deshalb ausgeschlossen, weil jedes Theilpolygon im Punkt V 
einen Winkel hat, der kleiner als z ist. 

Enthilt das Polygon keinen Windungspunkt, so muss in ihm 
sicher mindestens ein Winkel vorkommen, der grésser als z ist. Aus 
der Formel I’ des § 2 folgt niimlich, da hier Sw =—0, Sv =O und 
p=1 vorausgesetzt wird, dass 


Dan +2 


ist; daher muss mindestens ein Winkel grésser als a sein. Mit diesem 
Winkel kénnen wir nun ebenso verfahren, wie mit dem Windungs- 
punkt; wir verlingern einen seiner Schenkel itiber den Eckpunkt in 
das Innere der Polygonfliiche, und kénnen dann genau wie oben 
weiterschliessen. Wir bemerken noch, dass hier, wie vorher, 
Mathematische Annalen. XLII, 26 





Fig. 17. 
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%, und §, den in § vorhandenen Flachendurchgang nicht mehr 
besitzen. 


Sind wieder $$, und f, Polygone von , resp. n, Ecken, so folgt, 
dass auch hier Le 
m+m<cn+2 


m <n und n<n 


ist, und zwar gilt das Zeichen <, wenn V ein Eckpunkt ist, alsdann 
ist nm, + ”,—x"-+1. Unsere Zerlegung ist daher wieder eine wirk- 
liche Reduction; setzen wir sie weiter und weiter fort, so muss das 
Polygon $8, wie behauptet wurde, in lauter reducirte Dreiecke zerfallen. 

Es fragt sich noch, wie gross die Zahl dieser Dreiecke ist; man 
findet, dass ihre Zahl, wie bei der Zerlegung elementarer Polygone, 
nm — 2 ist, Wir bezeichnen die Anzahl durch J{ und nehmen an, der 
Satz sei fiir $, und $§, richtig, d. h. es sei 


Ni, —n,—2 und N,—n, — 2 


also 


so folgt 
N— NR, +N, —n, +n, — 4 
<n—2. 
Gilt das Ungleichheitszeichen, so kénnen wir doch eines der 
n — 3 reducirten Dreiecke selbst in zwei reducirte Dreiecke zerlegen, 
demnach folgt als schliessliches Hauptresultat der Satz: 


Jedes reducirte n-Eck, dessen Ecken im Endlichen liegen, kann 
in n — 2 reducirte Dreiecke zerlegt werden. 


§ 5. 
Eintheilung der reducirten Polygone. 


Gemiiss dem vorstehenden Paragraphen kénnen wir die reducirten 
n-Ecke aufstellen, sobald wir alle reducirten Dreiecke kennen. Die 
reducirten Dreiecke sind bereits von Herrn Klein abgeleitet worden ;*) 
man gelangt zu ihnen auch durch folgende einfache morphologische 
Betrachtungen. Zuniichst ist leicht zu sehen, dass es ein reducirtes 
Dreieck mit einer sich selbst tiberschlagenden Seite nicht geben kann. 
Denn ist diese Seite AB, so liegt, wie aus den Entwickelungen des 
vorigen Paragraphen hervorgeht, sicher ein Windungspunkt C in je 
einem Blatt mit A und B; das so bestimmte Dreieck ist aber durch 
Ausschaltung einer Halbebene reducirbar. Ist die Seite AB einfach 
umlaufend, ohne sich zu iiberschlagen, so folgt ebenfalls aus dem 
vorigen Paragraphen, dass jedes reducirte Dreieck, welches AB ent- 
halt, durch Verbindung von A und B mit einem auf der inneren Seite 


*) Dies wurde in Vorlesungen aus dem Semester 1690/91 dargelegt, 
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von AB gelegenen Punkt C entsteht (Fig. 18). Daraus folgt zu- 
nichst, dass ein reducirtes Dreieck mit Flichendurchgiingen nur mit 
endlichen Seiten existiren kann. Kin solches Dreieck ist aber reducirbar ; 
denn da die Seiten endlich sind, so liegen 
A, B, C in demselben Blatt, jedes der- 
artige Dreieck muss daher aus dem elemen- 2. — 
taren Dreieck ABC oder aus dem einen Fig. 18. 
Flachendurchgang besitzenden Dreieck ABC durch Erweiterungs- 
processe ableitbar sein. Das letztgenannte Dreieck kann aber selbst 
durch Abtrennung einer Halbebene reducirt werden, womit die Be- 
hauptung erwiesen ist. 

Wir erhalten daher zwei verschiedene Typen reducirter Dreiecke ; 
der eine besitzt lauter endliche Seiten, der andere hat eine einfach 
umlaufende Seite. Fiir den ersten ist die Winkelsumme gleich z, fiir 
den anderen ist sie 32. 

Alle reducirten Polygone entstehen durch Zusammensetzung dieser 
beiden Dreieckstypen. Ein reducirtes n-Eck enthilt daher im Maxi- 
mum » — 2 einfach umlaufende Seiten, andrerseits kénnen sich auch 
Flachendurchgiinge einstellen. Dies legt den Gedanken nahe, die 
reducirten m-Ecke nach der Zahl, der Art und der Anordnung 
der ihnen zugehérigen Seitenumliufe und Flachendurchgiinge ein- 
zutheilen. Hierin haben wir diejenigen Besonderheiten zu erblicken, 
welche sie von den Polygonen der Elementargeometrie unterscheiden. 
Dagegen betrachten wir das Auftreten von Windungspunkten nicht 
als wesentlichen EKintheilungsgrund. Allerdings sind die Windungs- 
punkte massgebend dafiir, zwischen welchen Ecken und Seiten des 
Polygons Einschaltungsprocesse ausfiihrbar sind, aber diese Eigenschaft 
theilen sie mit den Winkelzahlen und auch mit den Seiten selbst; 
kann von der Ecke A nach der Seite s ein Linienzug / gezogen werden, 
lings dessen Halbebenen einschaltbar sind, so kann dieser Process beim 
Variiren der Winkel und Seiten morphologisch unméglich werden, 
auch ohne dass Windungspunkte auftreten. Endlich zeigt auch die 
Relation des § 2, dass die Seitenumliufe und Flichendurchginge die 
eigentlichen Singularititen der allgemeinen Polygone sind. 

Wir rechnen demnach alle diejenigen reducirten n-Ecke in eine 
Gattung, welche dieselbe Zahl der Flichendurchginge, sowie dieselbe 
Zahl und Reihenfolge der Seitenumliufe aufweisen. Innerhalb jeder 
Gattung kénnen wir diejenigen, welche die gleichen Winkel in der- 
selben Reihenfolge enthalten, zu einer Art zusammenfassen; jede Art 
besteht schliesslich aus den einzelnen Individuen, die durch Parallel- 
verschiebung der Seiten aus einander hervorgehen. Zu bemerken ist, 
dass innerhalb derselben Gattung die Winkel keineswegs beliebig 
variabel sind; es bestehen fiir sie stets gewisse Ungleichheitsbedingungen, 

26" 
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die aus der Art der Zusammensetzung des »-Ecks fliessen. Im beson- 
deren ergiebt sich fiir die Dreiecke: 

Es giebt zwei verschiedene Gattungen reducirter Dreiecke; die eine 
besitet lauter endliche Seiten, die andere hat eine einfach umlaufende Seite. 

Fiir die erste Gattung betrigt die Winkelsumme z; jede der drei 
Winkelzahlen 4,, 4,, 4, ist im itibrigen beliebig. Es ist also 

0<4,<1, 0<8a, <1, 0<4,<1%, 4,44,4+4,—1. 
Fiir die zweite Gattung betriigt die Winkelsumme 32; ein und nur 
ein Winkel ist grésser als 2, nimlich derjenige, dessen Schenkel die 
beiden endlichen Seiten sind; d, h. 

0<4A, <1, 1<4,<2, 0<4,< 1*), 4,+4,+4, =3. 

Die Vierecke entstehen durch Zusammensetzung zweier Dreiecke. 
Die Zusammensetzung kann gemiiss § 4 auf zwei Weisen erfolgen; 
entweder coincidiren zwei Seiten mit beiden Eckpunkten, oder es 
coincidirt nur ein Paar Eckpunkte, dafiir fallen aber die von ihnen 
ausgehenden Seiten in dieselbe Gerade. Die Summe der an ihnen 
liegenden Winkel ist daher xz. Uebrigens ist zu bemerken, dass diese 
Zusammensetzung nur in Frage kommt, wenn mindestens eines der 
beiden Dreiecke eine umlaufende Seite besitzt. Dasselbe gilt fiir die 
Ableitung beliebiger Polygone. 

Zwei Dreiecke erster Gattung liefern die Vierecke erster Gattung 
mit lauter endlichen Seiten und der Winkelsumme 22; in der That 
ist es gleichgiltig, ob die Dreiecke auf die eine oder die andere Art 
aneinandergesetzt werden. Fiir sie ist 

0<4,<2, 0<4,<2, 0<4, <2, 0<41, < 2, 
Ay Ay Ay tay 2. 

Kin Dreieck erster Gattung und eines zweiter Gattung liefern ein 
Viereck zweiter Gattung mit einer umlaufenden Seite. Coincidiren bei 
der Zusammensetzung zwei Ecken, so gelten fiir die Winkel die 
Relationen 

0<4,<1, 1<4,<3, 0<i4,<l1, 0< 4, <2, 
. A +4, +4, +4,—4. 


Wa 
Cd 


Fig. 19. Fig. 19a, 
Wir geben hier zwei verschiedene Arten solcher Vierecke, das eine 
enthalt einen Windungspunkt, das andere nicht. (Fig. 19 u. 19a). 


*) Ueber die Grenzfiille, dass 2 den Werth 0, 1, 2 hat, vgl. oben S. 381. 


Wir wollen festsetzen, ein Dreieck zweiter Gattung fiir 4,2 noch als reducirt 
zu betrachten, 
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Diejenige Zusammensetzung beider Dreiecke, bei der nur ein 
Paar Ecken coincidiren, ist noch auf zwei Weisen moglich; das Dreieck 
erster Gattung kann sowohl an eine endliche, als auch an die umlaufende 
Seite des Dreiecks zweiter Gattung angesetzt werden. Aber nur im 
ersten Fall gelangen wir zu Vierecken zweiter Gattung, die unter den 
vorstehenden noch nicht enthalten sind. Die beziiglichen Winkel- 
relationen sind 


0<4, <1, 1<4,<2, 1<14,< 2, 0<Aa, <1, 
Ata, +4, +4, = 4. 


Zwei solcher Vierecke zeigen Fig. 20 und 20a, das eine hat eine sich 
selbst tiberschlagende Seite. 











Fig. 20, Fig. 20a, 


Zwei Dreiecke zweiter Gattung kénnen zuniichst so zusammen- 
gesetzt werden, dass zwei endliche Seiten und iiberdies die von ihnen 
eingeschlossenen Eckpunkte coincidiren. Dadurch entsteht eine Vierecks- 
gattung, die durch zwei benachbarte umlaufende Seiten charakterisirt 
ist. Ist A,a der von den beiden endlichen Seiten eingeschlossene 
Winkel, so ist 


O<A, <1, 2<4,< 4, 0<¢!4,<1, 0<14,< 2, 
A +A, +4, +4, = 6. 
“Der Winkel 4,2 bedingt daher nothwendig einen Windungspunkt 
(Fig. 21)*). 





Fig. 21. Fig. 22. 


Setzt man zwei Dreiecke zweiter Gattung so zusammen, dass zwar 
zwei endliche Seiten, aber nicht die von ihnen eingeschlossenen Winkel 
coincidiren, so entsteht ein Viereck, in dem die umlaufenden Seiten 
einander gegentiberliegen (Fig. 22)*). Die Bedingungen fiir die Winkel- 
zahlen sind diesmal 


*) In diesen beiden Figuren sind die beiden Dreiecke, die das Viereck aus- 
machen, durch verschiedene Schraffirung kenntlich gemacht, 
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Seca <ct, ':<é6, <8, O0<a<ct, Veaiy<™, 
A +4, +4, +4, = 6. 


Setzt man zwei Dreiecke zweiter Gattung so zusammen, dass die 
umlaufenden Seiten coincidiren, so entsteht ein Viereck, das einen 
Flachendurehgang besitzt, aber nicht mehr reducirt ist; es geht durch 
Abtrennung einer Halbebene in ein Viereck erster Gattung iiber. 

Endlich ist noch zu erdrtern, ob eine Zusammensetzung méglich 
ist, bei der nur ein Paar Ecken coincidirt. Da beide in diesen Ecken 
liegende Winkel kleiner als a sein miissen, so kann hierfiir nur die 
umlaufende Seite in Frage kommen; aber auch in diesem Fall ent- 


steht ein Viereck mit einem Flichendurchgang, das reducirbar ist. 
Es folgt: 


Es giebt vier Gattungen reducirter Vierecke. Die erste enthilt keine, 
die gweite eine umlaufende Scite, die dritte und vierte enthalten je zwei; 
bet den Vierecken dritter Gattung sind sie benachbarte, bei denen der 
vierten Gattung gegeniiberliegende Seiten. 


In ahnlicher Weise schliesst man, dass es sieben Gattungen redu- 
cirter Fiinfecke giebt. Ein Flichendurchgang tritt in ihnen noch 
nicht auf, aber eine Gattung ist bereits durch eine zweifach umlaufende 
Seite ausgezeichnet, 

Reducirte Polygone mit einem Flachendurchgang treten zuerst fiir 
n = 6 auf; der Umfang des Polygons muss nimlich so gestaltet sein, 
dass an keiner Seite zwei Winkel grésser als a auftreten (Hig. 23). 
Hieraus folgt, dass ein reducirtes Polygon mit 
p Flachendurchgingen mindestens 4p +2 Ecken 
besitzt. Aus der Winkelrelation folgt zuniichst, dass 
p seinen gréssten Werth fiir 2»—0 erreicht, d. h. 
wenn alle Seiten endlich sind. Nun ist ein redu- 
cirtes Polygon mit p Flachendurchgiingen aus p 

vig. 23,  Feducirten Polygonen mit je einem Flichendurch- 

gang 2u bilden; geht aber die Zusammensetzung 
der Polygone so vor sich, dass von zwei coincidirenden Eckpunkten 
Seiten entgegengesetzter Richtung ausgehen, so ist das resultirende 
Polygon nicht mehr reducirt. Also folgt: 








*) Beziiglich der Grenzfille ist Folgendes zu bemerken. Die Zulissigkeit 
von ganzzahligen Werthen 4 innerhalb der beziiglichen Grenzen versteht sich von 
selbst. Wirkliche Grenzwerthe von 4 kiénnen nur erreicht werden von d,, resp. 
4s im zweiten Fall der Vierecke zweiter Gattung und von 4, bei den Vierecken 
dritter Gattung. Es hat keine Miihe, sich die beziiglichen Viereckstypen wirklich 
herzustellen. Das letztgenannte Viereck hat drei iibereinander fallende Punkte; 
es ist eine doppelt gelegte Halbebene. 
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° 


Die Maximaleahl der in einem reducirten n- Eck auftretenden 


Flichendurchgiinge ist E ( 2 z : ): 


Wir fiigen zu diesem Satz noch ein weiteres Theorem dieser Art. 
Wir stellen dazu die Frage, wie viel von den m — 2 Dreiecken durch 
einen Flaichendurchgang absorbirt werden, und welcher Art diese 
Dreiecke sind. Die Zahl ergiebt sich, da wir zu jedem Flichendurch- 
gang ein Sechseck néthig haben, gleich vier. Nun entsteht ein 
Flachendurchgang bei lauter endlichen Seiten stets durch Zusammen- 
setzung zweier Polygone mit je einer einfach umlaufenden Seite; von 
den vier Dreiecken haben daher zwei eine umlaufende Seite, zwei 
andere nicht. Es folgt: 





Hat ein reducirtes n- Eck p Flichendurchgiinge, so hat es hichstens 
noch n —4p —2 umlaufende Seiten und seine Winkelsumme betrdgt 
hichstens {3(n — 2) — 4p} x. 


Das Maximum der Winkelsumme wird also nur dann erreicht, 
wenn p=, also Lv = nm — 2 ist; es hat den Werth 3(n— 2). Es 
ist zu beachten, dass die Maximalzahl der méglichen Seitenumliufe 
fiir jedes p auch wirklich erreicht werden kann. 

Hiermit sind wir in den Stand gesetzt, fiir jedes m die Zahl und die 
Natur der méglichen Gattungen von »-Ecken anzugeben, Sie unter- 
scheiden sich nach den Werthen von p und nach der Zahl und An- 
ordnung der umlaufenden Seiten. Die p Fliichendurchginge absorbiren, 
wie wir sahen, 4p Dreiecke; die noch iibrigen m =n — 4p — 2 
Dreiecke kénnen beliebig an das aus den 4p Dreiecken gebildete 
(4p — 2)-Eck angesetzt werden. Wir kénnen in erster Linie an 
eine und dieselbe Seite ein (m — 2)-Eck ansetzen, dann an eine 
Seite ein (m—3)-Eck, an eine andere ein Dreieck u. 8, w. u. s. w., 
so erhalten wir sicher alle die verschiedenen Gattungen reducirter 
n- Ecke. 

Endlich sei noch auf einen letzten Umstand hingewiesen. Es 
seien $8, und $8, zwei reducirte Polygone von gleicher Seitenzahl, 
gleichen Winkeln, sowie von gleicher Zah] und Art der Flichendurch- 
giinge und der umlaufenden Seiten. Derartige Polygone sind durch 
analoge Zusammensetzung gleichartiger Dreiecke zu bilden; fir beide 
sind gleichviele Dreiecke mit nur endlichen, resp. mit umlaufenden 
Seiten in gleicher Anordnung zu benutzen. Hat nun §, resp. P, in 
W, resp. W, je einen Windungspunkt, so tragen zu ihm in beiden 
Polygonen die niimlichen Dreiecke bei; liegt daher W, mit einer Seite 
s, von $3, in einem Blatt, so gilt dies auch fiir W, und s,; d. h. 


Alle reducirten n-Ecke derselben Art besitzen die gleiche Art des 
Zusammenhangs. 
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Uebrigens brauchen zweien beliebigen Ecken von $,, die in dem 
gleichen Blatt liegen, nicht immer zwei Ecken von f, zu entsprechen, 
die ebenfalls im gleichen Blatt liegen. 


§ 6. 
Einfluss unendlichferner Eckpunkte. 


Wir beschiftigen uns jetzt mit denjenigen Modificationen der vor- 
stehenden Resultaté, die durch das Auftreten unendlichferner Eckpunkte 
bedingt werden. Zu diesem Zweck denken wir uns das Polygon 
stereographisch auf die Kugel projicirt; Z sei der Punkt, der dem 
Unendlichkeitspunkt entspricht, durch den also simmtliche Kugelkreise 
hindurchgehen. 

Es sei ZUV ein derartiges Kreisdreieck, und 4’m, A,'x, d,'x 
seien die bei Z, U, V liegenden Winkel resp. Winkelreste, alsdann 

" zeigt die Figur 24 unmittelbar, dass fiir die 
Winkel am Punkte Z 


4+1—4a/+1-—4,/—1, dah. 
ba! ~ Ft 
ist. Nun denken wir uns ein Polygon auf der 
Kugel, dessen eine Ecke in Z liegt, wiihrend 
sich die tibrigen Kreisseiten continuirlich um Z 
vis. or herumwinden, das also ebenso durch » — 2 in Z 
zusammenstossende Dreiecke entsteht, wie das 
analoge »- Eck des § 1 in der Ebene. Fir dieses n-Eck ergiebt 
sich durch (n — 2)malige Anwendung der obigen Formel 


> 
1 


wenn wieder 4,2 die Winkel des Polygons bedeuten, und Az der 
Winkel bei Z ist. Die gleiche Formel besteht daher auch fiir die den 
Unendlichkeitspunkt umziehenden ebenen Polygone. 

Ist jetzt ein Polygon, von dem beliebig viele Eckpunkte im 
Unendlichen liegen, so verwandelr wir es, wie in § 2 in ein Elementar- 
polygon, indem wir zunichst jeden Windungspunkt, und dann jeden 
dem Umfang oder dem Innern angehérigen Unendlichkeitspunkt durch 
die beztiglichen einfachen Querschnitte ausschneiden; es folgt dann, 
genau wie dort, dass die Winkelsumme durch die Relation 


II) > t— Ddian—242 > 04 4p 


gegeben ist. Die Abweichung von der Relation I), die durch un- 
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endlichferne Ecken bedingt wird, besteht demnach ausschliesslich darin, 
dass jeder an einem wunendlichfernen Eckpunkt liegende Winkel mit 
seinem vollen Betrage negativ in Rechnung zu stellen ist. Nur auf 
einen Punkt sei noch hingewiesen. Es ist klar, dass von umlaufenden 
Seiten nur dann die Rede ist, wenn die Seite wirklich durch den 
Unendlichkeitspunkt hindurchzieht; Seiten, die im Unendlichen endigen, 
sind deshalb nicht umlaufend, auch dann nicht, wenn beide Eckpunkte 
im Unendlichen liegen (vgl. den Schlusssatz dieses Paragraphen). Ebenso 
ist ein Flichendurchgang nur dann vorhanden, wenn der Unendlichkeits- 
punkt wirklich im Innern der Polygonfliche liegt. 

Da die Summe aller » Polygonwinkel unbedingt positiv ist, so 
ziehen wir aus der obigen Formel den Satz: 

In einem n-Eck kinnen hochstens n — 1 Eckpunkte im Unendlichen 
liegen. 

Wir fragen jetzt nach Reductionsprocessen, in die unendlichferne 
KEckpunkte eingehen kénnen. Wir schreiben die obige Relation zu 
diesem Zweck folgendermassen : 


W) Sx - S742 >) w—2 w= n—242 So 4+ 4p. 


Sie zeigt, dass von Reductionen, die unendlich ferne Eckpunkte be- 
treffen und iiberdiess die Ecken und die Winkelreste ungeindert lassen, 
nur solche existiren kénnen, die ein w gegen ein w tilgen, d. h. 
einen im Endlichen gelegenen Windungspunkt gegen einen unendlich 
fernen. Dieser Process besteht in der Ausschaltung einer vollen Ebene; 
es ist aber zu beachten, dass er die Zahlen v und p ungeiandert lisst; 
in der That wird ja der unendlich ferne Windungspunkt nicht als 
einen Flachendurchgang bedingend angesehen. 
Die Ausschaltung einer Halbebene ist, wie auch 
morphologisch ersichtlich ist, ausgeschlossen, 
dagegen ist die Anhingung resp. Abtrennung , 
einer Halbebene lings einer im Unendlichkeits- 7 
punkt endigenden Seite gestattet; sie andert die 
beiden Winkel im entgegengesetzten Sinn um je 7, lisst aber wieder 
die Zahl » ungeindert. (Fig. 25). Also folgt: 


Es giebt nur zwei Reductionsprocesse, in die unendlich ferne Eck- 
punkte eingehen, nimlich die Ausschaltung einer Vollebene und die 
Abtrennung einer Halbebene. Beide Processe lassen den Ausdruck 


n—24+2 >) y+ 4p 





Fig. 25, 


ungedndert, 


Es fragt sich schliesslich, wie es mit den reducirten Polygonen 
und ihrer Zerlegung in reducirte Dreiecke steht. Hier bleiben alle 
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oben gezogenen Schliisse ohne Weiteres bestehen. Die Theilung be- 
ziiglich einer umlaufenden Seite s beruhte auf der Existenz des im 
Endlichen gelegenen Punktes B. Dies braucht nun allerdings bei 
Polygonen mit unendlich fernen Eckpunkten nicht Statt zu haben, 
denn es kénnen beide Punkte einer umlaufenden Seite in’s Unendliche 
fallen. Man hat aber in diesem Fall nur noéthig, das geradlinige 
Polygon durch ein Kugelpolygon zu ersetzen und man iiberzeugt sich 
leicht, dass die oben gezogenen Schliisse unverindert bestehen bleiben ; 
die Lage von A und B hat hierauf keinen Einfluss. Was endlich die 
Zerlegung der mit Flachendurchgiingen behafteten Polygone betrifft, 
so wird sie durch die Existenz der unendlich fernen Eckpunkte tiber- 
haupt nicht beriihrt; denn ein Blatt, das den Unendlichkeitspunkt im 
Innern enthilt, kann keine unendlich ferne Ecke besitzen. 

Es fragt sich daher nur noch, wie es mit der Zerlegung von 
Polygonen mit unendlich fernen Ecken steht, die weder umlaufende 
Seiten, noch Flichendurehgiinge besitzen. Fiir diese versteht sich 
aber, wenn sie selbst reducirt sind, die Zerlegbarkeit in reducirte 
Dreiecke von selbst. 

Wir kénnen jetzt auch den S. 391 bei Seite gestellten Punkt er- 
ledigen, wie man zu verfahren hat, wenn die von B ausgehende 
Seite v zu s parallel ist. In diesem Fall geht die Verliingerung v’ 
durch den unendlich fernen Punkt Z von s und theilt daher von $ 
ein Dreieck ABZ ab, das eine Ecke im Unendlichen enthilt*), das 
aber ebenfalls reducirt ist, und das gleiche ist ftir das andere Theil- 
polygon $8, der Fall. Wir kénnen daher jetzt folgenden allgemeinen 
Satz aussprechen: 

Ein reducirtes n-Eck kann, auch wenn es unendlich ferne Eck- 
punkte hat, in n — 2 reducirte Dreiecke zerlegt werden. 


Um einige Beispiele beizubringen, lassen wir die reducirten Dreiecke 
und Vierecke mit unendlich fernen Eckpunkten hier folgen. Um die 
Vierecke abzuleiten, kann man entweder von den Vierecken mit end- 
lichen Eckpunkten ausgehen, und die Eckpunkte der Reihe nach in’s 
Unendliche riicken lasssen, oder aber — und dies scheint zweckmissiger 
zu sein — man kniipft an die Art der Zusammensetzung an, indem 
man jedes dabei benutzte Dreieck, soweit méglich, durch ein Dreieck 
mit unendlich fernen Eckpunkten ersetat. Dabei ist Folgendes zu 
beachten. Soll ein Punkt in’s Unendliche riicken, und liegt in dem 
Blatt, dem er angehért, eine umlaufende Seite, so darf er nur von 
aussen, nicht von innen, in diese Seite hineinfallen (§ 1). Hieraus 
ist bereits zu folgern, dass aus dem reducirten Dreieck mit einer um- 


*) Der Winkel im Unendlichen ist Null. Daraus folgt, dass der Grenzwerth 
Null fiir unendlich ferne Eckpunkte keine Besonderheit bedingt. 
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laufenden Seite ein reducirtes Dreieck mit umlaufender Seite und un- 
endlich fernem Eckpunkt nicht abgeleitet werden kann. Kin derartiges 
Dreieck kann niimlich nach dem Vorstehenden nur noch dadurch ent- 
stehen, dass wir einen Endpunkt der umlaufenden Seite in’s Unendliche 
riicken lassen. Geschieht dies in der Richtung der Verliingerung der 
Seite, so ist das so bestimmte Dreieck nicht reducirt. Andrerseits ist 
es tiberfliissig, einen Eckpunkt in der Richtung der umlaufenden Seite 
selbst in’s Unendliche riicken zu lassen, denn jedes so entstehende 
reducirte Dreieck hat keine umlaufende Seite mehr, und muss daher 
aus einem Dreieck mit lauter endlichen Seiten hervorgehen. Wir 
brauchen daher auch bei der Bildung der Vierecke nur die Dreiecke 
mit drei endlichen Eckpunkten durch Dreiecke mit unendlich fernen 
KEckpunkten zu ersetzen; die Dreiecke mit umlaufender Seite bleiben, 
sofern sie tiberhaupt benutzbar sind, unverindert. 
Wir schliessen hieraus sofort: 


Es giebt nur eine Gattung von Dreiecken mit einem unendlich- 
fernen Eckpunkt. Ihre Winkelsumme betrigt x; keine Seite ist um- 
laufend. (Fig. 26). 








Fig. 26. Fig. 27. 


Es giebt nur eine Gattung von Dreiecken mit zwei wnendlich fernen 
Punkten ; thre Winkelsumme ist x, keine Seite ist wmlaufend. (Fig. 27). 

Sind 4,2 und 4,2, resp. 4,” allein die Winkel an den im End- 
lichen bleibenden Ecken, dagegen 4,2 resp. 4,2 und 4,2 absolut 
genommen die Winkel im Unendlichen, so gelten folgende Be- 
dingungen: 

A,<2, 4,< 2, 4,4+4,<2, 4, <1, 
resp. 
ich ct, ACh Ach 

Bei den Dreiecken mit zwei unendlich fernen Ecken kann niimlich 
der im endlichen bleibende Winkel einen Windungspunkt liefern, ohne 
dass das Dreieck aufhért, reducirt zu sein. Man sieht dies unmittelbar, 
wenn man sich vorstellt, dass der Winkel der Vig. 27 wiachst, bis er 
grésser als 2a ist. 

Die Vierecke mit einem unendlich fernen Eckpunkt zerfallen in 
zwei Gattungen; die erste hat keine, die zweite hat eine umlaufende 
Seite. Die Vierecke dritter Gattung mit endlichen Eckpunkten scheiden 
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hier aus, da sie mit zwei Dreiecken mit umlaufender Seite gebildet 
sind, Fiir die erste Gattung hat die Winkelsumme den Werth 272, 
fiir die zweite betriigt sie 4a. Die Vierecke erster Gattung kénnen 
bereits Windungspunkte erhalten, ohne dass sie reducirbar werden, 
pamlich dann, wenn man sie aus zwei Dreiecken mit unendlich fernem 
Eckpunkt zusammensetzt. (Fig. 28 und 28a*)). Die Vierecke mit 





Fig. 28. Fig. 28a. 


umlaufender Seite kénnen nur so gebildet werden, dass man an ein 
Dreieck mit umlaufender Seite und endlichen Eckpunkten ein Dreieck 
mit unendlich fernem Kckpunkt ansetzt; dabei kénnen je nach der 
Lage dieses Dreiecks noch mannigfache Typen entstehen. Die neben- 
stehenden Figuren 29, 29a, 29b entsprechen den Figuren 19, 19a, 
20 und 20a. Ks folgt: 





Fig. 29. 











Fig. 29a. Fig. 29b. 


Es giebt zwei Gattungen von Vierecken mit einem unendlich fernem 
Eckpunkt. Die eine besitet eine wmlaufende Seite, die andere nicht; 
die beziigliche Winkelsumme betrigt 2, resp. 4x. 


Die beziiglichen Winkelbedingungen sind im ersten Falle 
0<!4,<2, 0<4, <4, 0<’4, <2, 1<2, 
Ay +4, +4, <4, 


*) Vgl. die Anmerkung zu Figur 21. Es empfiehlt sich, die Figuren mit 
unendlich fernen Punkten auch als Kreispolygone zu zeichnen. 
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im zweiten Fall dagegen 


O<chel, 14 <4 Oc4-e8, Fes 
tay tay <5, 


O0<’,<1, 1<4<2%, 0¢4,<2%, 1<1, 
Ay +4, +4; <5. 

Um Vierecke mit zwei unendlich fernen Eckpunkten zu bilden, 
kénnen wir Dreiecke mit umlaufender Seite nicht mehr benutzen; denn 
ein reducirtes Dreieck dieser Art bedingt stets drei im Endlichen ge- 
legene Ecken. Die Vierecke entstehen daher simmtlich durch Zu- 
sammensetzung von Dreiecken mit unendlich fernen Eckpunkten. Hier 
sind drei Fille zu unterscheiden. Wir kénnen erstens zwei Dreiecke 
mit je einem unendlich fernen Punkt benutzen, zweitens ein Dreieck 
mit einem und ein Dreieck mit zwei unendlich fernen Punkten, und 
drittens zwei Dreiecke mit je zwei unendlich fernen Punkten. Zwei 
Dreiecke mit einem unendlich fernen Punkt kénnen nur so aneinander 
gelegt werden, dass die unendlichen Punkte nicht coincidiren; dadurch 


resp. 





S 
Fig. 30. Fig. 30a. 


entsteht ein Viereck, in dem die unendlichen Ecken gegeniiberliegende 
KEcken sind. (Fig. 30 und 30a)*). Die Winkel geniigen der Bedingung 


0<4A <4, 0<4,<4, 0<4,<1, 0<4, <1, 


a, + A, < 4, 

ihre Summe betriigt 22. 

Wird ein Dreieck mit einem unendlichen Punkt und ein Dreieck 
mit zwei unendlichen Punkten zusammengesetzt, so 
entsteht ein Viereck, in dem die unendlichen Eck- y» / 
punkte benachbarte Punkte sind. (Fig. 31). Die 
Zusammensetzung kann nimlich nur so erfolgen, dass 
zwei von einem endlichen nach einem unendlichen 
Eckpunkt laufende Seiten aufeinanderfallen. Die 
Winkelbedingung lautet: 


0<A, <2, 1<4,<5, 0<4, <1, 0<41,<2, aie 
ay + Ay <5, . 
die Summe der Winkel betriigt wieder 22, 











*) Vgl. die Anmerkung zu Figur 21, 
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Zwei Dreiecke mit je zwei unendlich fernen Punkten sind so 
zusammenzusetzen, dass die Seiten, die diese beiden Punkte verbinden, 
mit einander coincidiren. Die so entstehenden Vierecke 
stellen aber den namlichen Typus dar, wie die zuerst 
abgeleiteten Vierecke. (Fig. 32). Wir erhalten dem- 
nach: 

Es giebt eine Gattung von Vierecken mit zwei 
\ unendlich fernen Punkten; sie enthdlt zwei verschie- 
a dene Typen von Vierecken, die sich danach unter- 

. scheiden, ob die unendlich fernen LEckpunkte durch 
die im Endlichen liegenden Eckpunkte getrennt werden oder nicht. 

Vierecke mit drei unendlich fernen Eckpunkten kénnen sich augen- 
scheinlich nur durch Zusammensetzung von zwei Dreiecken mit zwei 

unendlich fernen Eckpunkten ergeben; die end- 
# lichen Ecken fallen zusammen. (Fig. 33) *). 
E =x Die Winkelbedingung lautet 








328,46, €6<4, 21, 6a, <4, 
0O< As < 4; 
die Winkelsumme betriigt 22. 
Der im Endlichen verbleibende Eckpunkt 
ve, ist daher nothwendig ein Windungspunkt. 
Der Typus des Vierecks ist genau derjenige 
des im Eingang von §1 betrachteten Polygons mit einem Windungs- 
punkt. Es folgt: 


Es giebt nur eine Gattung von Vierecken mit drei unendlich fernen 
Eckpunkten. 








Es ist klar, dass jedes n-Eck mit » — 1 unendlich fernen Eck- 
punkten vom nimlichen Typuas ist. 


§ 7. 
Polygone, die Windungspunkte im Innern enthalten. 


Es eriibrigt noch, die vorstehend abgeleiteten Sitze auf solche 
Polygone auszudehnen, die Windungspunkte in ihrem Innern ent- 
halten. Wir betrachten zu diesem Zweck zuniichst den einfachen Fall 
eines Polygons $$ mit durchaus endlichen Seiten, und ohne Flichen- 
durchgiinge, das in seinem Innern einen Windungspunkt erster Ordnung 
V besitzt. Ziehen wir von V eine geradlinige Transversale ¢ nach 
der Begrenzung des Polygons und denken uns die Polygonfliiche lings 
dieser Transversalen zerschnitten, so bleibt sie einfach zusammen- 


*) Vgl. die Anmerkung zu Figur 21, 
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hiingend, verwandelt sich aber in ein Polygon §§’, fiir das V jetzt ein 
KEckpunkt geworden ist. 

Ks ist einleuchtend, dass wir auf aihnliche Weise jedes Polygon §, 
das Windungspunkte in seinem Innern enthilt, in ein Polygon 3’ 
iiberfiihren kénnen, in dem alle Windungspunkte Eckpunkte geworden 
sind. Ist wieder V ein solcher Punkt, so ist nur noch zu untersuchen, ob 
es eine von V ausgehende Transversale giebt, welche die Begrenzung 
in allen Fallen bereits nach einem endlichen Verlauf treffen muss. Dies 
braucht nicht immer der Fall zu sein. Wie dem aber auch sei, so 
muss man immer von V aus einen aus endlichen Strecken bestehenden 
Linienzug ziehen kéunen, der schliesslich den Polygonumfang erreicht. 
Es kann daher jeder innere Windungspunkt von 38 mittelst eines gerad- 
linigen Linienzugs, der nur Strecken von endlicher Linge enthdlt, in 
einen Eckpunkt eines Polygons 3’ tibergefiihrt werden. Dies ist tibrigens 
stets so mdglich, dass der Linienzug in einer Ecke von $8 endigt. 

Nun sei die Anzahl der Ecken von $3, ferner seien V,,V,...V, 
die im Innern gelegenen Windungspunkte, w,', w,’,... 0, die zu- 
gehérigen Ordnungszahlen und 1,, /,...1, die Zahl der Strecken jedes 
Linienzuges. Wir nehmen an, dass diese Linienziige simmtlich in 
Ecken von $$ endigen, so wird das Polygon $B’ 


nn t 2h 
1 


Ecken haben. Fiir seine Winkelsumme S’z ergiebt sich daher 


S' = n+2 51-2425) 0 + 4p. 


Andrerseits ist die Winkelsumme von 33’ um 


2 (w; +1) +2 (;— 1} 4 
pSesrnssy 
grésser als diejenige von $$; daher folgt 


(IIT) D> 4=n—2—2>) w' + 25 v4 4p 


resp. 
(IIIa) De +2 >) wt 2D) w' =n—242> v4 4p. 

Die hier benutzte Auffassung, nach der das Polygon $$ mit inneren 
Windungspunkten als Polygon $8’ betrachtet wird, das Windungspunkte 
nur in den Ecken besitzt, ist fiir die functionentheoretischen Zwecke 
durchaus geeignet. Wenn niimlich die Functionentheorie zu Poly- 
gonen fiihrt, die innere Windungspunkte V besitzen, so ist es doch 
gerade fiir diejenigen Fragen, die von der Gestaltung des Polygons 
abhiingen, sehr niitzlich, das beziigliche Polygon morphologisch als 
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Polygon $8 aufzufassen, fiir das jeder Punkt V ein innerer Punkt ge- 
worden ist. Fiir diese Aufgaben ist es daher ausreichend, die Polygone 
¥$ mit inneren Windungspunkten in Polygone J’ zu verwandeln. Als- 
dann kénnen wir aber die in den vorstehenden Paragraphen abgeleiteten 
Satze auf die Polygone {§ ohne Weiteres iibertragen. Im Besondern 
folgt, dass das Polygon $$, wenn es selbst reducirt ist, aus m+ 27 — 2 
reducirten Dreiecken zusammengesetzt werden kann; man hat nur diese 
Dreiecke so zu wihlen, dass in den Eckpunkten, die innere Windungs- 
punkte werden sollen, die Winkel beziiglich den Werth 2w, x, 2w, x, ... 
erhalten. 

Die vorstehende Auffassung wird auch dadurch unterstiitzt, dass 
in die Winkelrelation die inneren Windungspunkte in gleicher Weise 
eingehen, wie diejenigen, die in den Ecken liegen. In der That 
kénnen auch die inneren Windungspunkte zu Reductionsprocessen be- 
nutzt werden: ein principieller Unterschied zwischen beiden Arten 
von Windungspunkten ist daher geometrisch nicht vorhanden. 


Gottingen, im October 1892, 



































Untersuchungen iiber die reellen Nullstellen der Integrale 
linearer Differentialgleichungen. 


Von 


Avotr Kyeser in Dorpat. 


Sturm und Liouville haben in den ersten drei Banden des 
Liouville’schen Journals eine Reihe nach Form und Inhalt hervor- 
ragender Abhandlungen iiber lineare Differentialgleichungen verdffent- 
licht, auf welche neuerdings mehrfach, besonders von den Herren 
Routh, Lord Rayleigh, Darboux, F. Klein hingewiesen worden 
ist. Die Tendenz dieser Arbeiten geht dahin, bei jedem reellen Integral 
einer linearen Differentialgleichung die in den physikalischen An- 
wendungen wichtigsten Eigenschaften, das Wachsen, Abnehmen und 
Verschwinden fiir reelle Werthe der unabhiingigen Variabeln, iiber- 
haupt die Gestalt der das Integral darstellenden Curve, ihre Aus- 
buchtungen, unendlichen Aeste u. s, w. zu studiren, ausgehend von 
der Differentialgleichung selbst, ohne den analytischen Charakter des 
Integrals, seinen Ausdruck durch bekannte Functionen, Reihen oder 
Quadraturen kennen zu miissen. In dhnlicher Richtung bewegen sich 
die auf den folgenden Blittern verdffentlichten Untersuchungen; sie 
beziehen sich hauptsichlich auf die bei vielen Problemen der mathe- 
matischen Physik auftretende Frage, ob die Integrale einer linearen 
Differentialgleichung fiir unbegrenzt wachsende positive Werthe des 
Arguments unendlich oft verschwinden kénnen oder nicht; ob also 
der eine oder andere der beiden Fille eintritt, welche bei Differential- 
gleichungen mit constanten Coefficienten den reellen und den ima- 
giniiren Wurzeln einer gewissen algebraischen Gleichung entsprechen. 

Es gelingt, diese Frage fiir einige sehr allgemeine Categorien von 
linearen Differentialgleichungen vollstindig zu erledigen. 


I. 

1. Es handelt sich im Folgenden wesentlich um Functionen eines 
reellen Arguments z Hat eine solche Function F(x) fiir alle end- 
lichen Werthe von 2, die eine gewisse positive Grenze tiberschreiten, 
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irgend welche EHigenschaften, so sagen wir, sie habe dieselben fiir 
grosse Werthe von x. Nihert sich die Function bei unbegrenzt 
wachsenden Werthen von 2 einer bestimmten endlichen oder unend- 
lichen Grenze, so bezeichnen wir diese einfach durch lim F(x), wihrend 
andere Grenzwerthe durch Angabe der Aenderung von «, der sie ent- 
sprechen, von dem fiir = + co zu bildenden unterschieden werden. 
Tritt die Bezeichnung lim F(x) in einer Relation neu auf, so sei 
damit implicite die Existenz eines Grenzwerthes von F(x) fiir c= --0o 
behauptet. 

Dies festgesetzt, kénnen wir zwei elementare Sitze der Infinite- 
simalrechnung, welche das Hauptinstrument der zuniichst durchzu- 
fiihrenden Untersuchungen bilden, in folgender Weise formuliren: 


(A) Wenn fiir grosse Werthe von « die Function F(a”) sammt 
ihrer Ableitung F(x) endlich und stetig und letztere ent- 
weder grésser als eine positive oder kleiner als eine nega- 
tive Constante bleibt, so ist entsprechend beiden Fiillen 
lim F'(a@) = + oo. 

(B) Sind die Functionen F(x) und G(x) fiir grosse Werthe 
von x endlich und stetig, existiren ferner die Grenzwerthe 
lim F(x), lim G(a) und wird der Fall ausgeschlossen, dass 
von ihnen der eine = 0, der andere = -+ 00 ist, so be- 
steht die Gleichung 


lim F(z). lim G(a) = lim (F(z) G(x). 


2. Es sei nun eine lineare binomische Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gegeben: 
(1) y” + yf(z) =9, 
in welcher die Function (7) sowie das Integral y sammt seinen ersten 
beiden Ableitungen fiir grosse Werthe von « endlich und stetig sein 
mégen. Dann kénnen zwei Fille eintreten; entweder ist die Function y 
fiir grosse Werthe des Arguments 2 von Null verschieden, oder sie 
verschwindet fiir eine unendliche Reihe unbegrenzt wachsender posi- 
tiver Werthe von x; im letzteren Falle nennen wir sie oscillatorisch. 
Reducirt sich speciell f(a”) auf eine Constante c, so sind bekanntlich 
die Integrale der Gleichung (1) oscillatorisch oder nicht, je nachdem ¢ 
positiv oder negativ ist. Man kann aber auch — und das ist unser 
niichstes Ziel — ein Criterium fiir das Auftreten oscillatorischer oder 
nicht oscillatorischer Integrale bei der allgemeinen Differentialgleichung 
(1) ableiten. 

Zuniichst werde angenommen, die Function f(x) convergire fiir 
x = -+ oo gegen einen endlichen oder unendlichen Grenzwerth 


(2) lim f(x) > 0; 
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wire dann irgend ein Integral y nicht oscillatorisch, also fiir grosse 
Werthe von x von constantem, etwa dem positiven Zeichen, so ergibe 
die Differentialgleichung (1) fiir grosse Werthe von x 
(3) y” <0. 
Fiir die erste Ableitung y’ sind offenbar nur zwei Fille méglich: 
a) es giebt beliebig grosse Werthe von z, fiir welche y’ < 0, oder 
b) fiir grosse Werthe von ~ ist stets y’ > 0. 

Im Falle a) wiirde sich aus der Ungleichung (3) ergeben, dass 
die Function y’ bestindig abnehmen, also fiir grosse Werthe von z 
iiberhaupt negativ und kleiner als eine gewisse negative Grésse bleiben 
muss, Dann wiire aber dem Satze (A) zufolge 


lim y = — oo, 
was der iiber das Vorzeichen der Grésse y gemachten Voraussetzung 
widerspricht. 
Im -Falle b) wiirde dagegen die Function y fir grosse Werthe 
von # niemals abnehmen kénnen; also existirte ein Grenzwerth 
lim y > 0. 
Hieraus und aus der Ungleichung (2) wiirde aber nach dem Satze (B) 
folgen 
lim (y f(a)) >0, limy” <0, 
also mit zweimaliger Benutzung des Satzes (A) 
lmy’=—oo, limy=—o, 
was wiederum der fiir y eingefiihrten Voraussetzung widerspricht. 
Aus der Annahme, ein Integral der gegebenen Gleichung sei nicht 
oscillatorisch, ergiebt sich also ein Widerspruch, und man hat das 
folgende erste Resultat. 
Ist die Function f(a) fiir grosse Werthe von x endlich und stetig 
und ist on f(x) >90, so ist jedes fiir grosse Werthe von x endliche 


und phos seinen ersten beiden Ableitungen stetige Integral der Diffe- 
rentialgleichung ; 
y” + yf(@) =0 


oscillatorisch, d.h. es verschwindet fiir eine Reihe unedhliger positiver 
unbegrenet wachsender Werthe von x. 


3. Als Beispiel zur Anwendung dieses Satzes betrachten wir die 
Bessel’sche Transcendente J,(x), welche der Differentialgleichung 
ad, = aJ,, ne 
ete 44-S)n—0 
geniigt; dabei kann »? eine beliebige reelle Constante sein. Die Grosse 
y =Jd,(”)Vax ist dann Integral der Gleichung 
27* 
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y+ (14+) y=0, 


a 


auf welche offenbar das in Nr. 2 erhaltene Resultat angewandt werden 
kann, da die Ungleichung 


lim (1+ +=#") > 0 


besteht. Die Gréssen y und J,(x) verschwinden also fiir unzihlige 
und beliebig grosse positive Werthe des Arguments 2. 

Fiir diese Thatsache findet sich beiliiufig bemerkt in der von 
Hattendorff besorgten Ausgabe der Vorlesungen Riemann’s tiber 
partielle Differentialgleichungen S. 267 ein offenbar mangelhafter Be- 
weis; die ihm urspriinglich zu Grunde liegende strenge Argumentation 
Riemann’s diirfte der in Nr. 2 durchgefiihrten sehr ihnlich sein. 

4. Um nun die Differentialgleichung (1) fiir weitere, in Nr. 2 
nicht erledigte Fiille auf den oscillatorischen Charakter ihrer Integrale 
hin zu untersuchen, sei jetzt fiir «> & 


(4) f(a) < 9, 

und die Functionen f(x), y, y’, y” endlich und stetig; dann haben 

fiir den angegebenen Werthbereich der Variabeln x die Gréssen y und 

y” zufolge der Differentialgleichung (1) gleiche Zeichen; es sei etwa 

fir «=—& 

(5) y>O, y">0, y' 20. 

Betreffs der Grésse y’ sind hier wiederum zwei Fille zu unterscheiden. 
a) Hat man fiir e—€ die Ungleichung y’=—0, so muss den 

Relationen (5) zufolge die Function y’ zuniichst wachsen, wenn man 

z vom Werthe € ab wachsen liisst; es kann also eine Urésse §, > & 

so bestimmt werden, dass fiir alle der Ungleichung 

geniigenden Werthe von x die Grésse y’ positiv ist, also die Grosse y 

wiichst mit wachsenden Werthen des Arguments. Fiir 2 = &, sind 

daher beide Gréssen y, y’ jedenfalls. positiv, sodass fiir diesen Argu- 

mentwerth dieselben Schliisse gemacht werden kénnen wie fiir §. Von 

—, ausgehend kann man in entsprechender Weise einen Werth & > &, 

bestimmen, fiir den ebenfalls noch y und y’ positive Gréssen sind, 


und so kann man beliebig weit fortfahren. Die Reihe der zunehmenden 
Groéssen 


(6) gé<§& <&<&<--:: 


kann aber gegen keinen endlichen Grenzwerth » convergiren; denn 
dann miissten die Functionen y und y’ fiir alle der Ungleichung 


E<a<y 
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geniigenden Werthe von 2 positiv sein und, da auch die zweite Ab- 
leitung y” positiv wiire, wachsen mit wachsenden Werthen von 2; sie 
wiiren also zufolge ihrer Stetigkeit auch positiv fir « = y, sodass fiir 
diesen Werth dieselben Schliisse giiltig wiiren wie fir — Die Reihe 
(6) kénnte also zu Werthen, die grésser als sind, fortgesetzt werden. 
Damit ist gezeigt, dass die Functionen y und y’ fiir beliebig grosse 
Werthe von @ positiv sind und mit dem Argument 2 zunehmen, 

b) Nimmt man zweitens an, fiir c= £€ sei y’ <0, so kénnen 
die Gréssen y und y’ entweder ftir alle Werthe x > & von Null ver- 
schieden bleiben oder nicht. In letzterem Faile kann erstens eine der 
Gréssen, wenn man 2% von &€ an wachsen lisst, zuerst allein ver- 
schwinden etwa fiir «= §); sie muss dann ihr Zeichen wechseln, da 
dies fiir y evident ist, fiir y’ aber daraus folgt, dass mit y auch y” 
von Null verschieden sein muss, Fiir Werthe von x, die hinreichend 
wenig von § verschieden und grésser als & sind, hitte man eine der 
beiden Méglichkeiten 


(7) y <0, y <0, y’ <0, 


y>90, y >90, y” >0, 


von denen die zweite direct, die erste bei Betrachtung des Integrals 
— y auf den Fall a) zuriickfiihrt, indem man &) an Stelle von & setzt. 
Zweitens aber kénnten die Gréssen y und y’ zugleich verschwinden; 
wenn dann die Grésse y ihr Zeichen nicht wechselte, so giilte vermége 
der Differentialgleichung dasselbe von y”, also. miisste die erste Ab- 
leitung den Sinn ihrer Aenderung, ihre Zunahme oder Abnahme bei- 
behalten, also ihr Zeichen wechseln. Wenn dagegen bei y ein Zeichen- 
wechsel eintriite, so miisste dasselbe fiir y” gelten, also miisste die 
Grésse y’ den Sinn ihrer Aenderung wechseln, also ihr Zeichen bei- 
behalten. Jedenfalls sieht man, dass nur eine der Gréssen y und y’ 
ihr Zeichen wechselt, dass man also auch hier auf eine der Combi- 
nationen (7) und damit auf den Fal] a) zuriickkommt. Da nun bei 
diesem beide Functionen y und y’ von einem gewissen Werthe des 
Arguments ab positiv bleiben, erstere also wiichst, so ist folgender 
Satz bewiesen. 


Wenn die Function f(x) fiir grosse Werthe von x endlich, stetig 
und negativ ist, so hat die Differentialgleichung 


y” + yf(x)=0 


kein oscillatorisches Integral; jedes Integral, welches fiir grosse Werthe 
von x sammt seinen ersten beiden Ableitungen endlich wnd _stetig 
ist, muss von einem gewissen positiven Werthe von x ab ent- 
weder bestéindig wachsen und positiv, oder bestindig abnehmen wnd 
negativ sein. 
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Man iibersieht leicht, dass dasselbe gilt fiir die Integrale der 
Differentialgleichung 


a (9(@) $4) + vf@ =, 


wenn g(x) eine beliebige fiir grosse Werthe von x endliche, stetige 
und positive Function bedeutet. 


Il. 


5. Neue Methoden sind erforderlich, um die Differentialyleichung 
(1) auch im Falle 
lim f(x) = 0 
auf den oscillatorischen Charakter ihrer Integrale hin untersuchen zu 
kénnen. Zu diesem Zwecke verbinden wir unsre Resultate mit einem 
bekannten Theorem von Sturm (Liouville’s Journal Bd. I, 8. 125), 
welches fiir unsre Zwecke am passendsten in folgender Weise formulirt 
werden kann. 
In den Differentialgleichungen 

(8) y" +yp(%)=90, #2” + 2¥(z) = 0 

seien die Functionen g(#) und y(a%) sowie die Integrale y 

und z¢ sammt ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung 


fiir irgend ein Werthintervall der Variabeln x endlich und 
stetig, und es bestehe fiir dieses Intervall die Ungleichung 
(9) p(x) S v(2). 
Dann liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen 
%, und 2, der Function y, welche dem Intervall angehéren, 
mindestens eine Nullstelle der Function z. 

Den einfachsten Beweis dieses Theorems giebt eine schon von Sturm 


und seitdem vielfach benutzte Formel, welche aus den Gleichungen (8) 
unmittelbar folgt: 


y"2—2"y =y2z(v(~) — 9(2)), 


(10) ss 
[y’e — 2’y]e =fys (¥(2) _ 9 (x)) daz. 


Die Function y hat nimlich im Intervall z,... 2, ein constantes 
Zeichen, etwa das positive; ware die Behauptung nicht richtig, so 
hatte in diesem Intervall auch die Grésse z ein constantes Zeichen, 
etwa auch das positive, da fiir unsere Betrachtungen beide Integrale 
+ 4 offenbar gleichwerthig sind. Die rechte Seite der Gleichung (10) 
ist dann wegen der Ungleichung (9) sicher positiv. Andrerseits ist 
die Grosse y’ fiir «= x nicht negativ, fiir = x, nicht positiv, da 
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die Function y fiir ersteren Argumentwerth wichst, fiir letzteren ab- 
nimmt; die linke Seite der Gleichung (10) ist also sicher richt positiv. 
Damit hat die Annahme, unser Satz sei unrichtig, zu einem Wider- 
spruch gefiihrt. 

Der Gebrauch, der von dem Sturm’schen Theorem fiir unsre 
Fragen zu machen: ist, liegt auf der Hand: gilt die Ungleichung (9) 
iiberhaupt fiir grosse Werthe von x und weiss man, dass ein Integral 
der ersten Differentialgleichung (8) sich oscillatorisch verhilt, so gilt 
dasselbe von jedem Integral der zweiten Gleichung. Hat man »(z) = (2), 
so folgt der ebenfalls von Sturm aufgestellte Satz, dass die Nullstellen 
zweier Integrale einer Differentialgleichung von der Form (8) einander 
trennen, und dass alle Integrale oscillatorisch sind, wenn dies von 
einem einzigen gilt. 

6. Schon bei Sturm finden sich derartige Vergleichungen zu 
untersuchender Differentialgleichungen mit bekannten, besonders mit 
der Differentialgleichung, deren Coefficienten constant sind. Nach 
dieser Methode hatte man auch den in Nr. 2 aufgestellten Satz be- 
weisen kénnen. Die Differentialgleichung mit constanten Coefficienten 
versagt aber im Falle lim f(x) = 0. Hier ist es zweckmiissig, etwa 
die Differentialgleichung 


y"+ay=0 
zur Vergleichung heranzuziehen, in welcher a eine reelle Constante 
ist. Ein Integral derselben ist eine Potenz von 2 mit reellem oder 
complexem Exponenten, je nachdem a < + oder a > + In letzterem 


Falle ist der reelle Theil der Potenz ein, wie man leicht sieht, 
oscillatorisches Integral der Differentialgleichung; denselben Charakter 
hat dann also nach Nr. 5 jedes andere Integral derselben. 

Nun sei in der Differentialgleichung 


(1) y” + yf(@) =0 
f(x) eine fiir grosse Werthe von a endliche stetige und positive 


Function, welche fiir « = + oo den Grenzwerth Null besitzt. Nimmt 
man speciell an, es sei 


(11) lim (a? f (2)) > a 
so wihle man die positive Zahl d so klein, dass auch die Ungleichung 
(12) lim (a? f(x)) > ++ 


besteht; alsdann hat die Differentialgleichung 


+ ZG+a—0 
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nur oscillatorische Integrale. Da nun zufolge der Relation (12) fiir 
grosse Werthe von x die Ungleichung 


f(x) > = i+) 


besteht, so. folgt, dass auch die Differentialgleichung (1) unter der 
Annahme (11) nur oscillatorische Integrale besitzt. 
Nimmt man dagegen an, es sei 
lim a? f(2) <<, 
so ist fiir grosse Werthe von x 
(13) f(x) < aia 


die Differentialgleichung (1) kann also nach Nr. 5 kein oscillatorisches 
Integral besitzen, da sonst dasselbe von der Differentialgleichung 


oo 1 
+aary=9 


gelten miisste, deren Integral y= )/x nicht oscillatorisch ist. Eben- 
sowenig kann die Gleichung (1) ein oscillatorisches Integral besitzen, 
wenn 


, 1 
lim 2? f(z) = +, 
dabei aber fiir grosse Werthe von x die Relation (13) besteht. 

7. In erweiterter Gestalt kann man die erhaltenen Resultate dar- 
stellen, weun man davon ausgeht, dass die beliebige Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 
(14) y” + Py’ + Qy=0 


vermittelst der Substitution 


SSPaz 
e=ye 


iibergefiihrt werden kann in die binomische Gleichung 
s” +2(Q— = Pp — +P) —0, 


welche unter die bisher behandelte Gleichung (1) subsumirt werden 
kann, wenn P, Q, P’ stetige Functionen von 2 sind fiir grosse Werthe 
dieser Variabeln. fiir solche Werthe verschwindet dann der Quotient 
y:2 sicher uicht, sodass oberhalb einer gewissen Grenze die Null- 
stellen der Functionen y und ¢ dieselben sind. Man erhalt demnach 
aus den in Nr. 6 erhaltenen Resultaten folgenden Satz: 

Sind P,Q, LP’ fiir grosse Werthe von x stetige und endliche Func- 
tionen dieser Variabeln, ist ferner y ein sammt seinen ersten beiden 
Ableitungen fiir grosse Werthe von x endliches und stetiges Integral der 
Differentialgleichung 

y” + Py’ + Qy=0, 
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so ist dasselbe oscillatorisch, wenn 


: —~i ps pr, = 
SIG - 2 F— Ts 
d. h. es verschwindet dann fiir eine Reihe unbegrenzt wachsender posi- 
tiver Werthe von x; dagegen ist das Integral y nicht oscillatorisch , wenn 
i —~tpi_i pis i 
Jim ((@ 2 P z Pye) <4, 
ebenso wenn 


2=+o 


; ‘2 ee 1 
lim ((@ —~5P— 7 P) a?) =i, 
dabei aber fiir grosse Werthe von x die Ungleichung 


ip 1 
Q—-ip—ipet 
besteht. 

Offenbar gewiihrt dieser Satz nach einer leichten Transformation 
Auskunft auch tiber das Verhalten der Integrale der Gleichung (14) 
in der Umgebung irgend einer reellen singuliren Stelle x. Denn 
fiihrt man als neue unabhiingige Variable die Grosse 





1 
+t=>4. 
ein, so entsprechen grossen positiven Werthen von ¢ die auf der einen 
oder andern Seite von x, liegenden, wenig von dieser Grdésse ver- 
schiedenen Werthe von a Wendet man also unsern Satz zuniichst 
auf die Differentialgleichung an, welche aus der Gleichung (14) durch 
Kinfiihrung der unabhingigen Variabeln ¢ hervorgeht und kehrt dann 
zur Variabeln 2 zuriick, so erkennt man das Verhalten des Integrals y 
in der Umgebung des Werthes 2, sobald ein gewisser aus den Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung und ihren Ableitungen gebildeter Aus- 
druck fiir alle von 2, hinreichend wenig verschiedenen Werthe der 
Variabeln « entweder stets grésser oder stets kleiner ist als die Grosse 


; (« — a). Im ersten Falle verschwindet jedes Integral fiir unzahlige 


reelle Werthe des Arguments «, die von x, beliebig wenig verschieden 
sind, im zweiten Falle tritt dies nicht ein. 

Sind die Coefficienten der Differentialgleichung (14) analytische 
Funectionen und zeigen ihre Integrale in der Umgebung der singuliren 
Stelle ein ,,regulires“ Verhalten, sodass sie sich in der aus der Theorie 
des Herrn Fuchs bekannten Weise durch Potenzen von # — 2, und 
lg(a — a) ausdriicken lassen, so tritt der erste der obigen beiden 
Fille ein bei complexen, der zweite bei reellen Wurzeln der _,,deter- 
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minirenden Fundamentalgleichung“, welche zur singuliren Stelle 2, 


gehért. Man kann an diesem Specialfalle leicht die erhaltenen all- 
gemeinen Sitze bestiitigen. 


Ill. 


8. Die im vorigen Abschnitt benutzte Methode von Sturm kann 
allem Anschein nach auf Differentialgleichungen von héherer als der 
zweiten Ordnung nicht ausgedehnt werden; wohl aber gilt dies von 
den in Nr. 2 durchgefiihrten Entwicklungen. 


Es sei zuniichst eine binomische Differentialgleichung beliebiger 
Ordnung gegeben, 


(15) y + y Se) =0, 
bei welcher aihnliche Voraussetzungen gemacht werden mégen wie im 
Abschnitt I fir den Fall m2; die Function f(x), das Integral y 
und seine ersten » Ableitungen seien fiir grosse Werthe von x endlich 
und stetig, und es sei 
(16) lim f(x) > 0, 
wobei der Grenzwerth links endlich oder unendlieh sein kann. Dann 
stellen wir, aihnlich wie im Abschnitt I, die Frage, ob die gegebene 
Differentialgleichung ein nicht oscillatorisches Integral besitzen kann. 

Ein solches Integral y sei etwa fiir grosse Werthe von «x positiv, 
sodass oberhalb einer gewissen positiven Grenze keine Nullstellen 
desselben mehr vorkommen. Dann besteht zufolge der Differential- 
gleichung (15) und der Voraussetzung (16) fiir grosse Werthe von z 
die Ungleichung 
(17) y™ <0. 
Giibe es nun beliebig grosse Werthe von «z, fiir welche die Grésse 
y”—» negativ wire, so miisste dieselbe, da sie wegen der Relation (17) 
fiir grosse Werthe von « bestindig abnimmt, gegen einen negativen 
endlichen oder unendlichen Grenzwerth convergiren: 

lim y*"—) < 0. 
Dann ergiibe sich aber durch mehrmalige Anwendung des Satzes (A) 
sofort 
lim y@*—*) <= lim y(*—) = .-- = lim y’ = lim y = — on, 

was der fiir y eingefiihrten Voraussetzung widerspricht. Damit ist 
gezeigt, dass fiir grosse Werthe von «x die Ungleichung 
(18) yr) > 0 
besteht. Wegen der Relation (17) folgt hieraus, dass die Grésse y"—") 
sich bestiindig abnehmend einer nicht negativen Grenze fiir « = + oo 
annahern muss. Wiire dieselbe positiv, so ergiibe sich durch mehr- 
malige Benutzung des Satzes (A) 


























Ueber die Nullstellen der Integrale linearer Differentialgleichungen. 419 


lim y—® == lim y*—) =... = lim y = + 00, 
also wegen der Relation (16) und der Gleichung (15) nach dem Satze (B) 
lim y™ == — oo; 
daraus wiirde abermals nach dem Satze (A) folgen 
lim y*-) <= — oo, 
was aber der Relation (18) widerspricht. Somit ergiebt sich 
(19) lim y@—) = 0, 


9. Angenommen nun, man hitte statt der Relationen (18) und 
(19) die allgemeineren 


(20) 2°, 
(21) limy®=0, O<k<n—1, 
deren erste fiir grosse Werthe von @ gilt, so kann man 4&hnliche 
Relationen mit dem Index k —1 ableiten. Wire noch fiir beliebig 
grosse Werthe von 2 die Ungleichung 

y®) > 0 
moéglich, so ergiibe sich aus der Relation (20) 

lim y*-) > 0, 
und hieraus nach dem Satze (A) 
lim y*-®) == lim y@-5) ==... = lim y = + 00, 


also zufolge der Differentialgleichung (15), der Ungleichung (16) und 
dem Satze (B) 


lim y™) == — oo, 
und durch mehrmalige Anwendung des Satzes (A) 
lim y—) == lim y®) = ..- = lim y) = — o, 

was der Relation (20) widerspricht. Damit ist gezeigt, dass fiir grosse 
Werthe von x immer 
(22) yD <0. 

Jetzt berticksichtige man, dass die Grésse y*— fiir grosse Werthe 
von # niemals abnehmen kann wegen der Ungleichung (20); es existirt 


also ein nicht positiver Grenzwerth lim y*-», Wire derselbe negativ, 
so ergibe der Satz (A) 


lim y@®) = lim y@-9 =... = limy = — 00, 


was der fiir das Vorzeichen der Grésse y getroffenen Voraussetzung 
widerspricht; also folgt 
(23) lim y#@—) == 0. 


Aus den Formeln (20) und (21) sind also die ahnlichen (22) und (23) 
abzuleiten. In derselben Weise wiirde man aus der Annahme 


y® < 0, lim y) = 0 
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schliessen kénnen 
yt >0, lim y* = 0, 
wobei die Ungleichungen nur fiir grosse Werthe von x zu nehmen sind. 
10. Da nun die Formeln (20) und (21) fir k =» —1 in Nr. 8 
bewiesen sind, so ergiebt die wiederholte Anwendung der in Nr. 9 
erhaltenen Resultate folgende Relationen 


(24) lim y—) = lim y*~) =... =limy’ = limy = 0, 
(25) ran Fan ee 
letztere fiir grosse Werthe von x mit bestiindiger Abwechslung der 
Zeichen 2. Welches dieser Zeichen in der letzten, y enthaltenden 
Formel (25) auftritt, hiingt offenbar nur davon ab, ob n eine gerade 
oder ungerade Zahl ist; im ersteren Falle hitte man 
y" <0, y 20, yO, 

was unsrer Voraussetzung widerspricht, dass fiir grosse Werthe von x 
die Grésse y positiv sein sollte. Ist also m eine gerade Zahl, so kann 
die Differentialgleichung (15) nur oscillatorische Integrale besitzen, da 
die Annahme, es existire ein nicht oscillatorisches, auf einen Wider- 
spruch gefiihrt hat. 

Die hiermit erhaltenen Ergebnisse formuliren wir in folgendem 
Theorem. 


Wenn die Function f(x) fiir grosse*Werthe von x endlich und 
stetig ist und die Ungleichung 
lim f(~) > 0 
r=+o0 


besteht, so hat die Differentialgleichung 
y+ y f(z) =0 


bei geraden Werthen von n nur oscillatorische Integrale d. h. jedes 
sammt seinen ersten n Ableitungen fiir grosse Werthe von x endliche 
und stetige Integral muss noch oberhalb jeder positiven Grenze Null- 
stellen besitzen. 

Ist n eine ungerade Zahl und das Integral y nicht oscillatorisch, 
so bestehen die Gleichungen 


lim y™ = lim y*—) =... =— lim y’ = lim y = 0 
z=+o rao 2=+@ z=+o 
und fiir grosse Werthe von x sind die Gréssen y, y’,... y"—, y 


abwechselnd bestiindig positiv und bestindig negativ. 


IV. 


11. Das erhaltene Resultat kann nach verschiedenen Richtungen 
hin verallgemeinert werden. Wir betrachten zuniichst statt der bino- 
mischen die Differentialgleichung 











n) 
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ie E te {os fa (ms es ae (a oe -)] + yf(x) = 9, 


welche genauer in folgender Weise definirt wird. Man setze fiir jeden 
Werth von k 


; ay, 
Y; = 9x (2) ——s (k = 1, 2, soe NM 1) 
ferner 
ay, 
Y,=¥Y, Y,=——, 


dann lautet die gegebene Gleichung 

(26) ¥, + y f(a) =0; 

dabei seien f(a), g,(@), go(@), .- ~ Gn-i(v) fiir grosse Werthe des 
Arguments endliche und stetige Functionen von 2. Dann lassen 
sich die Entwicklungen des vorigen Abschnitts auf die Gleichung (26) 


im Wesentlichen iibertragen, wenn man folgende Voraussetzungen 
einfiihrt : 


(27) lim f(z)>0, lim—-—>0,, b=1,2,... m—1). 
9;,(&) 

Wire namlich y ein nicht oscillatorisches, etwa fiir grosse Werthe 
von x stets positives Integral, von dem wir ferner annehmen, es sei 
sammt seinen ersten » Ableitungen fiir grosse Werthe von a endlich 
und stetig, so wire der Differentialgleichung (26) zufolge die Grosse 


dyY 
Y, oder, was dasselbe ist, — aa fiir grosse Werthe von 2 stets 


negativ, sodass fiir diese Werthe Y,_; eine stets abnehmende Function 
ist. Kénnte dieselbe nun oberhalb jeder positiven Grenze noch negativ 
werden, so hatte man lim Y,_; < 0 oder 


lim }gn-1() bs na !<0, 


woraus nach einer der Formeln (27) und dem Satze (B) folgen wiirde 


e 1 4 ay,» eee 
lim rar lim {gn (2) — <0, lim ogee ee 
Hieraus ergiibe sich nach dem Satze (A) 
' : , @F,, 
lim Y,-2 = — oo = lim \gu-2(2) aa : 
dann abermals nach dem Satze (B) und einer Formel (27) 
; t ' dy, . a 
lim ne’ lim {gn—2(2) a = lim- ae =, 


und nach dem Satze (A) 
lim : =—=— oO. 
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So fortschliessend erhielte man die Gleichungen 
lim Y,-2 = lim Y,-3 =---+-=lim Y, = lim Y, = limy = — w, 

was aber der fiir das Zeichen der Grésse y getroffenen Festsetzung 
widerspricht, Fiir grosse Werthe von z ist also nothwendig 
(28) Y,—1 > 0. 

12. Weiss man allgemeiner, dass fiir grosse Werthe von x die 
Ungleichung 
(29) ¥,>0 
besteht, so kann man eine entsprechende Formel fiir Y,_, ableiten. 
Kénnte diese Grosse nimlich oberhalb jeder positiven Grenze noch 
positive Werthe annehmen, so miisste sie wegen der Gleichung 


dY,4 Y, 


— da 9(@) 


und der Formel (29) bestiindig zunehmen oder doch nicht abnehmen 
fiir grosse Werthe von 2, woraus sich ergeben wiirde 


‘ , ay, 
lim Y¥,1>0, lim }gx—1(2) 3} “5 O, 
Hieraus kénnte man genau so wie bei der entsprechenden Entwicklung 


in Nr. 11 vermittelst der Formeln (27) und der Siitze (A) und (B) 
schliessen : 


lim Yi-3 = lim Yi-3 = -+ == lim Y, =lmy=+o, 


also wegen der Differentialgleichung (26) 


n—l 


ay, 
lim Y, = lim — 
dz 





=—=-— 6O, 


was aber wegen des Satzes (A) mit der Formel (28) nicht zu verein- 
baren ist. Fiir grosse Werthe von 2 besteht demnach die Ungleichung 
(30) Yr <0 
bei Annahme der Formel (29). 
Weiss .man andrerseits, dass fiir grosse Werthe von x die Formel 
¥,<0 
besteht, so wiirde sich fiir dieselben Werthe des Arguments ergeben 
Yi-1 > O 
in derselben Weise, wie die Formel (30) aus der Formel (29) ab- 
geleitet wurde. Da nun letztere fir k= n—1 in Nr. 11 bewiesen 
ist, so sind die Gréssen 
Yn, Yo-1,... Y,, Ygmy 
fiir grosse Werthe von x abwechselnd bestiindig negativ und bestindig 
positiv; bei geraden Werthen der Zahl n hiitten also die Gréssen Y, 
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und y dasselbe Zeichen, was offenbar der Differentialgleichung (26) 

widerspricht. Dasomit die Annahme, es existire ein nicht oscillatorisches 

Integral der Differentialgleichung (26), auf einen Widerspruch gefiihrt 

hat, so kann man das in Nr. 10 aufgestellte Theorem dahin erweitern, 
dass auch die Differentialgleichung n‘ Ordnung 


dis [1(@) de ty,-a(2) de (de (1) G2) )}] + 97@ =0 


bei der Vorausseteung 





. , 1 — ne 
mS ” °, Fon 8 9, (#) tie Gum's, B® 5) 
nur oscillatorische Integrale besitzt, wenn n eine gerade Zahl ist. 
Auch der auf ungerade Werthe von » beziigliche Theil des citirten 


Theorems kann leicht auf den soeben behandelten allgemeineren Fall 
ausgedehnt werden. 


13. Eine noch weitere Verallgemeinerung, auf die nur eben hin- 
gewiesen werden mdge, ergiebt sich unmittelbar, wenn man beachtet, 
dass in den Nrn. 11 und 12 die lineare Form der gegebenen Differen- 
tialgleichung nur dazu dient, zu zeigen, dass fiir grosse Werthe von 
% ein positiver oder negativer Werth von y einen negativen bezw. 
positiven Werth von Y, ergiebt, und dass einem fiir 2 —=-+ oo 
unbegrenzt wachsenden Werthe der Grésse y ein ebensolcher der 
Grosse Y, entspricht. Auf Differentialgleichungen, bei welchen diese 
Beziehungen zwischen y und Y, erhalten bleiben, kann man demnach 
die obigen Entwicklungen tibertragen, z. B. auf die Gleichung 


Yn + ofi(@) + yhr(2) + yf(@) +--+ = 0, 


in welcher die Functionen /,(x), f,(%), ... denselben Bedingungen 
unterworfen sind wie oben f(a”), und Y, wie bisher definirt ist. 


14. Hine andere Erweiterung des Satzes in Nr. 12 ergiebt die 
einfache Substitution 
c=, A>O. 


Fiihrt man die Variable ¢ in die Gréssen y, Y ein, so erhilt man 
folgende Gleichungen: 


1 d 
Y,= a” @)e- , 


ay, 
Y; = Gk (t) fi-4 — es ’ 


‘ aY,_ 
Y, —_— 1 ~ > 


Y, +f) =0. 


Setzi man also allgemein 
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nO) =T HP), APL) = ot) 


so hat man das Gleichungssystem 





d dY,_ 
Y,—1(@3, Yi = » (8) 4 ~, (kK=1, 2,...m—1) 
und die Differentialgleichung 
et... 
(31) —a + ye) =9, 


in einer Form, die aus der Gleichung (26) hervorgeht, indem man 
nur die Zeichen x, g, f durch ¢, y,  ersetzt. Fiir die Differential- 
gleichung (30) gilt also das Theorem in Nr. 12, wenn die Functionen 


y, » fiir grosse Werthe von ¢ stetig sind, und folgende Ungleichungen 
bestehen : 


(32) lim g(f)>0, lim —1+->0, k=1,2,...n—1. 
t=-+-@ tatoo 7z(e) 

15, Diesen Bedingungen wird geniigt, sobald die Functionen f, g 
dieselben Stetigkeitseigenschaften haben wie bisher, den Beschrinkungen 
(27) aber nicht in vollem Umfange unterworfen sind. Statt dieser 
fiihren wir folgende allgemeinere Relationen ein: 


a* 
j@ > *20, Be >O. 


Dann besteht offenbar die Gleichung 


lim (2 f(x)) > 0, lim 


4-1 
r-1 ha * 


° 1 ‘ 
lim — = | =m ——~ 
t=+o 9, (%) 


im ——,. 

t=to%l) t+ g,( tH) 

wobei fiir die Potenz mit gebrochenem Exponenten natiirlich ihr reeller 
Werth zu nehmen ist; die Bedingungsgleichung 


i 1 
™ sa > ° 


ist also dann und nur dann erfiillt, wenn 
(33) -—* > hr. 
Ebenso hat man 
lim g(t) = lim A#"' f(#) > 0, 
t=+o t=+o 
sobald die Ungleichung 
(34) SSS mn 
besteht. 
Aus den Formeln (33) und (34) folgt zuniichst, dass « und /; 
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- positive echte Briiche sein miissen; sind sie als solche beliebig gegeben, 
so kann eine positive Grésse 4 so bestimmt werden, dass die genannten 
beiden Ungleichungen bestehen; dazu geniigt es, dass der reciproke 
Werth 1:4 kleiner sei als die kleinste der Differenzen 1— a, 1— p. 
Ist die Grésse 4 in dieser Weise bestimmt, so bestehen die Unglei- 
chungen (32), und die Differentialgleichung (31) hat nach Nr. 12 nur 
oscillatorische Integrale. Dasselbe gilt dann von der Gleichung (26), 
durch deren Transformation die Gleichung (31) erhalten wurde. Damit 
ist das folgende gegeniiber Nr. 12 allgemeinere Theorem bewiesen: 
Sind in der linearen Differentialgleichung n” Ordnung 


l d d d d 
is [90 (%) ae {gn—»(2) =— (--- da (M1 @) z) ~)] +yf(%)=90 
die Functionen f, g fiir grosse Werthe von x endlich stetig und positiv, 
ist n eine gerade Zahl, wnd bestehen die Ungleichungen 
O<ae<l, 0<f&<1, (K—1,2,...n—1) 
Be 
i a i ae 
tim (# f(@)) > 0, h...4 Ix (x) 


so ist jedes sammt seinen ersten n Ableitungen fiir grosse Werthe von x 
endliche und stetige Integral y oscillatorisch, d. h. es besitet reelle Null- 
stellen oberhalb jeder positiven Grenee. 


> 0, 


V. 


16. Um fir Differentialgleichungen von hdherer als der zweiten 
Ordnung den Fall lim f(z) = 0 in weiterem Umfang untersuchen zu 
kénnen, als im Abschnitt IV geschehen ist, miissen eine Reihe ein- 
facher Hiilfssitze aus der Differentialrechnung vorausgeschickt werden. 

Die Function g(a) sei fiir grosse Werthe von x sammt ihrer Ab- 
leitung g’(x) endlich und stetig, und nahere letztere sich fiir 7 = + co 
einer bestimmten, endlichen oder unendlichen Grenze. Dann besteht, 
sobald w und x, hinlinglich grosse Werthe bedeuten, von denen der 
zweite der kleinere sei, die Gleichung 


p(x) — p(x) = (w— aq) y'(E) 
wobei man hat 
%<ESz. 


Wenn nun zuniichst lim gm’(v)—g eine endliche Grésse und ¢ 
ein beliebig klein gegebener positiver Werth ist, so fixire man 2, so 
gross, dass fiir alle Werthe der Variabeln x, welche nicht kleiner als 
x, sind, der Werth p’(x) zwischen die Grenzen g-+ é¢ fallt, Dann 
gehért diesem Intervall auch der Werth ’(&) an, wie gross auch 
immer das Argument « gewihlt werden mége. Man kann nun eine 

Mathematische Annalen, XLII. 28 
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positive Grésse y > x, so wihlen, dass fiir alle Werthe der Variabeln 
x, die nicht kleiner als y sind, der Bruch (z—z,): # von der Einheit 
so wenig wie man will verschieden und die Grésse p(x,): x beliebig 
klein ist; dann liegt die rechte Seite der Gleichung 
x (a) 2—%  , 
22) _ 98) 4 #8 9% 

in einem Intervall, welches von dem durch g + ¢ begrenzten so wenig 
wie man will verschieden ist. Fiir 2 > y unterscheidet sich also, da 
é beliebig klein gegeben war, die linke Seite so wenig wie man will 
von g, d. h. es ist 


lim 2° 
x 


— Fae lim p(x), 
womit gleichzeitig die Existenz und die Grosse des links stehenden 
Grenzwerthes nachgewiesen ist. 
Hat man abweichend von der bisherigen Voraussetzung 
lim g’(z) = + c, 
so braucht in obiger Argumentation nur an Stelle des durch g + ¢ 
begrenzten ein Intervall zu treten, das von einem beliebig gross ge- 
gebenen Werth 9 bis + oo reicht; analoges gilt fiir lim m’ (7) = — oo. 
Damit ist das folgende von den Herren Rouquet und Stolz (Math. 
Annalen Bd, XV, 8. 556) auf andere Art erhaltene Resultat bewiesen. 
Erstes Lemma. Ist die Function g(«#) sammt ihrer 
ersten Ableitung g’(z) fiir grosse Werthe des Arguments 
endlich und stetig und hat letztere bei unbegrenzt wachsen- 
den Werthen von 2 einen bestimmten Grenzwerth, so gilt 
dasselbe vom Quotienten g(a): und es besteht die Gleichung 
(2) | 
x 
17. Hieraus ergiebt sich nach der von Herrn Stolz a. a. O. an- 
gegebenen Beweismethode folgendes 
Zweites Lemma. Sind die Functionen g(x), #(x) 
sammt ihren ersten Ableitungen fiir grosse Werthe von z 
endlich und stetig, convergirt ferner der Quotient w’ (a): («) 
bei unbegrenzt wachsenden Werthen von x gegen einen 
bestimmten Grenzwerth, die Function #(z) aber bestindig 
wachsend gegen den Grenzwerth + co, indem ihre Ableitung 
fiir grosse Werthe von x positiv bleibt, so existirt auch fiir 
x =--oo ein bestimmter Grenzwerth des Quotienten w (a) :4(z) 
und es ist 


lim oy’ (a) = lim - 


¥(@) _ im BO). 
O(c) &' (a) 

Denn zufolge der iiber das Wachsthum der Function @(«) getroffenen 
Festsetzung kann, wenn man y = @(2) setzt, fiir grosse Werthe von y 


lim 
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auch umgekehrt die Variable x als eindeutige Function von y betrachtet 
werden, die nebst ihrer Ableitung stetig ist; setzt man etwa x= 4(y), 
so ist 


, via) _ v2) _ ow 
(99) 4 (2) i 
wobei die Function g(y) sowie ihre Ableitung 


ge (y) =v’ (x(y)) x) 


fiir grosse Werthe von y endlich und stetig ist. Da nun wegen der 
Gleichung 


. v'(z(y)) (a) 
(36) PY) = 9") -¥@) 


ein Grenzwerth lim g‘(y) existirt, so ist nach dem ersten Lemma 
y=+o 


lim 2) = lim 9’(y), 
g=+o y=t+e 


also mit Beriicksichtigung der Gleichungen (35) und (36) 


“ P(2) ey & @) 
18. Drittes Lemma. Ist die Function g(x) nebst 
ihrer ersten Ableitung fiir kleine nicht negative Werthe 


von x endlich und stetig und ist 
lim p(#) =O, 
x=-+0 

so besteht die Gleichung 


lim ®@ — lim 9’ («) = 9'(0). 

a=jo az=-+0 

Von diesem evidenten Satze ausgehend beweisen wir nach der in Nr. 17 
angewandten Methode folgendes 


Viertes Lemma. Es seien ~(x), &(x) zwei Func- 
tionen, welche sammt ihren ersten Ableitungen fiir grosse 
Werthe von a endlich und stetig sind und den Gleichungen 


lim ~(w) = lim #(x) = 0 


geniigen; die Function #’(x) sei fiir grosse Werthe von 
x bestiindig negativ. Es existire ferner ein bestimmter 
Grenzwerth lim [p’(x):@'(x)]; dann giebt es auch fiir 
x=-+oo einen bestimmten Grenzwerth des Quotienten 
w(x): &(x) und es ist 

¥2) _ lim 2. 


lim (2) 2’ (a) 
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Denn setzt man 


a(z)=y, £—x(y), 
so ist fiir alle hinreichend kleinen positiven Werthe von y die Func- 
tion y(y) endlich, eindeutig und stetig; dasselbe gilt von ihrer ersten 
Ableitung 
, 1 
u(y) = r@ 
Setzt man ferner 


(37) ¥(2)= ¥(x9)) = 9), Far 7. 


so ist offenbar m eine Function derselben Beschaffenheit wie x und es 
besteht die Gleichung 
lim w(x) = lim p(y) = 0. 

y=+0 
Ebenso ist auch die Grésse 
(38) oWY=¥' (x) 1H =F 

é ® (x) 
fiir hinreichend kleine positive Werthe der Variabeln y endlich, stetig 
und eindeutig und hat, da die Grenziibergiinge «= + co und y=+ 0) 
einander bedingen, fiir y= -+ 0 einen bestimmten Grenzwerth. Man 


kann demnach auf die Function p(y) das dritte Lemma anwenden; 
es existirt der Grenzwerth 


lim 2 — lim 9’ (y). 
ee ms y 


Daraus folgt auf Grund der Gleichungen (37) und (38) 


“1 W (x) + P(x) 
lim O(a) = lim 8 (a) ? 


womit zugleich die Existenz des Grenzwerthes rechts nachgewiesen ist. 


VI. 


19. Die bewiesenen Hiilfssitze gestatten nun, iiber die Integrale 
der Gleichung 
(39) y” + yf@) =90 
Siitze von derselben Form wie in den Abschnitten III und IV fir 
gewisse dort noch ausgeschlossene Fille abzuleiten. Es sei wiederum 
f(a) eine fiir grosse Werthe von x endliche, stetige und positive Func- 
tion, und es sei 

lim f(z) = 0. 

In den friiheren Abschnitten ist der Fall behandelt, dass die Func- 
tion f(z) in geringerer als der ersten Ordnung unendlich klein wird 
fiir «= + 00; jetzt mdge allgemeiner angenommen werden, dass sie 























Ueber die Nullstellen der Integrale linearer Differentialgleichungen. 429 


verschwindet wie irgend eine Potenz von # mit negativem Exponenten; 
es sel etwa a eine positive Constante und 


f(a) = 3 (1+ e(a)), lime(z)—0, 6 >0. 


Wir untersuchen dann wie friiher die Consequenzen, die man aus der 
Annahme eines nicht oscillatorischen Integrals der Gleichung (39) 
ziehen kann, 

Kin solches Integral sei y; d. h. dasselbe sei fiir grosse Werthe 
von « etwa bestindig positiv, endlich und stetig; letztere beide Higen- 
schaften seien auch fiir die ersten m Ableitungen von y vorausgesetzt. 
Dann muss auch jede der Ableitungen y’, y”, .. . y*—" fiir grosse Werthe 
von x ein constantes Zeichen bewahren; denn kamen bei einer dieser 
Gréssen noch oberhalb jeder positiven Grenze Nullstellen vor, so lige 
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden derselben nach dem Theorem 
von Rolle eine Nullstelle ihrer Ableitung; diese wire also ebenfalls 
oscillatorischen Charakters, das gleiche gilte von ihrer Ableitung u. s. f., 
schliesslich auch von y), wahrend doch aus der Differentialgleichung 
(39) evident ist, dass diese Grosse fiir grosse Werthe von 2 negativ 
ist. Jede der Gréssen y,y',y”,...y"- hat also eine Ableitung, 
deren Vorzeichen fiir grosse Werthe von x constant ist; daraus folgt 
unmittelbar die Existenz der Grenzwerthe 


lim y, lim y’, limy”,... lim y*—), 
20. Jetzt sei r eine der Zahlen 0, 1,2, » — 1; aus der Existenz 


des lim y”) folgt dann fiir r > 0 nach dem zweiten Lemma, indem 
man : 


va@=—yr, A@)—a 


, _ grt 
lim y”) == lim - 


setzt , 





Setzt man weiter im zweiten Lemma 


1 
(2) = yy, F(z) = T 2, 
so ergiebt sich 
{r—t) (r—2) 
lim y = lin “— = lim 7 _, 
x = 
—@ # 


ebenso fortschreitend erhilt man fiir jede ganze Zahl k, die nicht 
yrosser als r ist, 
alt! 


lim y”) = lim —— 


ee La: 
os im — 


= ? 
a 





wobei stets auch die Existenz der neu auftretenden Grenzwerthe durch 
das zweite Lemma gewiihrleistet wird. Mit Beriicksichtigung der 
Gleichun§ (39) erhalt man endlich 
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(n) 
(40) lim y) = — lim “719 


r— ? 
a o 


eine Formel, die offenbar fiir + = ( giiltig bleibt. 
Wenn speciell o eine der Zahlen 1, 2,...m— 1 ist, so kann 
man in dieser Gleichung r = 6 setzen; sie wird dann 
lim y”) = — lim (ar! y™), 
woraus die Existenz von lim y) folgt. 
Dasselbe Resultat ergiebt sich aber fiir beliebige Werthe von o, 
die der Ungleichung 
(41) l<o<cn 
geniigen. Man kann dann setzen 
6=s+oQ, 0 < e<il, 
wenn s eine der Zahlen 1, 2, ...”— 1 ist, und die Gleichung (40) 
ergiebt as 
lim y) == — as! lim a% . 


Da nun 1 — @ eine positive Zahl, also z'-¢ eine bestiindig mit x zu- 
nehmende Function ist, deren Ableitung nicht verschwindet, so kann 
man im zweiten Lemma setzen 

aie 


ve)—y, o@ — 2 





und erhalt dann 


(2) (n— 
lim — (1— g) lim =~ ns 
a 
Ebenso indem man 


: 2—¢ 
va)=—y"), (= T- 


~ oe 





setzt, ergiebt sich 
—2) 
ze } 





lim ¥— — (@—g) lim” 
aie 


so kann man fortschliessen, indem immer auch die Existenz der neu 


auftretenden Grenzwerthe durch das zweite Lemma gesichert ist; 
schliesslich ergiebt sich 


(n—2) 


= (1—e) (2— @) lim 4 








y”) 
lim © “— = (1l—¢) lim © 


= (1—) a +++ (n—@) lim—= 2% , 
also mit Benutzung der Differentialgleichung (34) 
/ (n) (n) 
lim [= — a(1—@) (2—@) -- - (n—@) lim —% 


g"—9-@ 





Da nun rechts alle eingeklammerten Factoren positiv sind ebenso wie a, 











Ueber die Nullstellen der Integrale linearer Differentialgleichungen. 43] 


so sind die Grenzwerthe rechts und links entgegengesetzten Zeichens ; 
die Gréssen, die gegen sie convergiren sind aber positiv; beides ist 
nur dadurch zu vereinigen, dass die Grenzwerthe = 0 sind. Man 
hat demnach 


(n) 
lim = 0, 
a? 


und, da @ eine positive Grosse ist, a fortiori 


(42) lim y™ = 0 
21. _Ersetzt man jetzt die Voraussetzung (41) durch die engere 
(43) l<ocn —1, 


so kann mau in der Formel (40) annehmen r >6; dann convergirt 
der Bruch y™ : 2-* gegen Null fiir = + oo, und die Formel (40) 
ergiebt 
(44) lim y”) = 0, rac, 
Nimmt man weiter an 

r<o, O0O<co—rd<l, 
so reducirt sich das Integral 


feo-caz 


entweder auf lg x, oder auf eine Potenz von # mit positivem gebrochenem 
Exponenten, convergirt also jedeufalls mit wachsenden Werthen von x 
gegen den Grenzwerth + 00, wiihrend ihre Ableitung positiv bleibt; 
man kann also im zweiten Lemma setzen 


y (x) iain ge), (2) = f ~"-7 dx 


uud erhilt demgemiiss 


(n) (n—1) 
. y . y 
lim —- lim Joan : 
Nun ergiebt sich aus der Formel (44) bei der Annahme (43) stets 
lim yi) an () 
also folgt 
5 yl”) 
lim — == () 


und wegen der Forme! (40) 
limy®=0, O<o6~—r<cl. 
Bei der Annahme (43) hat man also 
lim y” = 0 
sobald die Ungleichung | 


6—r<ol 
besteht. 








ge 
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22. Ganz anders gestaltet sich die Untersuchung des Falles 
6—r>1. Dann ist z-*+ eine bei wachsenden Werthen von «x 
bestiindig abnehmende und gegen Null convergirende Function; ferner 
hat man nach Nr, 21 


lim y*-) = 0, 
(n) 
und der lim -¥— ist nach Gleichung (40) bestimmt; man kann also 
x 
im vierten Lemma setzen 
v(z)—y", 9a) = ae 

und erhalt dann die Gleichungen 

(n) n—1 
eee ee li ( ) 
(r—o-+1)a7-¢ 


lim Im ss ? 


. (n) . (n—1) 
lim i= = (r—o-+1) lima 
Wenn nun auch r — 6 + 2 noch eine negative Zahl ist und 
n—2>6—1, 
so hat man nach Nr. 21 





lim y*—) = 0, lim aot? = 0 
und die letztere Function hat eine fiir grosse Werthe von 2 negative 
Ableitung; man kann also im vierten Lemma setzen 
v(z) = y", O(2) = arts 
und erhalt dann, da lim (y— ; #-*+") eine bestimmte Grosse ist, 
ij ye) a y"—) 
in--on (r—o6-+-2) lim oe 


2) 





P y” ‘ y* 
lim = (r—o6-+1) (r—o-+ 2) lim ie 


In dieser Weise fortschliessend erhilt man die allgemeine Formel 





(45) lim a wo) 0G 00.--6—-cbiiin 2 


gh otk 





unter den Bedingungen 
(46) n—k>o—1, r—6+k<0, 
die fiir die Anwendbarkeit des vierten Lemmas wesentlich sind. 

Wir untersuchen nun, bei welchem Werthe & die Bedingungen 
(46) zum letzten Mal beide erfiillt sind. Setzt man, unter s eine 
positive ganze Zahl verstehend, 

¢=ste, O0<e<}, 
so ist unter der Voraussetzung @ > 0 die zweite Bedingung (46) 
r—stk—o<d0 
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zum letzten Male erfillt, wenn 
r—stk=0, k=s—r=k, 
wenn aber @ =0, so ist sie zum letzten Male erfiillt fiir den Werth 
k=k=s—r—1l1, r—s+k,=——1. 
Es fragt sich, ob fiir diese Werthe von k die erste Bedingung (46) 
erfiillt ist. Dies fordert im Falle g@ > 0 die Ungleichung 


n—s+r>s+o-—1 
also, da links eine ganze Zahl steht, 


(47) n—s+r>s—l1; 
im Falle 9g = 0 erhilt man 
(48) n—s+r+1>s—1. 


Diese beiden Ungleichungen bestehen aber wirklich fiir alle Werthe 
r==0, 1, 2,..., wenn man voraussetzt, was von jetzt an geschehen soll 
(49) n> 26; 
denn hieraus folgt fiir g@ > 0 die Ungleichung 
n>2s-+ 20, n> 2s, 
womit die Formel (47) bewiesen ist; im Falle @ = 0 aber hat man 
s=6, n>2s—2, 
womit die Formel (48) gesichert ist. Dabei ist fiir @ > 0 
n—k,=n—s+r 
=>2e6—s+r 
>otetr, n—k—-1>06—1 
und fiir 9 = 0 
n—k=n—s+r+1 
>6+r+1, n—k —12>6; 
nach Nr. 21 hat man also in beiden Fallen 
(50) lim y*-4—-) == 0, 


23. Die Formel (45) fiir k = k, ergiebt nun die Bestimmtheit des 
Grenzwerthes 
; (n—hy) 
lim a ; 
der Exponent des Nenners ist hier zufolge den obigen Werthen von 
k, entweder = — 1 oder —— g, je nachdem man hat 9 = 0 oder 
@>0. Im ersten Falle ergiebt sich jetzt aus dem zweiten Lemma 


. yr) i y (@—*i) i (n—k,—1) 
lim 7 = lim ro = lim “Ten? 





da die Function lg x offenbar die Eigenschaften der in dem genannten 
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lemma auftretenden Function @(x) besitzt. Im Falle g@ > 0 hat 
man dagegen 


ye—*) or ue, O=—-@ * di 


lim ss = lim 


gi? 

ebenfalls auf Grund des zweiten Lemmas, da x'~¢ eine mit x unbegrenzt 
zunehmende Function ist. Mit Beriicksichtigung der Gleichung (50) 
folgt in beiden Fiillen 


(n—k,) 


also auf Grund der fiir k =k, genommenen Formel (45) 


lin 





= (Q, 


oder mit Benutzung der fiir jeden Werth von r giiltigen Formel (40) 
lim y”) = 0. 


Verbindet man hiermit das in Nr. 21 formulirte Resultat, so sieht man, 
dass bei der Annahme (49) die folgenden Gleichungen bestehen 


lim y™) = lim y*-) —=..-=—limy’=limy=0. 


Bedenkt man nun, dass nach Nr. 19 jede der Gréssen y, y’, ... y 
fiir grosse Werthe von x ein constantes Vorzeichen besitzt, dass also 
die ersten » unter ihnen entweder bestiindig abuehmen oder bestindig 
zunehmen miissen bei wachsenden Werthen des Arguments, so sielit 
man leicht, dass fiir grosse Werthe von 2 die Gréssen der Reihe 
y,y',.-.y” abwechselnd positiv und negativ ‘sein miissen. Denn 
nach Voraussetzung ist die Function y fiir grosse Werthe von « positiv, 
muss also bestindig abnehmen, da sie gegen den Grenzwerth Null 
convergirt; somit ist y’ negativ, muss also bestindig zunehmend gegen 
Null convergiren u. s. f. Bei geraden Werthen der Zahl » muss die 
héchste Ableitung y sich demnach als positiv erweisen, wihrend sie 
doch der Differentialgleichung (39) zufolge negativ ist. Unter unsern 
Voraussetzungen hat also die Annahme, es existire ein nicht oscilla- 
torisches Integral der Differentialgleichung, auf einen Widerspruch 
gefiihrt. Dieses Resultat kann in folgender Weise formulirt werden, 
indem der auf den Fall 6 < 1 beziigliche Theil des Theorems in Nr. 15 
reproducirt wird. 

Ist in der Differentialgleichung 

y™ + y f(z) = 9, 
die Function f(x) fiir grosse Werthe von x endlich und stetig und hat 


das Product x*f (a) einen endlichen positiven Grenzwerth fiir «= -+- ©, 
wobei die Ungleichuny 
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n>26>0 
bestehe, so ist bei geraden Werthen der Zahl n jedes Integral der 
Differentialgleichung, welches sammt seinen ersten n Ableitungen fiir 
grosse Werthe von a endlich und stetig ist, oscillatorischen Charakters, 
d. h. es verschwindet noch fiir positive Werthe des Arguments, die jede 
Grenze tibersteigen. ° 


Bei ungeraden Werthen von n bestehen fiir jedes nicht oscillatorische 
Integral y die Gleichungen 


lm y=lim y’ =-.-=—lim y¥) — 0, 
Pcod bn J forse Hg 


Dorpat, September 1892. 











Zur Theorie der Abel’schen Gleichungen. 
Von 


E. Nerro in Giessen. 


$ 1. 

Ist eine irreductible Gleichung f(7)=0 mit den Wurzeln a, , 2,,...2n 
vorgelegt, und stehen zwei ihrer Wurzeln x, und x, durch die Glei- 
chung 

Xp = P(X) 
mit einander in Verbindung, wobei » eine rationale l'unction bedeutet, 
dann wird im Allgemeinen auch diejenige Gleichung g(y) = 0, deren 
Wurzeln 
Y, = P(x), y. = P(X), -- + Yn = Pl@n) 
sind, denselben Charakter besitzen, falls P eine rationale Function 
ist, Gehéren niimlich x, und P(a#,) zu derselben Substitutionengruppe, 
dann kann auch 2, rational durch P(x,) dargestellt werden, etwa in 
der Form 
a= P, (P(«,) = P,(y,); 
und es wird folglich 
¥. = P(x.) = P(9(a,)) = P(9[P, (y,)]) = Q(y,)- 
Gehért hingegen P(a,) nur zu einer Untergruppe der Gruppe fiir 2,, 
dann braucht die betrachtete Eigenschaft nicht mehr zu gelten. 

Diese Eigenschaft bleibt aber stets gewahrt, sobald f(x) =O eine 
Abel’sche Gleichung ist, wie P auch gewahlt sein mége. In diesem 
Falle sind namlich die Substitutionen der Gruppe von f(”) = 0 simmt- 
lich unter einander vertauschbar. Daraus folgt, dass jede Untergruppe 
einer Abel’schen Gruppe eine ausgezeichnete Untergruppe derselben 
ist. Denn man hat s;—'s,s; = s,s;-1s; = s,, und deswegen findet die 
Transformation s;-'T s; = auch fiir jede Untergruppe [ der Abel’schen 
Gruppe statt. Demnach gehéren die conjugirten Werthe P(«,), P(,),... 
zu derselben Gruppe, d. h. P(x.) ist rational durch P(x,) darstellbar. 

Man kann aber noch weiter nachweisen, dass auch g(y) = 0 eine 
Abel’sche Gleichung wird. Das zeigt sich bei der Herstellung der 
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Gruppe H von g(y) = 0. Diese findet man, indem man auf die Reihe 
P(«,), P(#,),... die Substitutionen von G, der Gruppe von f(a) = 0, 
anwendet und die entstehenden Umstellungen als Substitutionen unter 
den y deutet; wir kénnen sie also durch 

t; = | P(a,) P(2:,) i= Yu Yi, | (w= 1,2,...n) 


darstellen. Dann entsprechen den Substitutionen s von G eindeutig 
die Substitutionen ¢ von H, und da jene unter einander vertauschbar 


sind, so werden es auch diese sein, d. h. g(y) = 0 ist eine Abel’sche 
Gleichung. 


§ 2. 
Es bedeute wieder g(x) eine rationale Function von x, und es werde 
9 (9 («)) = 92(2), (92 (2) = 9, (2),.-- 


gesetzt. Wenn nun f(x) =O eine irreductible Gleichung darstellt, 
deren Wurzeln sich in das Schema 


yy P(X), Po(%y), Ps (1), - + - Px-1(®); (9. (2%) = 2) ’ 
Wy, D(a), P2(Lp2), Pz (Lp), - -- Pra (Xp); (px (%) = 2»), 
einordnen lassen, dann kann man zuniachst in bekannter Weise (2) 


zu einer ganzen Function von x machen, deren Grad geringer ist, als 
der Grad n der Gleichung f(z) = 0. Man kann also setzen 


p(x) = da + dat" + dae*+--- (agn—1). 
Nach § 1 hat die Gleichung g(y) =0, deren Wurzeln mit den x; durch 
Yi = Ua, +, ym (¢ = 1,2,...%) 


verbunden sind, neben y, noch ein y, = (y,) zur Wurzel. Nun ist 


vi =a + v= e(m)+v— ald") 4 aA" 4.- [+ 


u u 
d ud,—avd a 
3 ¥i° + a yt +es, 





und man kann folglich itiber w und » stets so verfiigen, dass 
Ys =" + ye? + ey,2 + + - = OM) 
wird. Gleichzeitig folgt aus 


Px(X,) = a, 
dass auch 


dx(Wi) = 
wird, und man kann somit die Wurzeln y; von g(y) = 0 in das 
Schema 
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Yr> VY), Vo(Yr)y - + - Pxa(M)3 (ve(y,) = u)> 
Yo, V(Y2), Yo (Yo), + - + x1 (Yo)5 (x (ys) ” y2) ? 


einordnen. 
Wir diirfen also auch bei der Gleichung f(y) = 0 die Function » 
gleich in der fiir ~ gefundenen, ecinfachen Gestalt voraussetzen. 


§ 3. 
f(~) = 0 sollte eine irreductible Gleichung sein, fiir welche 
: 2 ; Ly = Y(%;) 
wird. Es ist somit auch 
f (p(2)) =9, 
sobald 
f(z) =90 


ist, und daraus folgt wegen der Irreductibilitit von f(x) dass f(9 (a)) 
durch f(x) theilbar ist. Ist umgekehrt 


f (9 (@)) =f). @@), 

so folgt, dass fiir jede Wurzel 2, von f(z) =0, auch f(p (a,)) = () 
wird und also auch g(z,) eine Wurzel von f(x) = 0; freilich braucht 
diese nicht von 2, verschieden zu sein; dain ware aber g(x,) = 2. 

Nach den Ausfiihruagen des vorigen Paragraphen kann man @ als 
héchstens vom Grade (n—1) annehmen; daraus sieht man, dass die 
Méglichkeit g(z,) =, nicht eintreten kann. Wir werden deshalb 
alle Gleichungen erhalten, bei denen zwei Wurzeln durch 


Ly = VY (2) 


verbunden sind, wenn wir ausdriicken, dass f (9 (z)) durch f(x) theilbar 
ist. Setzt man 


fe) = a" $ car! $ cya? fos to, 


so miisste auch 
f (@ (x)) — f(#)= (p(x)"—2") +, (9 (2)»— — 2") eves 
= (9(«)—2) [(pept+--) +a (port) +--] 


und also auch der zweite Factor des letzten Products durch f(x) theilbar 
sein. Fiihrt man bei unbestimmten c¢,, ¢,, ...¢, die Division durch 
und setzt die m Coefficienten des Restes einzeln gleich Null, so sind 
dies die Gleichungen fiir die c, aus deren Lésung die allgemeinste 
Form von /(x) erlangt wird. 

Das Modulsystem, welches durch die linken Seiten dieser Gleichungen 
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gegeben ist, erscheint als recht complicirt, und selbst in den ein- 
fachsten Fillen diirfte die angegebene Methode kaum durchfihrbar sein. 


Es sollen deswegen bequemere Wege fiir die Lésung unserer Aufgabe 
angegeben werden. 


§ 4. 
Bilden wir in unserer irreductiblen Gleichung durch Iterirung 


P(21)> Pr(@), Ps(*1), + «5 

so tritt hierin eine erste Function o,(#,) auf, welche wieder gleich 2, 
ist. Die Beziehung 

Px (x) ~ 2, = 0 
gilt dann fiir jede Wurzel unserer irreductiblen Gleichung f= 0. 
Folglich ist die linke Seite durch , (a) theilbar, d. h. 

x (&) — 
wird eine ganze Function 

Umgekehrt setzen wir irgend einen Theiler Q,(x) von g,; (x) —ax 

gleich Null und benennen mit x’ eine seiner Wurzeln. Dann kénnen 
zwei Fille eintreten; entweder hat Q, = 0 ausser x’ noch eine andere, 
von 2’ verschiedene Wurzel der Reihe 


a’, p(x’), Py(a'),.- 3 
oder es giebt neben @Q,(x) noch andere Factoren Q,(x), Q,(x),... 
unter welche sich die Wurzeln der Reihe so vertheilen, dass jedem 
Va(%) = nur eine derselben zufillt. Fiir den ersten Fall werden 


wir in der Folge Beispiele aufstellen; fiir den zweiten geben wir das 
nachstehende an. Ks sei 


R—k+1 
p(t) = a“? + “it a, 
dann wird 
oe et gay tt per — th (e+ 44) -0 
g(x) — x E- k | ' 
Hier hat der erste Factor des letzten Ausdruckes die Wurzel 2’ = —k; 


dagegen ergiebt 


a 


die zum zweiten Factor gehérige Wurzel, und umgekehrt 
$ 


o(-7y=--* 


die zum zweiten Factor wali 

In beiden Fallen hat der Factor Q,(”) mit f(x) die Higenschaft 
gemeinsam, dass die Iteration m, auf eine beliebige Wurzel von Q@ = 0 
oder f = 0 angewendet, dieselbe Wurzel wieder erzeugt. 
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Es finden sich deshalb unter den Factoren von 9, (2) — & alle, 
die gleich Null gesetzt, Gleichungen n'e® Grades ergeben , deren Wurzeln 
sich in der Weise 

@, P(x’), P2(@),--. 
anordnen lassen. Dabei muss x alle Theiler von » durchlaufen, 


§ 5. 
Es ist 
Pn Y) — Pm?) 
— 


eine ganze Function von y und gz; setzt man hierin y = 9x» (2), 
2 = Mx—1)m(H), 80 entsteht 


P(x4-1)m (*) — Pxm (2) bbe Q (x) 
Pum (x) Si P(x—1) ™ (x) ee ’ 


wobei das Q,» eine ganze Function von x bezeichnet. Dies ergiebt 





P(x+1)m , @) — +: m(%) [Te52 — Pam (x) 








PD», (&) — Pim (&) — ani Pa- ae (a) — Qm : Qom eee Qx m 
und 
P(x+1)m (#) — Sta (2-41) m (#) — Pam (@) 
Pm") — @ Py, (€) — & 


— 1+ Qm + Qin * Qom + +++ + (Qm* Qom*** Qum) « 
Fir m = 1 entsteht 


1 P(x44) (x) — 1 

( ) i = + Q, + Q, Q, +. e+ (Q Q» Q3 °° * Qz). 
Natiirlich lisst sich dieser Satz auch durch Wurzelbetrachtungen be- 
weisen, aber gerade der hier eingeschlagene Weg, auf dem sie ver- 
mieden werden, erscheint vorzuziehen. 

Im allgemeinen Falle ist die linke Seite von (1) nicht weiter durch 
g(x) — « theilbar. Denn wiire dies der Fail, dann miisste es auch fiir 
(x2) = wo", (a) = aH, payr(e) = an 

eintreten, d. h. es miisste 
ott _ 
at — 
fiir jede Wurzel der Gleichung 2“ — x verschwinden, wihrend dies 
fiir «= 0 doch sicher nicht geschieht. 
Ob es aber fiir besondere Wahl der Coefficienten von » in einzelnen 
Fallen nicht doch eintreten kann, ist schwerer zu entscheiden. Es 
miisste dann 


1 Qy (2) + Q1 (2) Qo(a’) + + + (Q1:(@)Qr(2’) --- Qe-1(2’)) = 0 


























Abel’sche Gleichungen. 441 


werden fiir alle Warzeln z von o(z) —a2—=0. Weil nun aber 
Qa (x) = Qs (p(a)) 
ist, so ergibe sich fiir 2’ 
Qala’) = Qs (9@)) = Mae’) =--- = Qe), 
und die obige Gleichung ginge tiber in 
1+ Q(z) + Q7(@') + Q3(@) +--+ Q%@) = 09. 
Es wiirde also dann Q,(x’) eine von der Einheit verschiedene (x-+-1)' 
Kinheitswurzel sein, 
Andrerseits wiire 


@ (p(x)) - v () — g(a) | eae 
@ (x) —1 os (2’). 





’ G2(x) — (2) 
Qe) — | ae |e 





Unter der Aunahme, dass die linke Seite von (1) noch durch g(x) — x 
theilbar ist, miisste also fiir jede Wurzel von (x) — 2 =O die Ab- 
leitung g’(#) eine von 1 verschiedene (x-+1)'* Einheitswurzel sein. 
Es darf also insbesondere m(«) — « =O keine mehrfache Wurzel 
haben, da fiir eine solche g(x) — 1 =O wire. 
Man sieht ferner leicht ein, dass 


we 1+ AC) 





y (%) — & 
niemals den Factor w(x) — @ enthalten kann. Denn dann miisste fiir 
die Wurzeln von g(x) —x =U, weil x= 1 ist, g(x) = — 1 sein; 


das geht nicht, da der Grad von g’ geringer ist als der von gm, und 
die erste Gleichung keine gleichen Wurzeln besitzt. Eine Ausnahme 
wiire nur fiir g’ (7) = — 1 denkbar; das ergiibe auch in der That ein 
richtiges, aber banales Resultat, namlich 


p(@)=—x+ec, 9,(%)—2; ,(e%)—x—0. 


§ 6. 
Wir gehen nun zum Beweise des allgemeinen Satzes iiber: 
Die ganze Function 
Px (&) — & 
(a) —@ 
ist fiir keine Wahl von (x) noch durch p(x) — x theilbar. 

Wir nehmen an, es gibe eine Function, fiir welche Theilbarkeit 
vorhanden wire. Nach den Resultaten des vorigen Paragraphen ist 
dann fiir jede Wurzel von g(x) — 2 =O die Ableitung g’(x) gleich 
einer von der Kinheit verschiedenen x‘ Kinheitswurzel. Die bei 
allen verschiedenen Wurzeln von gp = & auftretenden Kinheitswurzeln 

Mathematische Annalen. XLII. 29 
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mogen @', @’,@”,... sein, Dann zerfillt p(x) — x in ebensoviele 
Factoren g,(%), go(X), g3(“),-.. derart, dass die Wuzeln von 
GYa(x) = 0 
simmtlich den gleichen Werth 
gp (2) = of 
hervorrufen. Demnach ist 


gy (x) — w theilbar durch g,(z), 

y (x) — a ” ” 92 (x), 

y (x) —o ” ” Is (x), 
Nun sei die x'* Einheitswurzel ow’ etwa eine primitive te Kinheits- 
wurzel, was wir durch @ =, andeuten. Dann folgt, dass g, (x), 
welches wir wegen des Auftretens von @, auch durch g,(x, @,) be- 
zeichnen kénnen, der grésste gemeinsame Theiler von g(x) — @, und 
g(x) — x ist, so dass man setzen kann 


A(x, @-) + (p (2) —2) + B(x, @,)- (9 (2) -— x) = 9g; (x, @). 
Diese Gleichung muss fiir alle primitiven t'" Einheitswurzeln gelten, 


und so hat man fiir alle diese in dem obigen Schema die entsprechen- 
den g nur durch die w, von einander verschieden zu setzen: Es ist 


(1) 


y (x) — w, theilbar durch g,(x, @), (@,, @;... alle primitiven 


gy (xz) — w, 19 Gy (% Me), to Kinheitswurzeln), 


und ebenso 
9 y' (x) — @, theilbar durch g,(x, @.), (@g, @%... alle primitiven 
(2) gy (x) — a ‘a 9» Ja (%) We), o'" Kinheitswurzeln) , 


wobei sdimmtliche primitiven t'e", o'° Kinheitswurzeln auftreten, u. s. f. 
Des einfachen Schreibens wegen nehmen wir nur diese beiden Arten 


von Warzeln an; der Beweis bleibt im allgemeinen Falle ungeiindert. 
Wir setzen ferner 


9:(@, @e) . 9, (@, We) --- = G,, 
Jo(L, Mo) + J2(¥, Mo) +--+ = Gy. 
Differenziren wir jetzt die Gleichung 
p(«%) —«#=—G,.G,, 
deren Richtigkeit ersichtlich ist, so folgt 
x, o, Lx, 
gy (x) —l= G,G, a ee eat pa 
4. 2 (#20) , de (% #6) 


h(@s@q)* Ga, ay)” |; 




















om as Gar -—-_ 
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eee epee H(%s Oe) 4,4 8 (#5) .}. 
B) © ()— ee 1— 0+ GG, | Ee +t Sh 
Setzen wir @, statt @,, dann ist nach (1) die rechte Seite durch 
9,(@, @,) theilbar. Dabei sind alle Glieder des letzten Summanden 
mit Ausnahme des ersten einzeln fiir sich durch g,(2, @,) theilbar. 
Setzen wir dann @,,...@,,... fiir @,, so ergeben sich der Reihe 
nach folgende Resultate: Es ist 


1—o,+ G, G, 5, ‘a = theilbar durch g, (a, @), 
91 (@, @;) 


l — w@, + G, G, lebih: ” ” 9;(%, @2), 


(1) 





1— a. + 6,6, 20:%) gx(@, e), 


2 Oe (x, @,) ” ” 


(2') 





i— 5 + G,G. i a °s) ” 92(2, @o), 


2 Os (a, a ) ” 
Alles dies multipliciren wir, setzen zur Abkiirzung 
(1—,) (1— @2) - + - (1—@g¢) (1—@) -- - = Q 
und behalten nach der Multiplication nur die Glieder des Products bei, 


deren Theilbarkeit durch G,G, nicht von selbst klar ist; so entsteht 
der durch G,G, theilbare Ausdruck: 





HN (@, 1 9% (@,@,) 
(4) Q24G,G,2 2 =e es <=<waeee* . 
1 Ye ‘(@, O, 1 92 (x,(@4) 
+e aaa arse D4...). 


1 —@% 92 (@, 4) 
Der Grad von (4) ist um eine Hinheit geringer, als der von G, G,; 
folglich muss (4) identisch verschwinden. Insbesondere muss der 
Coefficient des héchsten Gliedes in (4) gleich Null sein. Diesen wollen 
wir berechnen. 
Es sei 

- 9@)—2—dart--., 

9, (%, @) = a(@,)- a 4+---, 

G\(@, ze) = a(We) +B + +++, A( Ge) a(a;)++-b(@e) b(@e)---—= a, 

ih. ees ence lf #Po(t) + OG (6) =v, 








92(2; @g) = b( a) + x? +.---, 
(a, @,) = b(@4)+ ah +--+, 


29* 
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wobei @, die zahlentheoretische Function @ bedeuten soll. Dann erkennt 
man, dass der gesuchte Coefficient, abgesehen von dem Factor dQ gleich 
1 1 1 1 
ey atimet ; --|+ His +z | 
werden wird. Fasst man in jeder der Klammern die zu einander 
reciproken Wurzeln zusammen, so erkennt man, dass dieser Werth gleich 








+ # Po(t) + 50 Go() 


wird. Sollte etwa 6 =—2 sein, so wiirde g,(2) —1 gleichfalls das 
richtige Resultat ergeben. Dieser letzte Ausdruck kann aber unmig- 
lich Null werden; er ist wesentlich positiv, wenn nicht u = 0, 9 = 0, 
also der in § 5 am Schlusse angegebene Fall auftritt. 

Die zu Anfang des Paragraphen gesetzte Méglichkeit kann sich 


also nie verwirklichen, und der ausgesprochene Satz ist allgemein 
bewiesen. 


§ 7. 
Wir beweisen zuniichst einige Higenschaften der Gleichung 
Px (x) —a2=0, 
welche ihre Analogie mit der Gleichung 2” — 1 = 0 anufzeigen. 

I. Besteht in der Reihe 
(1) x’, p(x’), Q(x), 9;(2'), TA © 
in welcher x eine beliebige Constante bedeutet, irgend ein Glied, welehes 
gleich « wird, so giebt es ein erstes pq(x’) dieser Eigenschaft und alle 
folgenden derartigen gehiren der Reihe Qea(x'), Psa(x'),..- an. 

In der That, wenn g,(2’) = a ist, und B = ma + y gesetat wird 
(y<a), so folgt g(x’) =, (Pma(x’)) = p,(x')—=2', und dies ist nur fiir 
v = 0 méglich. 

Il. Die Glieder der Reihe 


x’, 9(2'), G2(@),+-- Par(t) (pe(2’)— 2’) 
sind stimmtlich von einmander verschieden; bei der Fortsetewng der 
Iteration wiederholen sich die Werthe in gleicher Reihenfolge. 
Wire 


Q.(%) = 9("), (Wv<a), 
so miisste 


Pa—rtu(Z) = Pala’) = # 
sein, was der in I gemachten Annahme widerspricht. Der zweite 
Theil des Satzes ist klar. 
Ill. Bedeutet x’ eine Wurzel von , (x) —- x =, so ist jedes qa (x’) 
auch eine Wurzel derselben Gleichung. 
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Denn es ist 
Px [p2(x')] = alpx(a’)] = ga(z’). 
IV. Die gemeinsamen Wurzeln von 


Pu(%) = 2%, ga(z)— 2x 
sind auch Wurzeln von (a) ) 


Pu (x) = 2, 
wenn w den grissten gemeinsamen Theiler von x, A bedeutet. 

Den gemachten Voraussetzungen nach giebt es in (1) die Glieder 
@x(@'), ga(x’), welche gleich x’ werden. Also sind x, A Vielfache 
desjenigen ersten Index, fiir den die Iteration x’ liefert; das zeigt, 
dass auch w ein Vielfaches dieses ersten Index wird. 


V. Ist x’ eine Wurzel von g,.(a)— x =O, 80 ist es auch eine 


Wurzel von Qmx(z) — 2 =O, wo m die Reihe der positiven, ganzen 
Zahlen durchlaufen kann. 


Denn es ist 
P2x(%') = Px[Mx(%’)] = Hx (a) = 2’, 
P3x(X%') =P2x[Px(L')]—Gox(e')—= 2’, 


VI. Definition. Line primitive Wurzel von 
Qx(z) —x4 =0 
soll x’ dann heissen, wenn in der Reihe (1) ox(x') das erste Glied 
ist, welches dem Anfangsgliede gleich wird. 
VII. Bedeutet p, wie immer im Folgenden, eine Primzahl, ist 
ferner (x) vom Grade m, so hat 
Pp(%) — 4% = 0 
m(m?’—-! — 1) primitive Wureeln, welche sich in m 
a’, P(x"), P2(@'), «+» Pp-1(@’), 
au", ple"), Go(%"),.-- Ppr(@”), 


m?-'_4 


— Reihen 
Pp 





vertheilen. 
Nach den Resultaten des vorigen Paragraphen wird 

Py (@) — & 

p(x) — x 
eine ganze Function, welche nicht mehr durch g(x) — x theilbar ist. 
Setzt man den Zahler allein gleich Null, so zerfallen die Wurzeln in 
zwei Arten; in solche, bei denen o(#)—=« wird und in solche bei denen 
erst »,(z)—=a wird. Nach I. dieses Paragraphen gehéren alle Wurzeln 
einer von diesen beiden Arten an. Setzt man also den Quotienten 
gleich Null und tilgt dadurch die Wurzeln der ersten Art, so bleiben 
nur solehe der zweiten Art tibrig. 
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(x) ist vom Grade m, »,(x) vom Grade m?; daraus folgen die 
oben gemachten Zahlenangaben. 
VII. Die primitiven Wurzeln von 





(2) Pu(a)—2—=0; w= p? 
werden durch die Gleichung 
Bek ee 


gegeben; ihre Anzahl ist = mm? (ne? 1). 

Alle nicht-primitiven Wurzeln von g, (x) — « = 0 werden schon 
die Gleichung 9,:»(z) — « = 0 befriedigen; der obige Quotient besitzt 
also, gleich Null gesetzt, nur die primitiven Wurzeln von (2). Nach 
dem vorigen Paragraphen enthilt p,(x) = die ,,zum Index p?-! ge- 
hérigen Wurzeln“ nur einmal; g,., = x die zum Index p’—* gehérigen 
nur einmal, u. s. w. Daraus folgt, dass (3) die primitiven Wurzeln, 
jede nur einfach, liefert. 

IX. Die primitiven Wurzeln von 


(4) Pu(t)—a2=0; w—p, pp%... 
werden durch die Gleichung 





(wt). [m+ 1 Pe] [w: 1 Ps| (H: PePsl--- _ Gy 
[w : Ps] [ws Po) [ws Py]. [w 2 Py Pe Ps)... 
gegeben, worin 


Pu:e(@) — = [w: T] 
gesetet worden ist. 


Der Beweis dieses Satzes liuft dem vorigen einerseits, dem fiir 
die primitiven Einheitswurzeln andererseits bekannten parallel, so dass 
wir von einer Darlegung desselben absehen kénnen. 


X. Hat das Gleichwngssystem 


(5) gx(Z)=y, gily)—2 
die Lisungen x = x’, y= y', dann sind x’, y’ Wurzeln der Gleichung 
(6) Pxta(x) — & = 0; 


und wenn umgekehrt x’ eine Lisung von (6) ist, dann bilden 
a’ und y’ = ;(%’) 
eine Lisung von (5). 
Der Beweis ist unmittelbar ersichtlich. 


§ 8. 


Wir nehmen jetzt wieder an, dass m(x) vom Grade m ist, und 
betrachten 
%,(") — & 
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also die Gleichung, welche alle primitiven zu gm gehérigen Wurzeln 
des Index p liefert. Ist x’ eine derselben, so sind 

(2) x, p(x’), Po(2'),.-- Ppa(e’) (pp(a’) = a’) 

Wurzeln von (1), und zwar sind alle von einander verschieden. Der Grad 


von (1) ist m(m?-! — 1); jede symmetrische Function der Wuarzeln 
(2) ist innerhalb des Bereiches der Gleichung (1) im Allgemeinen 
¢ 


-1_j 

M, =m m—— -werthig. 

Wir setzen, wenn 2”,... die anderen primitiven Wurzeln von (1) sind, 
a” + p(x") + G2 (x) + +++ + Ppalw’) = HY, 

(3) a” p(x") + pa (@") + +++ + Pp-i(2") = O,”, 


dann kann man alle symmetrischen Functionen der Gréssen (2) rational 
durch #,’ darstellen und kann also die Gréssen (2) als Wurzeln einer 


Gleichung 
(4) oP +O) P14 Oy cP + Oy 0 
auffassen, deren Coefficienten @,',... 4,’ rationale Functionen von @,’ 


sind. @,' selbst geniigt einer Gleichung des Grades M, mit rational 
bekannten Coefficienten 


(5) w+ Aw? po + Ay =O. 

Man kann nun versuchen, die Coefficienten von g(x) innerhalb eines 
beliebigen Rationalitiitsbereiches so anzunehmen, dass (5) eine rationale 
Wurzel 6,’ hat; dann sind alle Coefficienten von (4) gleichfalls rationale 


Gréssen, und (4) ist eine einfache Abel’sche Gleichung, deren Wurzeln 
durch die Grodssen (2) gegeben sind. 


Setzt man g(x) allgemein vom (p — 1)" Grade an, so erbilt 
man auf diesem Wege die allgemeinen Abel’schen Gleichungen vom 


Grade p. Die Art der Rechnung mége an einigen Beispielen erliutert 
werden. 


§ 9. 
Ist eine Abel’sche Gleichung dritten Grades gegeben, fiir welche 
Gy = P(t;) = ma,? + Nx, + p 


ist, so kann man gemiiss § 1 und § 2 durch eine lineare Transfor- 
mation die Gleichung so umgestalten, dass fiir sie 


Wy = Hy? + a 
wird. Diese neue Gleichung betrachten wir und setzen 


(1) g(a“) = a? + a. 


a 











448 E. Nerro. 
Dann wird 


@) Seo= a+ a+ (3a+1)at+ (2a+1)23+ (3a?+3a+1)2? 
+ (@’?+2a+1)2+ (a°+ 2a?+a+1) = 0. 
Jetzt setzen wir, wenn x’ eine Wurzel dieser Gleichung bezeichnet, 
au’ + p(x") + 9,(2’) = 9, (x’), 
x’ p(x") + p(2’) p2(@’) + pa(2') 2’ = 8,(x'), 


as x’ p(x") Po(a') = F(x’). 
Hier wird 


@,(@’) =a’ 4+ (2a+ 1) 2'?+ 2’ + (a? + 2a); 
9, (a) = a’? + 2’ + 3aa'4 + (2a + 1) 28 + (3a? + a) 2"? 
+ (a? + 2a) x + (a® + a?) 

— MEF — 0, (c') + (@—1) 
= — o,(2’) + (@— 1); 

d(x’) = a’? + 3ax'> + (Ba? + a) x3 + (a3 + a’) 2’ 
=(e' — 1) BE=* + ae’) + (a+ 1), 

so dass die Gleichung 


(3) 2° — (2’) - 2? — (8, (@’)—a+1)2— (a9,(2’) +. a+ 1) =0 


die Wurzeln x’, p(x’), p,(a') besitzt. Bezeichnet man die tibrigen 
drei Wurzeln von (2) mit 2”, p(x”), p,(x%”) und auch unterschiedslos 
die 6 Wurzeln von (2) mit 2,, 2, ... 2%, so erhalt man 


8, (e’)+9,(2")— > m= -1, 
8, (2) &(2")— DS) tity — 0 (2’) — 8,(2”) 


= (3a + 1) + %(0') + O(2") — 2(a—1) 
=a-+2, 


so dass die Gleichung 
(4) w+tut(a+2)—0 
die Wurzeln #,(x’), &,(%”) besitzt. Aus (4) folgt 


u=5(—14+/—4a—); 








also entsteht fiir 
—(4a4+7)—=(2441%, a=— (4242) 


die rationale Wurzel 
ua 5 (—1 + 24+ 1) 


d. h. wir kénnen setzen 


H@)=—4, 9 (2")=— (4+ }). 








~— ee —_— TD ~~. 
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Dann entstehen aus (3) die beiden Gleichungen 


(5) #&—aAge— (42+ 24+ 3)24+ (484+ 242+ 3441) =0, 
(5a) 2+ (A+ 1)2— (242) 2 — (8+4+4+ 214 1) =0, 
deren Product (2) ergeben muss, Uebrigens sind (5) und (5a) nicht 
wesentlich von einander verschieden. Denn 

aa — (42-444 2) 
geht durch A=—(d4,+1) in —(A,?+4,+ 2) und gleichzeitig 
(5) in die entsprechende Form (5a) iiber. Es giebt daher (5) die 
Abel’schen Gleichungen dritten Grades, wobei 

p(x) = # — (A? +4 + 2) 
zu setzen ist. Nehmen wir noch 
A=3u, 


a= f+u, 
dann entsteht 
§§ — 3(4u? + 2u + 1) 8+ (4u? + 24 + 1) (44+ 1) =0 


als allgemeine Form der Abel’schen Gleichungen; hierbei ist 
f° = p(E’) = 8? + 2uk’ — 2(4u? + 2u + 1) 
die Beziehung, welche zwischen den Wurzeln herrscht. 
Bemerkenswerth ist, was aus (5) und (5a) hervorgeht, dass jeder 
Abel’schen Gleichung dritten Grades eine andere zugeordnet ist, welche 
dieselben Wurzelrelationen aufweist, wie jene. 


g§ 10. 


Wir fragen weiter nach denjenigen Gleichungen vierten Grades, 
deren Wurzeln durch 


a’, P(%'), Po(%'), P(x’) 
dargestellt werden kénnen, wobei p nur bis zum gweiten Grade aufsteigt, 
so dass also 


(1) (2) =a a 

gesetzt werden kann. Man hat hier, den allgemeinen Entwickelungen 
gemass 

Pa(%) ~ 2 

Ya(x) — & 





zu bilden. Dies wird 
(2) v2? + Gaal? + 2 + (15a?+3.a) x + 4az7 + (20a°+ 12a?+1)2° 
+ (6a? + 2a) w + (15at + 184° + 3a? + 4a) a! 
+ (4a° + 4a? + 1) 2 + (605+ 12a‘ + 6a5 + 5a? + a) x? 
+ (at + 20° + a? + 2a) a 
+ (a® + 3a° + 3a'+ 3a° + 2a?+ 1) = 0, 
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so dass diese Gleichung die zwélf Wurzeln 


xe, p(e), p(x), s(x), (¢= 1, 2, 3) 

besitzt. Nun setzen wir wieder 

x’ + p(a’) + p, (2) + 3 (x’) = 3,(2’), 

ax’ p(x’) + 2’ g(x’) +--+ + g(x’) 93 (@’) = 4,(z’), 

x’ p(x") p(v") +--+ + w(x’) p(x’) w(x’) = 4, (2’), 

ax’ p(x") py (x) p(x’) = 9,(x’); 
dann geniigen zunichst die 3 Functionen 

5,(z'), 3 (e”), 3, (2"”) 


einer Gleichung dritten Grades mit rationalen Coefficienten; fiir diese 
findet man auf demselben Wege wie im vorigen Paragraphen 


(3) w+ (4a+3)u+4—0. 


In Folge von (3) kann man die dritte und alle héheren Potenzen von 
#,(x’) durch niedere ausdriicken, indem man von 


o, (x')® = — (4a + 3) O(2’) — 4 
Gebrauch macht; insbesondere werden @,(«'), #,(”’), #,(x’) die Form 


yD, (a)? + by, (%") + & 


annehmen. Fiihrt man die Rechnung durch, so ergiebt sich 
9,(2')—= + [0,(')? — 9,(2’) + 4a], 
’ 1 n F , 6 
93(2') = — = (9, (@’ — 2a — 1) 4, (@’) + 2], 


O(0')—= > [a(n + a O(a") + 2a? + 2a 4 2. 


Demnach geniigen die Gréssen 2, (a), (ul), g(a) der 
Gleichung 
(4) et — 829 + = (9 — 9H 4 4a) e? 


+ + (9 — @a— 1) 00 42) « 
+ + (a9 + a0 +4 2a? + 2a + 2) =0, 


wobei 
O0 = &, (at) 


gesetzt ist. Hat nun (3) eine rationale Wurzel, dann liefert die ent- 
sprechende Gleichung (4) eine Abel’sche Gleichung der verlangten Art. 


Wir setzen das Polynom von (3) 


wu? + (4a + 3) u+ 4 = (uw — x) (uw? + xu + A) 
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und erhalten fiir die Zerlegungsméglichkeit 
wha —4, A—x—4a+3, 





‘t= — ws + 3n+4 
a 
Folglich ist 
(5) : st— xe — Stet t yy Ppa t ets, 


Dates $ 4 _— 2 
4<—e sae 8x? + lx +4 


die allgemeinste Abel’sche Gleichung vierten Grades mit den Wurzeln 


2, p(z’) = 2'* +a, 9, (2’), 93(2'); 


dabei muss 

. cal w+ 38x%+4 
© ow te 
sein, 


Fiihrt man diesen Werth in (2) ein, so zerfallt der Ausdruck auf 
der linken Seite, und die linke Seite von (5) wird, falls man darin 
2 durch « ersetzt, ein Factor von (2). 


Man erkennt gleichzeitig, dass jeder Abel’schen Gleichung vierten 
Grades von der angegebenen Eigenschaft eine Gleichung des achten 
Grades entspricht, deren Wurzeln 


2", pe"), O(2"), 93(e"); 


2", ple"), pola"), 93 (2"”) 
sind. 


§ 11. 
Endlich stellen wir noch diejenigen Gleichungen vierten Grades 
auf, deren Wurzeln 
a’, p(x’); 2”, p(x") 
werden, wobei man allgemein y 
(1) g(a) =—=2+axr+b 


setzen darf. Hier wird 


Q) BO=* +4 a+ 1) at + 2a + (@+a+ 1) a? 


+ Zab + b)a+(a+1+ 0’) =0, 
und die Gleichung, deren Wurzeln 
a + p (a) = 8, (e), (¢= 1, 2, 3) 
sind, erscheint in der Form 
(3) u§ + (a+ 2)u—b—0. 
Soll (3) zerfallen, so muss die linke Seite 


(u — x) (w+ xu + 2) 
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werden, und dies erfordert die Annahme 

a=A—x*—2; b—xi. 
In der That ergiebt sich fiir diese Annahme die linke Seite von (2) 
gleich 
(a? — xa + A — 1) (24+ xa? + [A — x? — 2] a? + [2x4 —x— x8] 2 

[x2 x? + 1)) = 0, 
Es wird demnach 
at + wad + (A—x?—2) a? + (2e4—x — x) a+ (x24 + %?+1) = 0 
die allgemeine Gleichung vierten Grades mit der verlangten Eigen- 
thiimlichkeit. Dabei muss sein 
p(x) = a + (A — x? — 2) a+ xd, 
Giessen, den 28. Juli 1892. 
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Zur Cauchy’schen Interpolationsaufgabe. 
Von 


E. Nerro in Giessen. 


Dass die Lésung der Cauchy’schen Interpolationsaufgabe nicht 
unter allen Umstiinden méglich sei, hat L. Kronecker zuerst gezeigt 
(Monatsberichte der kénigl. Acad. d. Wissensch, zu Berlin; Juni 1881), 
indem er die Lésung der Aufgabe mit einer Kettenbruchentwickelung 
zusammenstellte. Man kann aber auch auf ganz elementarem Wege 
zu diesem Resultate gelangen, und dies hat dabei noch den Vorzug, 
die Bedingungen, unter denen eine Lisung nicht méglich ist, iiber- 
sichtlich zu gestalten und zu deuten. 

Es sollen der Aufgabe gemiiss, zwei Functionen vom m', bezw. 
ne? Grade fn(x), gn(w) dadurch bestimmt werden, dass die Werthe 

ae fin (#a) 


= Fe)? (A=0,1,2,...m-+n) 


des Quotienten fn, (%):gn(x) fiir «= %, %,,.+. myn vorgeschrieben 
sind. Bezeichnet man mit 2,, %,,...2%,, beliebige m, der Reihe der 
“, entnommene Elemente, und mit 2,, %,,.-. %,,, die tibrigen der a; 
ebenso mit 2,, %,,-.- Xz, beliebige m aus der Reihe der (m+ n+ 1) 
gegebenen x, mit 2, %,,... %,,,, die tibrigen und setzt dann 
pi() = (@ — %) (@ — My) ... @— Hy), 
Qu(X) = (i, — ©) (2, — #) «-- (He, — 2), 


so wird die gesuchte Function 





Pp; (x) 
Hy, os Os 
fy (@) ™ 2 J +1 D;(%j,) ++» Pi(%jy44) 


Gn(e) > . Pe = i 
ky eee Sar oS Wane oe 
i "We (%,) +++ (Vim ss) 


(1) 


Dabei ist die Summe im Zihler iiber alle Combinationen (¢) von m 
Gréssen x; aus den (m+ -+ 1) gegebenen x, zu erstrecken und im 














454 E. Nero. 


Nenner iiber alle Combinationen (k) von m Gréssen a2, aus den- 
selben (m-+ »-+ 1) Werthen. 

In der That ist es leicht, zu sehen, dass (1) fiir x den Werth 
Uq annimmt. Denn hierfiir verschwindet jedes p;(x), fiir welches x, 
unter den a; stand. Es muss also uw, bei den nicht verschwindenden 
Summanden unter den wu; auftreten, und dieses wu, kann man heraus- 
setzen. Wir wollen der bequemeren Bezeichnung wegen «—( nehmen; 
da Zaihler und Nenner dés Bruches symmetrisch in allen 2 sind, so 
macht dies nichts aus. Dann wird also der Zahler 


B;(%o) 
Uy > o 2. W, P;(%;,) + - : - Pi(@ in) P; (0) 


@ 
aia a 4, ese %. 
Te ge Bee. 
So Pes) «+= Pin)’ 
° 


wobei die 2;,, ... % 


(2) 





beliebig aus 2,,2%,.-- Lmin herausgegriffen 
werden, und die 2,,... %, die tibrigen dieser Gréssen sind. Der 


Nenner geht ebenso in 
a 
P % (%;,) +h (%,,) 


(k) 


™ 





iiber, wobei a,,... 2%, beliebig aus 2,, 7, ... Zmjn herausgegriffen 
werden, und die %,,... %;,, die tibrigen m Gréssen der gesammten 


Reihe bedeuten. Hier kann man direct fiir die (k) die (j) und fir 
die (i) die (2) eintragen, so dass der Nenner lautet 


, » ha ° %. 
@) 2 i qj (%i,) +++ % Uy ("in we 
die Summation kann natiirlich ebensowohl iiber die (7) wie iiber die 
(j) erstreckt werden. Dieser Nenner stimmt dann aber offenbar mit 
der Summe im Ziahler iiberein, so dass der Quotient wu, ist. 

Die Kronecker’sche Bemerkung folgt nun von unserem Stand- 
punkte aus unmittelbar durch die Ueberlegung, dass die Summe in (2) 
und die ihr gleiche (3) verschwinden kinnen. Geschieht dies, dann 
tritt der Werth u, in der Form u, 3 auf. Hebt man den gemein- 


samen Factor (x — 2) nicht, dann bleibt die unbestimmte Form be- 
stehen; hebt man ihn weg, dann braucht die Forderung, dass der 
Bruch fiir z, den Werth « annimmt, nicht mehr erfiillt zu sein. 

Damit die unbestimmte Form eintrete, ist es hinreichend und 
mea dass die Summe 


(4) >; sa =0, (,,...%%, Sind aus %,...%min 2 
io rile, ; arc ») wiblen) 





hi 


zu 
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wird. Dieselbe Bedingung erhilt man, wenn man fragt, wann der 
gesammte Ziihler aus (1) durch 2 — a, theilbar wird. — 

Hebt man diesen Factor x — a, fort, so entsteht ein Bruch 
- ; fa—1 (@) 
(5) : Gna)? 
dessen Ziihler und Nenner nur bis zu den Graden (m — 1) bezw. 
(n — 1) aufsteigen. Dieser Bruch befriedigt aber die (m+n) Be- 
dingungen, fiir = 2, %y,.+.%min die (m-+-n) Werthe u,, t,... tmin 
anzunehmen, Weil er jedoch schon durch (m + » — 1) Werthepaare 
bestimmt ist, so folgt, dass das (m-- m)'* Werthepaar nin, Umin 
von den iibrigen abhiingig sei. 

Das liasst sich leicht sehen, wenn man den Bruch (5) herstellt: 











i 
6) fn—a(®) a bi Pi(%) - ee (Fin) 
In— () 4; (&) 
. Up, +. + U, = 7 
Pa meee bn—t Gh (a,) «=» Ue(@i,) 


hierin bedeutet 
pi(Z) = (@— my)... (@ — %i,,_3)> 
ge (x) = (a%,— 2)... (Tt,_1 — 2); 
die 1... %,_, sowie die %,... 2% sind auf alle méglichen 


Arten aus den 2, %,..+2%mta—1 genommen; und die 2; umfassen die 
Ergiinzungen zu den x; und die 2, die Erginzungen zu den a. Gesetzt 
nun, es ist 


f, m—1 (m+n) be) 
e Int mtn) 


dann folgt, wenn man in (6) einsetzt —2%»4, und Ziahler und 
Nenner dutch (amin — 2) (@mtn — %) ..+ (Gmina — Lm4+n—1) dividirt, 


Uy, eee ba a 
a Pi(@%) --- Pi(%,) > 


n—1 


@) 
Hote = - Ser SR, 
~~ s Rn—1 7 1" 


x eee x 
wobei wieder = ™_ ~— 
Di(x) = (% — H,) «2. (@— Hy) » @ — mtn), 

Qx(X%) = (Xp, — 2)... (Pens — «) » (min — 2) 
zu nehmen ist. Der letzte Nenner wird nun, wie man sieht, gleich 


Ca a aah 
2 BG) = Gig) Pm) — 


(k) 
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schafft man diesen nach der linken Seite, so geht die Gleichung (7), 
wie voraus zu sehen war, wieder in (4) iiber. 
Gilt (4), dann geniigt der Bruch 
fin (@) fina (@) (@ — &o) 
®) In @) ya @) @— &) 
den gestellten Bedingungen auch fiir das Werthepaar «= 2, u = uy 
insofern er den Werth in der Gestalt ° annimmt; und man weiss, 
dass nicht zwei Briiche das Gleiche thun kénnen, ohne dass sie, bis 
auf einen constanten Factor im Zahler und im Nenner iibereinstimmen. 
Die angestellten Ueberlegungen gelten in derselben Weise bei 
der Herstellung von fn—i(%) : gas (x). So erkennt man: Geniigen 
(m+n—a-+1) Werthepaare unter 2%, 93. ~ + Lmtny Untr, ebwa 


die letzten, der Gleichung u= fone a , dann kann der Cauchy'schen Auf- 
gabe nur in der uneigentlichen Form geniigt werden 
fn (a) = Fn—a(®) (% im Xo). +.(@— a, -1) ; ’ 
9n(@) —- Qn—g @) (@ — M).-. (@ — Hy_s)' 
wenn ferner zufillig auch 
Fn—a(%o) = u& eee Tn—a (a—1) =u 
Gn— (°°? %—a(®a-1) 


ist, (was Bedingungen von der Form (3) fordert), durch die Form 


fn(@) —_ fn—a(®) Pa (*) 

Gn(@) — In—a(®) Pay (@) ? 
wobei Pa—1(x) eine beliebige ganze Function vom Grade (a — 1) be- 
deutet. In jedem anderen Falle ist eine einzige, eigentliche Darstellung 
moglich. 

Endlich mége noch Folgendes erwihnt werden. Ist die Bedingung 

(4) erfiillt, so tritt in den nach der Cauchy’schen Regel aufgestellten 
Bruch in den Zihler und in den Nenner wirklich noch u, ein; die 
Darstellung (8) zeigt, dass dann im Zihler wie im Nenner ein con- 
stanter Factor auftritt, welcher allein den Werth u, enthialt, wihrend 
die tibrigen Theile von w, frei sind. 


Giessen, den 27. November 1892. 
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Beweis eines Satzes von Bertini tier lineare Systeme 
ganzer Functionen. 


Von 


J. Liirorn in Freiburg i. Br. 


In den Rendiconti del R. Istituto Lombardo Serie II, Vol. XV, 
fase. I (Sitzung vom 12. Jan. 1882) hat Bertini den Satz bewiesen, 
dass ein lineares System von ganzen Functionen, wenn jede Function 
des Systems zerfillt, egtweder einen allen Functionen des Systems 
gemeinsamen Factor hat oder in Functionen zerfillt, die alle einem 
Biischel angehéren. Der folgende Beweis dieses Satzes ist von dem 


Bertini’schen dadurch unterschieden, dass er den algebraischen Charakter 
mehr hervorhebt. 


§ 1. , 

Ich werde dfter drei bekannte Siitze benutzen tiber ganze Func- 
tionen von zwei Reihen von Variabelen 2,2, ... 2p, Y;Yo++ + Yq — die 
ich hier anfiihren will, um mich leichter auf sie beziehen zu kénnen. 

1) A(x, a, ... Xp YyYo +++ Yq) Oder ktirzer geschrieben A(x; y) sei 
eine ganze Function der simmtlichen Veriinderlichen und a(a; y) eine 
andere ganze Function der x und der y, welche jene in Bezug auf 
die x theilt, Hat dann a(; y) keinen von den « unabhingigen Factor, 


so ist der Quotient 4 ganz in Bezug auf die x und die y. 


2) Wenn die r ganzen Functionen A, (2; y), A,(a; y) ....A,(a; y) 
fiir bestimmte Werthe y,°y,°...y,° der y, den gréssten gemeinsamen 


A, (a; 
Theiler A(z) haben, so dass die Quotienten peib simmtlich ganze 


Functionen der 2 werden, so muss jede ganze Function der x, welche 
jene r Functionen A;(x;y°) theilt, auch die Function A(z) theilen. 
3) Bei unbestimmten y ist der grésste gemeinsame Theiler eine 
rationale Function der y. Man bringe sie auf den kleinsten Nenner; 
wenn man dann aus dem Zahler, falls es angeht, einen Factor heraus- 
Mathematische Annalen, XLII. 30 
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hebt, der nur die y enthalt, so ist der im Zihler iibrig bleibende Factor 
eine ganze Function A(z; y) der x und der y, die ein grésster gemein- 
samer Theiler der Functionen A,, A,,...A, in Bezug auf die x ist. Diese 
Function ist dann auch Theiler der eben genannten Functionen in 
Bezug auf die z und die y, und zwar grésster gemeinsamer Theiler, 
in dem Sinne dass jede ganze Function der x und der y, welche alle 
Functionen A,, A,, ...A, theilt, auch Theiler von A(z; y) ist und 
somit keine ganze Function existirt, die, in den x und den y zusam- 
mengenommen, von hdherer Dimension ist als A(x; y) und alle 
Functionen A; theilt, 


§ 2. 

Die ganze Function f (%,7...2%p Y¥,Yo +++ Y%) oder kiirzer ge- 
schrieben f(x; y; 2) der Verinderlichen z,...%, und der ,,Parameter“ 
Y:Yo+++Yo# (von welchen der letzte aus einem Grund, der noch 
hervortreten wird, besonders bezeichnet ist) mége in Bezug auf die x 
zerfallen, aber so dass sie keinen Factor hat, der von den Parametern 
nicht abhingt. Wir denken uns unter den mdglichen Factoren die- 
jenigen herausgesucht, welche in Bezug auf die x von miéglichst 
niedriger Dimension m sind. Jeden solchen®Factor, der eine ganze 
Function z und eine algebraische Function der Parameter sein wird, 
kann man als rationale Function der Groéssen y,y,...y, ¢ und einer 
Wurzel w einer irreducibelen algebraischen Gleichung darstellen , deren 
Coefficienten rationale Functionen der y und z sind. Wir denken uns 
weiter unter den genannten Factoren m'e* Dimension einen ausgewihlt, 
fiir den der Grad der Gleichung fiir w so klein als méglich ausfiillt. 
Dieser Factor sei 


GY (Gy Hg. ++ Lp YyYo+ ++ Yq 2 W) 
und die entsprechende Gleichung fiir w’ 
(1) FY, Y2 - +. Yq 2 W) = 0, 
wobei w’ eine Wurzel dieser Gleichung bezeichnet. In der Function g, 
die wir kiirzer auch g(x; y; 2; w’) schreiben wollen, sei der erste 
Coefficient gleich Eins angenommen. Ist die Gleichung (1) vom n'" 
Grade in w und sind ihre Wurzeln w’, w’,,..w™, so sind auch die 
Functionen g(x; y; 2; w"),...g(@; y; 2; w) Theiler von f(z; y; 2). 
Da aber keine der Functionen g in Factoren zerfallen kann, die in 
Bezug auf die x ganz sind, weil ja sonst f einen Theiler besiisse, 
dessen Dimension in den 2 kleiner als m wire, so sind sie gegen- 
seitig theilerfremd, wenn sie nicht identisch oder nur um Factoren 
verschieden sind, die von den 2 nicht abhiingen. Der letzte Fall ist 
nicht moglich, weil in jeder der  Functionen der Coefficient des ersten 
Gliedes Eins ist. 
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Wiire aber z. B. g(x; y; 2; w’) = g(x; y; 2; w"), so waren die 
Coefficienten in g Functionen der Wurzeln von (1), welche weniger als 
n Werthe hiatten und folglich nicht einer irreducibelen Gleichung vom 
n= Grade zu ihrer Bestimmung bediirften. Wir haben aber angenom- 
men, dass die Factoren m'** Dimension durch keine Gleichung niedrigeren 
Grades bestimmt werden kénnten. Da also jene » Functionen g theiler- 
fremd und von einander verschieden sind, so muss auch ihr Product 
die Function f(a; y; 2) theilen. Dies ist aber ganz in den w und 
rational in den Parametern. Mit Hervorhebung des Nenners sei es 

A, (x; y; 2) 
h(y; 2) 
geschrieben, wo Zahler und Nenner ganze Functionen der 2; y; 2 bezw. 
nur der y und zg ohne gemeinsamen Theiler sind. Da in den Functionen 
g der erste Coefficient Eins sein sollte, kann die Function H, keinen 
von den x unabhiingigen Factor haben und weil sie die Function 
f(x; y; 2) in Bezug auf die x theilt, ist sie nach (1) §1 auch ein 
Theiler in Bezug auf die x; y und z so dass man 
f(@; ¥3 2) = Hye; 95 2). Bea; 9; 2) 
setzen kann, wo H, eine ganze Function ihrer Argumente bezeichnet. 

Wenn die Gleichung (1) von héherem als dem ersten Grade ist, 
so sind sicher mehrere Factoren g vorhanden, die alle in den x von 
der gleichen Dimension sind.. Zerfallt also f(x; y; 2) in Factoren, die 
in den x von verschiedenen Dimensionen:sind, so miissen sie in den 


Parametern rational sein und f muss dann in Bezug auf alle Ver- 
inderlichen zerfallen. 


§ 3. 

Ist f(a; y; 2) in den Parametern linear, so darf die Function H, 
diese nicht enthalten. Enthielte sie noch 2, so hitte f einen von den 
y und g unabhingigen Factor, welchen Fall wir ausgeschlossen haben. 
Daher muss H, constant, = C, sein und dann folgt 
(2) F@5y5 2) = Ch(y; 2) g(a} y5 85 Ww)... ge y5 25 WO). 

Es sei nun 

3) f@sy¥324)=A@+HA@ +--+ yfel%) — 4f(2), 

wo f,(x), f,(@), ..- f,(@), f(%) ganze Functionen der Variabelen 
%,%_...%py bezeichnen, zwischen denen keine homogene Gleichung mit 
constanten Coefficienten bestehen soll. Wenn niamlich eine solche 
Gleichung bestiinde, kénnte man neue Parameter einfiihren, zwischen 
deren Coefficienten keine Abhiingigkeit existirte. 

Um die Natur der Function g zu erkennen, wollen wir ein ganz 
willkiirliches, unbestimmtes, Werthsystem &,, §&,...& der 2 annehmen 
30* 
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und g so zu bestimmen suchen, dass es fiir das System der &-ver- 
schwindet. Dazu sind die y, ¢ und w so zu finden, dass fiir eine 
Wurzel w’ der Gleichung 

Fy, Yo. +. Yge Ww) =0 

die Function 

9 (3 y3 23 w) = 0 

ist. Durch Einsetzen der § fiir die x in die identische Gleichung (2) 
folgt aber 


t= Fy {h)+nhO+---+ whl} 


= (5, &.-- bp Yi Y2-++ Ya) 
wofiir kiirzer m(&; y) geschrieben sei. 
Daher sind die beiden Gleichungen 


(4) F(y;Y2-++ 93 P(E; y)s w) = 0, 
(5) 9 (8 93 (Ey), w)) =0 


durch einen Werth von w zu erfiillen. Die erste Gleichung habe die 


Wurzeln v’', v",...v™. Die Gleichung (3) liefert beim Eintragen von 
p (&; y) an Stelle von z 


(6) F(@5- 95 P) = ChY; Y) 9053 95. 93 1)... 9(@3 ¥5 5 O™). 
Die Functionen g(x; y; 9; v) (fir i = 1, 2,3...) sind in Bezug auf 
die ~ irreducibel. Denn wiire eine zerlegbar, so hiitte f(x; y; ) einen 
Factor g,(#) ganz in den xz und von niedrigerer Dimension als g. 
Bestimmt man aber die § so, dass sie der Gleichung o(&; y) =< geniigen, 
so wird g,(z), wenn es tiberhaupt noch von den & abhiingt, eine 
algebraische Function der §, der y und des g, deren Dimension in x 
kleiner als m ist und die f(x; y; 2) theilt, gegen unsere Annahme in § 2. 
Gesetzt nun es verschwinde fiir die — mehr als einer der Factoren 
rechts in der Gleichung (6). Differentiirt man nach z; und setzt dann 
die & fiir die z, so folgt, wenn zwei der Gréssen o’, v”,... vl” die 
Gleichung (5) erfiillen 


af@ 19) 9, 


Ou, fir += 1,2,...p 


wenn die x durch die § ersetzt werden. Da aber die Parameter ganz 
willkiirlich sind, so zerfallt jede dieser Gleichungen in eine Anzahl 
anderer, die man in 


Cf (@) fe) af) t= 1,2...p 
du, — f() Om 0, 1,2...9 








zusammenfassen kann, wenn in ihnen, nach geschehener Differentiation, 
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die « durch die § ersetzt werden. Weil die &-noch ganz willkiirlich 
sind, so kann man umgekehrt die & durch die x ersetzen, so dass 
jene Gleichungen mit den 


of, (x) = f, (@) : Of (x) 


Ox; f(a) Ox; 





gleichbedeutend sind, aus welchen 


(7) fe(#) = ee f(x) 


folgt, wo c, eine Constante bezeichnet. Die Functionen f, wiiren also 
nicht linear unabhiingig, wie wir dies doch angenommen hatten. 
Somit geniigt der Gleichung (5) nur eine Wurzel der Gleichung (4) 
und diese lisst sich also rational durch die € und die y ausdriicken. 
Ihr Werth sei W(&; y). Dann ist 
o 


9 (2; y3 psy); WEE; y)) 


die Function g, welche fiir das Werthsystem § zu Null wird. Indem 
man diese rationale Function der — und der Parameter auf den kleinsten 
gemeinsamen Nenner bringt, sei sie geschrieben 


E@s fy) 
7 (83 9) 

wo uun im Zihler und Nenner theilerfremde Functionen der Argumente 
stehen. Weil in der Function g der erste Coefficient Eins ist, kaun [ 
keinen Factor haben, der von den a frei ist. Da ferner [ als Func- 
tion der x ein Theiler von f(”; y;), also auch von f(§) f(x; y; ¢) 
ist, welche Function ganz in den x, den & und den y ist, so folgt 
(8) FE) Fs 95 p) = Tes Bs y) - AC; &5 y) 


wo A ebenfalls eine ganze Function der Argumente ist. Dabei ist 
r(&; &; y) =O, und, wie oben bewiesen wurde, A(§; §; y) + 0. 


§ 4. 

Da die linke Seite von (8) eine lineare Function der y ist, kénnen 
diese nur in einem der beiden Factoren rechts auftreten. Um zu be- 
weisen dass sie nur in A vorkommen, brauchen wir eine Eigenschaft 
des gréssten gemeinsamen Theilers der Functionen 


fo(a) £8) — (8) f@); 
@) - fila) £8) — , ® fs 


fo(x) £(8) — fa(€) fF), 
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welche auf der linken Seite von Gleichung (8) auftreten. Nach unserer 
Annahme haben diese Functionen keinen gemeinsamen Theiler, der 
nur von den x oder nur von den § abhiingt. Denn hitten sie den 
irreducibelen Factor a(x), so wire entweder fiir ein Werthsystem 
%,°x,°... 2»°, fiir welches a(x) = 0 ist, 


filé) = 1) 


und es ergiben sich, weil die & ganz willkiirlich sind, die Gleichungen 
(7) mit ihren unzulissigen Folgerungen, oder es wiire fiir jenes Werth- 
system f(x°) == 0 und damit auch 


fo(@") = f, (@) =--- =f,(2") = 0, 


so dass alle Functionen f,, f, ..-f,, f durch a(a#) theilbar waren. 
Dies widerspricht aber unserer Voraussetzung, dass die Function 
f(~; y; 2) keen nur von den 2 abhingigen Theiler habe. Ebenso 
findet man, dass die Functionen (9) auch keinen von den & allein 
abhiingigen Theiler haben kénnen. 

Es kénnen auch nicht zwei der Functionen (9) sich nur um einen 
von den «# unabhingigen Factor unterscheiden. Denn die Vertauschung 
der x mit den § wiirde zeigen, dass ein solcher Factor auch von den 


— nicht abhingen kann, also absolut constant sein muss und aus der 
Gleichung 


fi (a) £(&) — fil8) F(@) = ¢ (fe(@) FE) — HE) FC) 


wo nun ¢ constant, wiirde dann 


f(a) — ¢ f, (a) = 7, — ¢f, (6) 
f(x) 7 fe) 





folgen, daher diese Briiche constant = C sein miissten. Dann bestiinde 
aber, gegen unsere Annahme, die Gleichung 


fi(@) — ¢ fi(x) = C(x), 
und die Functionen f waren nicht linear unabhingig. 
Sei nun A(x; &) der grésste gemeinsame Theiler der Functionen 
(9) — wenn sie eimen haben — in Bezug auf die x, und zwar als 
ganze Function der x und der & geschrieben, die keinen von den 
unabhingigen Factor hat, so ist diese Function nach 3) § 1 auch 


grésster gemeinsamer Theiler der Functionen (9) in Bezug auf die z 
und die €, so dass man 


(10) fi) f(8) — fil€) F(@) = A(x; &) Bi(z; &) 


setzen kann, wo die B; ganze Functionen der x und der & sind. Die 
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Vertauschung der # mit den & zeigt, dass A(&; 7) ebenfalls die simmt- 
lichen Functionen (9) in Bezug auf die 2 und die & theilt, und, nach 
3) § 1, somit auch A(x; &) theilen muss. Die Gleichung, welche dies 
ausspricht 
A (x; ) = A(E; x) p(a; &), 
in der p(x; &) eine ganze Function ist, liefert dann 
p(x; &). p32) —1, 
so dass (x; §) constant und + 1 oder — 1 ist. Die Dimension u 


von A(x; &) in den 2 ist folglich ebenso gross wie die Dimension 
in den &, 


g 5. 


Es sei nun 4,%)...%p ein unbestimmtes Werthsystem, und die 
Werthsysteme 2,°a,°...2»° der x, und &,°€,° .. . &° der & so gewihlt, 
dass sie A(a#; &°)=0 machen, wihrend sie noch gewisse Neben- 
bedingungen erfiillen. 

Zuniachst sollen f (a°)+-0, f(&°)+-0 sein. Ferner sollen die 
Functionen A(y; 2°) und A(y; &°) nicht von niedrigerer Dimension als 
der uw" in Bezug auf die sein. Diese Bedingung wird durch Un- 
gleichungen dargestellt, indem gewisse Functionen der x und der &, 
die wir mit w(x), 7(&)... bezeichnen wollen, fiir die 2° bezw. die &° 
nicht verschwinden diirfen. Sind diese Ungleichungen erfiillt, so haben 
die Functionssysteme 
(11) fila) 2") — FDA) gy 
(11*) f(a) 16°) — fm) KB") re 
sicher A(y; 2°) und A(y; §°) zu Theilern. Soll das System (11) einen 
groéssten gemeinsamen Theiler haben, dessen Dimension in Bezug auf 
die » grésser als mw ist, so miissen, wenn es tiberhaupt mdglich ist, 
die x mindestens eine Gleichung ®(”) = 0 erfiillen. Wenn wir also 
die Bedingung stellen dass ®(x°) += 0 sei, so wird A(y; 2°) der grésste 
gemeinsame Theiler der Functionen (11) sein. Ebenso wird A(n; &°) 


der grésste gemeinsame Theiler der Functionen (11*) sein, wenn 
(&°) + O ist, Aus den Gleichungen 


fin) F(@) — Fela") F(a) = Ag; @°) Bin; 2°), 
fi(n) £(E°) — (8) F(a) = A(as 8°) Bin; &) 
die ans (10) folgen, sowie aus 


fi(a®) F(8°) — F(8°) Fe") = 0 


°q 


ergiebt sich nun: 


£(&°) A(y; 2°) Bin; 2°) = f(x") A(y; &) Bin; &°) 
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fir i= 0,1,2...q. Da B,(y; &°) eine ganze Function der y ist, so 
ist A(y; x°) Bi(y; 2°) durch A(n; §°) theilbar; also muss nach (2) § 1 
auch A(y; 2°) durch A(y; §°) theilbar sein. Weil diese beiden Func- 
tionen von gleicher Dimension sind, ist ihr Quotient constant = ¢, also 

A (ny; @°) = cA(n; 5°). 
Setzt man die y den 2° gleich, so kommt 

A(x; 2°) = cA(a; &) = 0. 

Also ist fiir die Werthsysteme der z und §&, fiir die A(x; &) = 0 ist, 
stets auch A(x; x) = 0, wenn nur die x und die & die oben erwihnten 
Ungleichungen erfiillen. Da aber die Functionen f(x), f(&), v(x), 
w(&),.., (av), O(§) immer nur je eine Reihe der Variabeln, entweder 
die x oder die &, enthalten, sind sie zu A(w; &) theilerfremd, weil 
diese Function keinen Theiler hat, der nur die x oder nur die & ent- 
Mielte. Man braucht daher auf diese Ungleichungen keine Riicksicht 
zu nehmen und A(x; x) muss durch A(«; §) theilbar sein, wenn es 
nicht identisch Null ist. Da aber A(#; x) nur die w enthialt, jeder 
Factor von A(x; §) aber die « und die &, ist nur der zweite Fall 
moglich, und A(a; x) muss identisch Null sein. 


§ 6. 
Jede ganze Function der 2, die in Bezug auf diese Veriinder- 
lichen die simmtlichen Functionen (9) theilt, muss auch die Function 
f(x; y; 9) theilen, die in (6) in Factoren zerlegt ist, und kann also, 
weil diese Factoren irreducibel sind, nur aus einer Anzahl dieser 
Factoren bestehen. Wiirde aber der grésste gemeinsame Theiler alle 
Factoren enthalten, so wire die Function A(#; &) von derselben Dimen- 
sion in den x wie die Functionen (9), daher diese sich von ihr und 
dann auch unter sich nur um constante Factoren unterscheiden kénnten; 
was in §4 als unzulissig erkannt wurde. Der grésste gemeinsame 
Theiler kann daher héchstens » — 1 jener Factoren umfassen. Wire 
nun die Function A(x; §; y) in Gleichung (8) von den Parametern 
unabhingig, so wire sie, weil sie mit dem Product von » — 1 Factoren 
proportional ist, der grésste gemeinsame Theiler. Dies ist aber nicht 
moglich; denn A(&; &, y) ist von Null verschieden, wihrend der grésste 
gemeinsame Theiler, wie gerade bewiesen wurde, verschwindet, wenn 
die x den € gleich gesetzt werden. Weil A von den y nicht unab- 
hingig sein kann, muss [ es sein, so dass diese Function durch die 
Bedingung zu verschwinden, wenn man die x den & gleichsetzt’, voll- 
stindig bestimmt ist. Die Function g(a; y; 2; w) kann folglich, als Func- 
tion der x betrachtet, nur eine einzige Constante enthalten und muss 
von der Form sein 
A(x) —-AB(zx), 
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wo A(x) und B(«) ganze Functionen der 2 allein sind und 4 eine 
rationale Function der y, z und w ist. Sind 7’, 4”...4 die n 
Werthe, welche die Function 4 fiir die » Wurzeln der Gleichung (1) © 
annimmt, so hat man 


f (x3 y; 2) = Ch(y; 2) (A (a) — 4 B(a)) ... (A(a) — 4 Bia). 


Die » Werthe 2’, 4”,...4) miissen verschieden sein, weil sonst, 
gegen das in § 2 bewiesene, zwei der Functionen g einander gleich 
waren. Daher geniigen sie einer Gleichung m»' Grades 


Cy A" 6, AME et eid + oy = 0, 
deren Coefficienten ganze Functionen der y und z ohne gemeinsame 
Theiler sind. Es ergiebt sich dann 


f(«; 932) = ee {¢,A(a)"-+- ¢,A(a)"-! B(a) rs Cn B(a)*} 





wo die beiden ganzen Functionen & und 7 der Parameter theilerfremd 
seien. Es miissen die (n+ 1) Producte 


4 §=0,1,2...0 


ganze Functionen erster Dimension der Parameter sein; da die ¢; 
keinen gemeinsamen Theiler haben sollen, ist dies nur so mdglich, 
dass die Function / constant ist und dann entweder die ¢c; constant 
sind und & eine ganze Function erster Dimension der y und z ist, oder dass 
k constant ist, wihrend die ¢; lineare Functionen der Parameter sind. 
Im ersten Falle hiitte, gegen unsere Annahme, f(x; y; 2) einen von 
den Parametern unabhiingigen Factor; daher ist nur der zweite 
moglich. 

Also ergiebt sieh der Bertini’sche Satz: Wenn die Function f(x; y; 2) 
in Bezug auf die w, bei unbestimmten Parametern, zerfillt, so lisst 
sich entweder ein Factor abspalten, der nur die x enthilt, oder die 
Function kann mit Hilfe einer Gleichung, deren Coefficienten lineare 
Functionen der Parameter sind, in ein Product von ganzen Functionen 
zerlegt werden, die einem und demselben Biischel angehéren. 

Aus der gefundenen Form der Function g folgt, dass 


F(a; 8; y) = A(z) BE) — A(E) Bie) 
ist. Da es die y nicht enthilt, ist es jedenfalls ein Theiler des gréssten 
gemeinsamen Theilers der Functionen (9), falls es nicht der ganze ist. 
Hat A(a; &) noch weitere Factoren, so kann deren Product nur ein 
von y unabhiingiger Theiler von A(«; §; y) sein, etwa in der Weise dass 

A (a; &} y) = A (a; 8) - A"(a; 85 y) 
wo A’ und A” ganze Functionen der Argumente sind und 
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A(x; §) = (A(x) B(E) — A(&) B(@)) AG; &) 
ist. Ist nun A(§; 7) = c A(x; &), wo c =~ 1 oder — 1 ist, so folgt 
A’(E; 2) = — cA'(a; &). Wire c=-+ 1 so wiirde A’(x; x) = 0 sein 
und A(«; 2; y) verschwinden, gegen das Resultat in §4. Demnach 
ist c= — 1, und 
A'(E; %) = A’(@; 8), 
A(é; x) = — A(a; &). 


Freiburg i. Br., im November 1892. 


Nachtrag zu vorstehender Abhandlung. 
§ 7. 


Nachdem der vorstehende Aufsatz schon gesetzt war, bin ich darauf 
aufmerksam geworden, dass eine im § 6 vorkommende Folgerung doch 
nicht ganz so selbstverstiindlich ist, wie sie dort erscheint, und einer 
weiteren Ausfiihrung bedarf. Es ist dort niimlich bewiesen, dass die 
Function g(a; y; 2; w), wenn sie fiir die unbestimmten Werthe £& der 
x verschwinden soll, von den Parametern ganz unabhiingig und ein- 
deutig bestimmt ist, und daraus schliesse ich, dass g die Form 

A(x) — AB(z) 
hat. Dieser Schluss soll hier genauer durchgefiihrt werden. 

In § 3 ist gezeigt, dass die Gleichungen (4) und (5) nur eine 
Wurzel w gemein haben, die eine rationale Function der — und der y 
ist und mit W(&; y) bezeichnet wurde. 

Daher wird die Gleichung 
(1) FY; Yo + «+ Yq} 23 W) = 9 
erfillt, wenn man 


= (83 y), w= WEE; y) 
setzt. Die Gleichung ist also in Bezug auf ¢ und w vom Geschlechte 
Null. Man kann daher nach einer von Gordan gegebenen Methode 
(diese Ann. Bd. 29, 8. 318) eine Grésse € so finden, dass z und w 
Functionen von € und der y werden, die a(y; €) und A(y; €) sein 
mégen und die in € rational sind; so zwar, dass diese Functionen die 
Gleichung (1) identisch erfiillen und jedem Werthsystem z w, welches 
der Gleichung geniigt, nur ein Werth von € entspricht, der durch eine 
Function Z(y; 2; w) gegeben ist die in z und w rational ist. Die 
Gordan’sche Vorschrift zur Aufsuchung der Functionen « und £ reducirt 
den Fall mehrerer Variabelen § mit Hiilfe von rationalen Operationen 
auf den einfachen einer Variabeln, den ich in der Note: Beweis eines 
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Satzes tiber rationale Curven (diese Ann. Bd. 9, S. 163) behandelt 
habe. Dieser einfachste Fall aber erfordert auch nur die Operation 
des gréssten gemeinsamen Theilers, so dass also die Functionen a 
und # sich aus g und W durch rationale Operationen herleiten und 
daher nicht nur in £, sondern auch in den y rational werden, sowie 
auch Z eine rationale Function der y wird. Wenn die Gleichung (1) 
erfillt ist, bestehen noch die Gleichungen 


(12) ay; Z)—2, By; Z)—w. 
Da die Function g(x; y; 2; w) ein Theiler von f(x; y; 2) ist, falls die 
z und w durch die Gleichung (1) verbunden sind, so wird 


(13) 9 (x5 y3 &(y; &)3 B(y; §)) = G(x; y, 8), 
das ganz und von der m'*" Dimension in den 2, rational in den y 


und in € ist, ein Theiler von f (a; y; a(y; 6) werden, bei ganz un- 
bestimmtem £. 


§ 8. 

Diese Function G(a; y; §) ist in Bezug auf die x irreducibel. 
Denn eine in den «2 ganze, in den y und € rationale Function 
G,(x; y; §), welche G@ theilt und deren Dimension in Bezug auf die 
« kleiner als m ist, ist auch ein Theiler von f (ac; y; ay; g)). Setzt 
man hier die Function Z an Stelle von §, so folgt nach (12), dass 
G, (x; y; Z) ein Theiler von f(x; y; 2) ist, gegen unsere Annahme, 
dass kein Factor in den x eine kleinere Dimension als m habe. 

Es muss aber G die Variable € auch sicher enthalten. Denn wenn 
€ nicht vorkiime, so wire G in den 2 ganz, in den y rational, und 
miisste, weil sie f (2; y; a(y; £)) theilt, auch f(%; y; 2) in Bezug auf 
die x theilen, weil die Substitution von Z fiir € sie ‘nicht dnderte. 
Briichte man sie auf den kleinsten Nenner, so wiirde ihr Ziahler 
G,(a; y), nach 1) § 1, f(a; y; 2) in Bezug auf die Variabelen und die 
Parameter theilen. Dies wire aber nur méglich, wenn entweder die 
G, die y nicht enthielte oder f(x) = 0 wire, was beides gegen friihere 
Annahmen streitet, 

Es sei, mit kleinstem Nenner geschrieben, 

G (as y3 €) = AGiNsO 
wo H und & ganze, theilerfremde Functionen der Argumente sind. 
Da in g, also auch in G, ein Coefficient gleich Kins ist, so hat H 
keinen Factor, der von den x frei ist. Um nun die Function g so 
zu bestimmen, dass sie verschwindet, wenn die x den unbestimmten 
Werthen & gleich werden, hat man € aus der Gleichung 
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(14) HE; y; £) =0 
zu bestimmen und in G einzusetzen. 

Hitte die Gleichung (14) eine mehrfache Wurzel, so miisste H (é; 1; &) 
mit ois me in Bezug auf € einen gemeinsamen Theiler haben, oder, 


weil die § ganz beliebig sind, H(x; y; ) mit Te He - Man bringe 


diesen Theiler auf kleinsten Nenner und werfe im Zihler, wenn mdglich, 

einen Factor fort, der § nicht enthilt; so entsteht eine ganze Function 

K(x; y;&), die H und a in Bezug auf § und, nach 1) § 1, folglich 

auch in Bezug auf die « und die y theilt. Die Function K muss die x 

enthalten, weil H keinen Factor hat, der von den ~ frei ist. Da 

aber H in Bezug auf die x, wie bewiesen, irreducibel ist, kénnte K 
oH 


nur H selbst sein, und dies kann FE nicht theilen. 


§ 9. 
Man kann nun setzen. 
A(x; y; 2) = A(x) k(y; ) + Bix) h(y3 8) +--- 

unter A(z), B(x), C(x)... ganze linear unabhiingige Functionen 
der x, unter k(y; ), k(y;€).-. ganze Functionen der y und der 
verstanden. Sind diese in Bezug auf € vom Grade x hichstens, so 
wird auch H von diesem Grade sein, weil sonst Beziehungen zwischen 
den Functionen A, B, C... bestinden. Da die Function g nur in 
soweit bestimmt ist, dass ein Coefficient — es braucht nicht der erste 
zu sein — gleich Kins ist, so kann man mit einem Coefficienten divi- 
diren, der in ¢ wirklich vom Grade x ist. Sei dieser k(y; §) so ist 
G (a5 95 )—A(a) + Bea) EO?) + C@) AMP + Dew) LMP +... 
Die Gleichung (14) habe nun die x verschiedenen Wurzeln §, &,¢,.., 
dann ist G(x; y;§), fiir i—1,2,3...%, eime Function, welche fiir 
die € verschwindet, und demnach ist (§ 3) ' 


P(x; 83 9) = 7 (85 y) G (a; 9; &)- 
Die rechte Seite muss also fiir i = 1, 2,... denselben Werth haben. 
Stellt man die Gleichungen auf, die das aussagen, so folgt aus ihnen, 
wegen der linearen Unabhingigkeit der Functionen A, B, C..., dass 


jede der Functionen Lay + -++ fiir alle Wurzeln der Gleichung (14) 
denselben Werth hat, der rational in den & und den y ist. Diese 
Werthe seien bezw. P’(&; y), P’(&; y),.... Dann ist kh’ — P’k 


Null fiir die €; und also durch H(&; y; €) theilbar. 
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Setzt man 
Ae; y3 0) = &. W(Bsy) ++: 
k(y3f) =. ky) +--+ 
K(y; 8) =& .ky(y) +--+ 
so wird, mit Weglassung der Argumente, 
k’ — Pk = (ly — Phy) 77 
In thnlicher Weise folgt, 
"(ys 6) = Shy" (y) + 


k” — P’k = (k,”"—P"ky) 


gesetzt , 


und weiter, dass 
k’ ” ” k” , , , ” “ , 
(ho —P ky) et (ky —P kg) =P ky —P ky 
von € frei ist. Daher ist 


ak” .@ 


k’ o” ” , , 
) ae ot) ae oe ky’ — Pvky: ky — Pky. 


Rechts kommt £, links & nicht vor, so dass der gemeinsame Werth 
nur von den y abhingig = @,(y) ist und 

k” k’ 

b= 19) | + OY) 


sich ergiebt. Die analoge Ueberlegung liefert 


.. = 0, (y) . + e(y) 


u. 8. W. 
womit endlich 


G(x; y; §) = A(x) + w(y) C(x) + e(y) D(x) +--- 
+3 (BO) + a(y) C@) + ey) D@)+--4 
sich findet, das kiirzer 


A(a; y) + 42 . B(w; y) 
geschrieben sei, wo die A und B ganze Functionen der « und rationale 
der y sind, da die Functionen , @,, 9, 9, ... rational in den y 
werden. 
Kommt nur der Parameter z in f(x; y; 2) vor, so sind die vorigen 
Betrachtungen mit geringen Modificationen im Ausdruck anwendbar, 





A und B werden ganze Functionen der 2 allein, ; eine Function 
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von €, die, wenn man € durch Z ersetzt, in eine rationale Function 
A(z, w) von g und w tibergeht, so dass dann 


g (x; 23 w) = A(@) + A(@; w) B(x) 
sich ergiebt, wobei zwischen z und w die Gleichung F(z, w)= 0 besteht. 
Im allgemeinen Fall wird fiir die Wurzeln §; 


k’ (y3 &) A(E; y) 


kyys§) Bésy) 





und 

F(a; &5 y) = [AC y) BYE; y) — AG; y) BY; y)] 2y) 
wo der Factor Q(y) zugefiigt ist, damit die rechte Seite, wie es sein 
muss, eine ganze Function der «, der € und der y ist. Nach § 6 
muss [(x; &; y) von den y unabhiingig sein. [ ist aber nach der 
obigen Formel das Product von Q(y) in die Matrix 


| A(z) B(x) C(x)... 
~ | A(é) B(é) G(&)... 


1 0 oy) efy)--- . 
0 1 ay) o)---| 
Wiiren die Producte aus Q(y) in die Determinanten der Matrix N nicht 
alle von y unabhingig, so wiirde die Gleichung 

P(x; 83 y) = F(a; 5 0), 
welche die Unabhiingigkeit der [ von den y ausspricht, eine Gleichung 
zwischen den Determinanten von M liefern, die eine Abhingigkeit der 
Gréssen A(x), B(x), C(x)... von einander darstellen wiirde. 

Aus der Constanz der Determinanten von Q(y).N folgt aber die 
der Functionen 2, @, @,, 9, 9, ..-. Die Functionen A und B ent- 
halten daher y nicht mehr und kénnen mit A(z) und B(x) bezeichnet 
werden, so dass 





und die 


r- 


2: P) ame ys 8) 

G(x; Y3 $) a A(z) + k (2; g) B (2) 
ist. Setzt man hier Z an die Stelle von €, so geht an a in eine 
rationale Function A(y; 2; w) tiber und man findet 

9 (&5 3 25 w) = A(x) + A(y; 2; w) B(x) 
wo zwischen den y, 2 und w die Gleichung (1) besteht. Hiermit ist 
die Eingangs erwahute Liicke ausgefiillt. 





























Zur Volumbestimmung in der Lobatschewsky’schen Geometrie. 
Von 


M. Srvon in Strassburg. 


Lobatschewsky giebt in der Abhandlung ,,Géométrie imaginaire“ 
(Crelle Bd, 17) die Ausdriicke fiir das Kérperelement in senkrechten 
und Polarcoordinaten. (Formeln 34 und 38). Die Formel 34 ist von 
Frischauf im § 94 umgeformt, und ich méchte hierzu eine Be- 
merkung machen. Lobatschewsky sagt 1. c. S. 302 ,, Les valeurs des 
éléments différentiels des lignes courbes, des surfaces, et du volume 
des corps sont les mémes dans la géométrie imaginaire et dans la 
géométrie usitée.“ Dies ist richtig, wenn man unter ,,éléments dif- 
férentiels“* bei F lichen die unendlich kleinen Elemente zweiter Ordnung, 
bei Kérpern die der dritten Ordnung versteht. Es ist keineswegs 
gestattet auf ein Stiick-endlicher Linge eines Streifens von unendlich 
kleiner Breite die Formeln der gewdhnlichen Geometrie anzuwenden. 
Die Differentialinderung der Flaiche des recht- 
winkligen Dreiecks ABC (Fig. 1) ist nur dann rt 
ydz, wenn Winkel 6 unendlich klein. Mit Hilfe A 
einer Umformung des Volumelementes, welche Fa 
auch fiir das Fliichenelement practisch ist, gelingt a 
es nicht nur die Resultate Lobatschewsky’s ver- J J 
hiltnissmissig leicht abzuleiten, sondern auch den 4 
Inhalt des Cylinders in einer eleganten Formel 
zu bestimmen, desgleichen den Inhalt des grésstméglichen geraden 
dreiseitigen Prisma’s, sowie einer Reihe anderer Kérper. Es gelingt 
mit Hilfe dieser Form das Rawmmass in der imaginiren Geometrie in 
Gestalt eines elementaren Korpers zu construiren; die Vortheile der 
»Pangeometrie“ fiir Auswerthung bestimmter Integrale treten scharf 
hervor. 

Um die Form, welche man dem Kérperelemente geben kann, leichter 
darstellen zu kénnen, werde die Dreiecksfliche analytisch abgeleitet. 
Sei ABC das bei. C rechtwinklige Dreieck. Denkt man sich um B 





C 





Fig. 1. 
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Kreise geschlagen mit Radien 7 die um di wachsen, und die Radien 
in den Winkelabstiinden dg gezogen, so ist das ebene Flichenelement 
(1) @S = dl sin ldg; 
wird darin statt sin 7: sin g gesetzt, so gilt (1) auch fir gewisse Classen 
krummer Flichen. Hier geht 7 von 0 bis / bestimmt durch 

cot 1 = cot a cos @. 


Also 
. ds = (cos l — 1) dg 
und 
¢ * dg cos 
Dus ey ee 087 
mite p= J—B; ert 
J = are sin = sin 8 cos « = are sin = cos « = 5 — @; 
also 
4 
Sa; —a—f. 


Was das Volumelement betrifft, so lege man durch den Kérper 
irgend einen ebenen Schnitt, errichte in irgend einem Punkte dieses 
Schnitts ein Loth auf der Ebene: z, und lege im Abstande dz senk- 
rechte Ebenen auf z, welche zur Grundebene consenkrecht heissen. Die 
Schicht zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schnittebenen in den Ab- 
stiinden ¢ und z-+-dz theile man durch Lothe, die in den Ecken der nach 
der beschriebenen Weise zerlegten Fliche des Abstandes ¢ errichtet 
werden, in unendlich kleine Prismata, so ist die Héhe eines solchen 
Prisma dz’ und tg (dz’) = tg (dz) . cos 1 und wegen der Dimension von 
dz und damit generaliter auch dz, dz’ = dz cosl, also 


(2) @®@V—dzcosldisinidg; oder @V—dzedgdl sin 1 cos l. 


Kugel, Kegel, Cylinder. 
Errichtet man auf einem gréssten Kreise die Axe z senkrecht im 
Mittelpunkt M der Kugel, so ist, wenn 2 zuerst nach @ integrirt wird: 
@2@V=—adze2sinilcosldl; dV =—2 dz sin’ l; 


wo l bestimmt wird durch cos / = a und somit 


(3) V = x(cos’ r tg zg — 2). 
Dies ist also der Ausdruck fiir das Stiick einer Halbkugel, welches durch 
eine consenkrechte zur Grundebene im Abstande ¢ vom Mittelpunkte 


abgeschnitten wird. Das Volumen einer Kugelzone von der Dicke h 
und dem Abstande d vom Centrum, also: 


2 cos? r sinh cos* r sin h 
Ga) Z—2\,, (2d-+-h) cosh i) oder auch = aaa +h) i) ; 











=— ten = ie -™ 06 


a di. ne Ot a 


“ 
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Aus (3) ergiebt sich fiir die Kugel 

(3b) K = x (sin 2r — 2r), 

was bekannt ist. Zu bemerken ist, dass av asin? d. h, also gleich i 
der Kugelfliche mit dem Radius 7 und nicht gleich dem Kreis mit 
dem Radius 1. 

Kegel. Sei « der halbe Oeffnungswinkel OS P; OS gleich h die 
Hohe, (als Variable 2), OP oder r der Radius des Grundkreises, s die 
Seite OP (als Variable s’). Es werden die 2 von der Spitze S nach 
der Grundflache gezihlt, so ist wieder 

dV =a dz sin* 1 
wo l bestimmt wird durch 


h h 
tg 1 = sinz tga, loa geaiaatintiiet Saf—_> 


1 —sin®z tg* a 


Setze : 
tg ¢ = tg s’ cos @ 
so ist 
J = [s’ cos a]} 
also 
(4) V = (s cos a —h). 


Es verdient hervorgehoben zu werden, dass, wenn s und h die Seite 
und Hodhe des Stumpfes eines geraden Kegels bezeichnen, dieselbe 
Formel auch den Inhalt des Stumpfes giebt; die Flache des Mantels 


kann durch Abwicklung, aber noch einfacher direct bestimmt werden. 
Es ist 


?M =ds' sinr' dg, aM = 2axds' sin r’, 
wo siny’ = sin s’ sin @ 
¢ . 1 
(4a) M = 2xsinr tg5s. 


Cylinder. Der Cylinder ist das Gebilde, welches das Viereck 
BABA’ durch Rotation um die Axe BB’ erzeugt. BB steht auf 
BA wid BA’ senkrecht; AA’ ist BB parallel. BB ist h (als 
Variable z) AB ist r; A’B ist rv’. Wieder ist dV = dz sin? 1 wo 
1 bestimmt ist durch tg 1 = tg re—* (die ¢ werden von B an, also in 
der Richtung des Parallelismus gezihlt) 


h 
d . 
Fe it Y= fav =Fiog (cot? ry — e~**) sin? r); 
v 
7% cos? r 

v= 2 lo cos* ry? 
also schliesslich 
(6) V =a log cos 


cosr? 


Mathematische Annalen. XLII. 3t 
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welche Formel fiir h — co iibergeht in V = 2 log cosr. Da 
cos r = 1:sin TI(r)—1: sin @ ist, so stimmt dies mit der von Lobat- 
schewsky als Specialfall des Kegels ermittelten Formel. 

Der Mantel des Cylinders kann durch Abwicklung ermittelt werden ; 
denn dann geht der Mantel in die Flaiche, begrenzt von zwei con- 
centrischen Grenzbogen im Abstande s, der Cylinderkante tiber, und 
diese ist wie leicht zu beweisen, wenn a der kleinere und b der gréssere 
Bogen ist, gleich b — a. Aber man kann den Mantel auch ganz direct 
ableiten. Es ist d?M == ds sin r' dg, wo s die variabele Kante und 
den variabeln Radius des Schnittkreises bedeutet, dM = ds sin r’ 2z. 
Es gilt nun die bemerkenswerthe Relation 


(8) sin yr’ = sin re~* 
(nicht zu verwechseln mit tgr’ =tgre—“) und somit dM=—ds 2m sinre—: 


r+r r—r 
oo 





(9) M = 2x (sin r — sin’) = 4z sin 


d. h. der Cylindermantel ist gleich der Differenz der Umfinge seines 
Grund- und Deckkreises. 

Das dreiseitige Prisma. Sei ABC (Fig. 2) ein Dreieck, M der 
Mittelpunkt seines umgeschriebenen Kreises, errichte in M ein Loth ¢ 
auf der Ebene A BC und ziehe durch 
A, B, C, zu z die Parallelen gleichen 
Sinns. Schneidet man auf den drei 
Kanten drei gleichlange Strecken s ab, 
durch A’, B’, C’, so sind diese Punkte 
wieder zu je zweien entsprechende 
Punkte auf den Parallelen, wie es 
A, B,C selber sind, und die Ebene 
A' BC’ steht auf ¢ senkrecht in U’, 
und M’ ist der Mittelpunkt des A’ BC’ 
umgeschriebenen Kreises. (Den Be- 
weis hierfiir werde ich an anderer 
Stelle geben). Bezeichnet man MM’ mit h und den Winkel AMC 
(gleich A’ M’C’), der die Neigung der ebenen AM M’ und CMM’ wisst, 
mit 6, so bestimmt sich der Inhalt des Kérpers, begrenzt durch die 
Ecken AMC, A’M’'C’ wie folgt, wenn die Lothe von M und M’ auf 
AC resp. A’C’, nimlich MD und MD’ mit q und gq, bezeichnet 
werden. 





Fig. 2. 


d'P = dz dld@ lin! cosl, 


r 
3 
she a sin? 1, 
() 











Volumbestimmung in der Lobatschewsky’schen Geometrie. 475 


wo l bestimmt wird durch 


cot | = cot q’ cos gp; 


und 
cot g’ = cot . 
_ p= de i colt gata 
Setzt man 
tgs 
seo= ae q 


Pm fae ssin q3 
0 


wo s bestimmt wird durch tg s = tg 4 sin q’, 











; . B 
ee Oe i 
cos q cos q 2 *. .deael 
% Yo 2 
* sei der zur Distanz q gehérige Parallelwinkel, alsdann ist 
— == d% und 
cos q 
(10) P — fax are tg, cot x tg 8. 
Ist tg & gleich 1, so vereinfacht sich das Integral wesentlich. Es ist 
dann 
= x dx 
P= (xs), — C08 2x" 
Setzt man ” 
; . dx 
| ei x7; 2xi = log 2; idx = 5S 
| 80 ist 


“log ad wt Meat 
—J=i f Teen = wirikreek. 05 oe 


. % i 
P ' 1 2 2” get |” 
(10a) P= [xs], +5 [log artg a] — 7 GaFiP | 





wo € gleich — 1. Ist s, die Parallele zu x,, und s, gleich a so geht 
P iiber in 


a) P=} Sane 


31* 
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wegen der Benutzung semiconvergenter Reihen, z. B. fiir arctg — 1 etc., 
muss diese Formel verificirt werden. Es ist: 


% 


1 
P=—<;sinp J — an 
2 B 
ave — cos? = 5 








§ 
und wenn 4 gleich = , 8o ist 
* sa 
sas 
Poe ~—§z 2s? 
So 


Setze e~** == tg @, d. h. also = 512s) d. h. gleich dem halben 
zur Distanz 2s gehérigen Parallelwinkel, so ist: 


Pete panna m= 54 


5 


J= force ~fieit35: da, 
: ~y g2wi (2k+1) 
(2) J=[Ziol’ +{S rer |. ; 


(2a) J—[F iol’ + i[cos20@r+n) | —[sin 2020 +1)[". 


Da aber hier sowohl der arithmetischen als der geometrischen Bedeutung 
des Integrals nach J nicht complex sein kann, so muss der imaginire 
Theil von J verschwinden, und man erhdlt auf diesem immerhin nicht 
gewohnlichen Wege durch Vermittlung der imaginiren Geometrie die 
Formel 


al sin? (2k-+-1)@ 
(13) fag 3" (2k+41)* ? 
giltig zwischen a = 0 und @ = -; fiir @ =; ist sie leicht zu verifi- 
ciren, und giebt die bekannte Formel 


a? 1 
{—Derko 
einmal gefunden ist die Formel (13) durch die Theorie der Fourier’schen 


Reihen unschwer zu beweisen. J vereinfacht sich also und geht tiber in 


(14) J= > NOt tea= tepbbie 
u 











one Vw Ve 
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Es ergiebt sich hieraus fiir das quadratische grade Prisma dessen 


Grundfliche den Radius des eingeschriebenen Kreises g, und dessen 
Deckfliiche qg, hat 


(14a) V=— 2d, 
wo , und w’ die halben zu den Seiten der Quadrate gehérigen Parallel- 


winkel sind. Ist die Héhe des Prisma unendlich, so ist w’ =F und 
wenn @, gleich 0, so erhilt man 


k 
(18) ¥— 22> cer 


und hieraus fiir das grisstmdgliche grade dreiseitige Prisma, a. h. das 
Prisma dessen Grundfliiche das Maximaldreieck und dessen Hohe un- 
endlich ist 


= k 
(16) P= > opp”) 
. 0 


Die Formel (16) ist leicht zu verificiren, da 


: “ 
dz 
J = flog tg odo = 5%, 
Wo 2 


fir a, = 0 und @’ =7 iibergeht in 
1 
log dz 
12? 
0 


welches von Bidone allerdings in nicht ganz unanfechtbarer Weise 
ausgewerthet (Turiner Akad. 1812, 8. 332) und gleich — P gefunden 
ist; gleichzeitig ergiebt sich (durch Vertauschung der Integration) 


; ; 
. 1 log zdz 
(16a) fros(t — reat) ae | eae 
0 0 


Rotationskirper. Da die Formel dP = dep sin? / fiir alle Um- 
drehungskérper gilt, welche durch Rotation um die zAxe um den 
Winkel a(= 8) erzeugt sind, so bleiben damit die Formeln fiir das 


Verhiiltniss des Kugelzweiecks zur Kugel und damit die Formeln fiir 
den Inhalt des sphirischen Dreiecks aus der Euclidischen Geometrie 


*) Herr Mertens hat meine Vermuthung, dass dieser Ausdruck mit den 
l Functionen zusammenhiinge, bestiitigt. 
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giltig. Fir die Kugelcalotte ergiebt sich, wenn g den Radius ihres 
Grundkreises und h ihre Hohe bezeichnet. 

(17) Cal = x (cos 9 cos h — h). 

Fiir den Kugelsector, dessen Oeffnungswinkel 2a ist, ergiebt sich als 
Verhiltniss zur Kugel: 


| \ (17 a) S= K sin’ 5. 
\ Fiir den Kérper der durch Umdrehung des 
\ Grenzbogens A B (Fig. 3) mit der Abscisse 


h und der Ordinate @ entsteht, erhilt 








man: 
(18) V = x(5 sin? @ — h), 
Cc und da h = log cos g, so ist ha der Inhalt 
h x des Cylinders, der durch Umdrehung des 
cas 4 Streifens CBD um die Axe AC entsteht, 


somit der Inhalt des Kérpers der durch Um- 
drehung eines Grenzsectors, dessen Bogen 2s, ist, um seine Axe entsteht 


(18a) V= 5 5,2m. 


Dies Resultat kann man direct ableiten, da das Volumenelement 
des betreffenden Kérpers gleich ist einem gewdéhnlichen Cylinder 
(euclidisch), dessen Grundfliiche der Kreis auf der Grenzfliche ist, und 
dessen Hohe dz; somit ist 


dV =dzs*a = dz x e—**s,?; 
1 
Vou fe-* des? =53,x. 


U 
Pyramide. Hauptsatz: Ist S (Fig. 4) die Spitze, SF die Hohe, 
SAC eine beliebige Seitenfliche, F’A’C’ irgend 
ein Schnitt senkrecht zur Héhe, so gehért A’C’ 
zur Axe SG, der Hohe der Seitenfliche. 

AC senkrecht FSG weil senkrecht auf SG 
und SF, ebenso ist A’C’ senkrecht auf F’ SG’; 
(Beweis: das Loth in G’ auf F’SG’ oder FSG 
liegt mit AC, dem Lothe auf derselben Ebene, 
in ein und derselben Ebene also in ASC, es 
liegt aber auch in der Ebene A’ F’C’, denn die 
Senkrechte auf F’G’ in der Ebene A’ F’C’ in 
F” steht auf F’SG’ senkrecht, liegt also mit 
unserem Lothe in G@’ in einer Ebene, welche 
eben A’ F’C’ ist, also ist A’C’ unser Loth). Also steht A’C’ auf 
SG senkrecht. — Fiir die Volumberechnung kann man sich auf die 














~ mm => OL] 


i, i el) 
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dreiseitige Pyramide SF'AG beschrinken, so dass also die Seiten- 
flichen FSG und ASG einen rechten Winkel bilden; es empfiehlt 
sich bei der Ausdehnung der Untersuchung eine eigene Figur 5 zu 
entwerfen. 

Volumen der Pyramide und des Prismatoid. Bezeichnungen: 
SFCA (s. Fig.) sei die Pyramide, SF senkrecht FCA und F’C' A’. 
Winkel CFA =C'FA’ = 6; CFD (beaw. | 
C'F’D’) sei 9; FSC (F'SC’) sei 6, SC’F’ ° 
sei a; F’C’ seig, FC=q,; SF’=2; SF=h; 
F’ D=1; FD=1,; AC=s,; D'C’ und AC’ 
werden mit s bezeichnet werden, SC’=—c¢; 
SC=c; FA=f,. Die Bezeichnungen 
schliessen sich den fritheren an, x ist Parallel- 
winkel von q. 

Ks ist: 

cot l= cotqceos gm; cotgsinz = cote; 
tgs=—=singtgB; coszsind = cos a; 
tg s cot B = cot; sin « = sin x cos 6. 


Constanten sind s), q; 2, 6 und B, sowie ap, A 
¢, und f,. Durch drei von ihnen lassen sich 7s 
die beiden andern ausdriicken, Winkel werden stets mit griechischen 
Buchstaben; Masszahlen von Lingen mit lateinischen Buchstaben 
bezeichnet, und die trig. Functionszeichen, welche sich auf letztere 
beziehen, sind stets hyperbolisch. 

Es war: 





P=dzdpdlsinlcosl; d?P =} dz dg sin’ l. 


Fiihrt man statt @ die Variabele D’C’ oder s ein, durch: 


sin gig p = tgs 

so ist 
2dP=dzs sing, 

weil s fiir pg =O auch = 0 ist. 

h 


2P=—fdzsing.s. 


Es ist 
dzsing = — da, 
also 
z-o 
(1) 2P=|sda. 
% 


a 
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Ist h = co, (6 =0), so ist a =x, und man erhalt wie beim Prisma 


die Formel 
fo 
2P _ (sds 
sin2B J cos 28s — cos 28 
u 


Da 2P dann auch gleich 


@ro/ A 


1 1 + tg B cot aw 
3 log | —tg B cot a “™ 


so ist auch dieses Integral ausgewerthet, und geht fiir 6 —45 wieder in 
opa{ sas 
9) CoB 28 

iiber. Ist 6 +0, so stésst man bei directer Integration nach, z, s, q, 


oder « auf Schwierigkeiten. Fiihrt man c ein durch cos 6 cot z = cote 
wo c=SC’, so ist 


Co 
2P—fa (artg = cos c tg 6) are tg, = tg B sinc sine. 
0 


Die Integration bietet keine Schwierigkeit; interessant ist nur das 
Integral 


dv 
J=Ji + sin’ 6 sin? c’ 
welches durch sin c = tg @ gefunden wird. 
Man fiihrt x (q’ nach Lobatschewsky) ein, so ist 
na 
3 
‘ a (are sin sin x cos 6) d 
2P = — as, + 5 sin 28 aaa as <=; 








da x stets grésser als 6, so tritt unter dem / keine Divergenz ein. 
Man setze cos x = cos B tg f wo f= F’ A’ und erhilt 


2P = — as. + sin BJ; 


J -f are arena ee B tg? f fa df; 
1 — cos* B tg? f 


wo 


pial Big?f—/z, und — cos? Btg?f—<2; 
Wenn a are sin cos 6 /x mit f(x) oder auch f bezeichnet wird, so 


geniigen die Ableitungen der f(x) der Differentialgleichung 
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3 © a — pa (2 - 1) -(2k—1) ___ cosh 
Ff f + “He (Vi — cos? 6 w)**-! 
Also fiir «= 1 ergiebt sich, wenn ¢ = — 1 
(3a) f(1) = 1.8.5 ae "figs y dg; 

0 
wo 9 = ; — 6 und (1) = g, hieraus: 

oe 

(3b) 7 are sin sin p Vx -35 _ fig gy dg gle SSeS. 1) 


0 


Die Taylor’sche Entwicklung giebt 


> a* f 
arc = 5 (Ef f) a 


af a a f 


ds ax 
und wenn z= 0) ist = 1, also mittelst (3a) 


PF B 1.3... (2k— 
(4) tra ania 3 fryer frernan cos soe FT 1). 


Hierzu erhalt man die entsprechende Formel durch Vertauschung von 
So mit h. 


Die directe Behandlung des Integrals nach x fiihrt fast ohne alle 
Rechnung eu der bemerkenswerthen Formel tiber die Binomialcoef- 


enten ) 
foienien ( 
~ k\ (k—1—A), (a\_ (kh 
® de (i) (p= 1-4) (=) 
giiltig fiir jedes k. 

Die Integration in der Reihenfolge 1, 2, » fiihrt auf 


2P = (feria tg, = Atg s) —hB, 


r a alll. 
cos SD  cos® 


Da tgh = tg SD cos %, so ist diese Formel die Lobatschewsky’s, 
Crelle, Bd. VI, 8. 317. Es ist Atgh = tg SD, also < 1. 


Ks ist 


wo 





SEE — ~ mr saree 











M, Son. 


dg are tg, = tg c V1 + sin® « tg tg* ie 
J=cosof ——— 
Vi+smotggo 


tge=— ‘eh Gm SC. 


cos 6’ 


Setze sin? o tg? » = &, so ist 





d* are tg, = tg cVi + & 
emwene fodt . Vite , 





adg* t=9 
at d i x 


Es gilt die Differentialgleichung kr Ordnung 





; es Bt tg’ te | ie 
fO = aah *+e0" tg? oF fl) =e 


¢ 


(6a) f(1) =ht fsin%ede, 
0 





artg,=tgcVipsntct?g 
‘es BJ als thn = > tg p?* sin 62 f sin?* cde 
Vi + sin? c tg? - 


(giltig wenn sin* 6 tg? g < 1) 
ca 8 c 

(7) 2P—= — hp + cos6 >’ sin**o J te?* p dp J sin®* ode. 
y 9 


Das Prismatoid. Sei ABC (Fig. 6) ein Dreieck, das einen um- 
schriebenen Kreis M besitzt. Man errichte in A, B, C drei gleich 


: lange Lothe AA’, BB, CC’, der 

Z begrenzte Korper heisse Prismatoid. 

‘i Das in M errichtete Loth trifft 
Hi A’ B C’ im Mittelpunkt des ihm um- 
~>C’ schriebenen Kreises M’ und MM’ 

steht auf beiden Ebenen senkrecht. 
Jeder Schnitt senkrecht zur Hohe 
MM’ schneidet jede Seitenfliche 
z. B. AA’C’C in einer zu AC 
und A’C’ consenkrechten. Man 
kann sich daher wieder beschrinken 
auf den Fall, wo das Dreieck A MC 
bei C einen rechten Winkel hat, 





Fig. 6. 


und AC und A’C’ damit auf M’C'C senkrecht stehen. AMO sei 
wieder B etc, Es ist wieder d°V = dzdildg sin/ cos 1, und 
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cotl==cotqgcosg, tgqg—tgq,cosz; tgs—tgB sing. Die Inte- 
grationen gestalten sich ganz ahnlich wie bei der Pyramide, kann doch 
der betreffende Kérper aufgefasst werden als Differenz der Pyramiden 


mit den Héhen Fi und si— h. 


é ° 
2V = (dg artes — eh Bh = J —hp; A= ad tgg, 
0 


fiir 
1 
g=0,A= C08 Go 
Setze 
1 h 
f(o) = 7 arte tes =F, 


Die Function f(x) geniigt der Differentialgleichung ker Ordnung 





: Gh) on e(k—1)! teh 
(%) oes —. 1 Ff (k—1) e 
(8) f a "+> oe 
fiir 
1 
cos? gy’ 


p=0,%= 


f (%) = cos gy arc tg, = tg h cos gq, = cos q p, 


(8a) f™ (x) = & k! cos as foe pdp, 








; are tg, = tg h(Va® — B® tg? g)~* —1?* tpt 
i “- ant coop dp. 


(9) 2V= : a tg q?* fs gdp feos p dp, 
0 0 


WO & = COS q ist. 

Das Raummass. Die Frage nach dem Raummass ist bisher un- 
erdrtert geblieben. Als Flichenmass dient das Quadrat auf der Grenz- 
fliche, dessen Seite das Liingenmass X ist, es liegt nahe, als Raum- 
mass den Grenzwiirfel anzusehen , leider existirt er nicht. Lobatschewsky 
und Bolyai, als sie die Sitze der euclidischen Ebene auf die Grenz- 
fiche iibertrugen, haben tibersehen, dass die Grenzfliche nicht wie 
die Ebene umkehrbar, also Congruenz und Symmetrie auftreten; die 
Untersuchung wird an andrer Stelle mitgetheilt werden. 

Als Flichenmass kann man das Abstandsrechteck wihlen, dessen 
Grundlinie k und dessen Héhe die Paralleldistanz zu 45° ist, da dessen 
Flache k? ist, Als Raummass kann der Kérper dienen, der entseht, 
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wenn ein rechtwinkliges Dreieck sich so bewegt, dass es stets auf 
einer Geraden senkrecht bleibt, die im Endpunkte der Hypotenuse 
senkrecht auf der Ebene des Dreiecks steht. AaX sei das bei « 
rechtwinklige Dreieck, X Zh senkrecht Aa X. 
Es ist d} V=dzdldgsin/ cos! und da z von 1 
und @ ganz unabhingig 





* €V=hdldgsinteosl; dV = thdg sin? 

wo 
1 hd 
cot 1 = cot g cos p} dV = 5 amie 
was wieder durch die Substitution sin g tgp —tgs 
iibergeht in 
dV = Shsing ds, 
somit wenn s = Aa und g = «eX ist 
Fig. 7. v= ; hs sin q. 


Man sieht, es ist gleichgiltig, ob das Dreieck AaX sich lings XZ 
oder « XZ sich lings Aa bewegt. Ist h = 2k; s—k und gq gleich 


der Distanz, deren Parallelwinkel ff so ist V = 1 bezw. k* und das 


Raummass ist in diesem Korper construirt. Wir haben den Satz: 
Schneidet man auf der Schnittgeraden zweier Ebenen die Strecke 2k ab, 
zieht zu ihr in dem Abstande fiir ; die Abstandslinie, und errichtet in 


den Punkten dieser Linie die Lothe auf der ersten Ebene bis an die 
zweite, so ist das aus dem Keil ausgeschnittene Stiick das Rawmmass, 
wenn die Lothe die Linge k haben. (Neigungswinkel des Keils 
B = are tg = tg, 1). 


Strassburg i. E. 




















Bemerkung zu dem Existenzbeweise der Integrale partieller 
Differentialgleichungsysteme. 
Von 
Leo KoeniasBerGcer in Heidelberg. 


In meiner Arbeit ,, Ueber die Integrale partieller Differentialglei- 
chungsysteme beliebiger Ordnung‘‘*) habe ich fiir beliebige partielle 
Differentialgleichungsysteme die Frage nach der Existenz eindeutiger 
Integrale auf die Untersuchung desjenigen Integrales der partiellen 
Differentialgleichung 


oT 
() Gz +1)(T+e—-14+@-)X )=— mA 
in der Umgebung von X, 0, X, = 0 reducirt, fiir welches 
(2) (T)x—.=1— X,— ms also (A yo = — 1+ - 244 





(i—X, = 
wird, wobei w und m vitae gegebene positive ganze Zahlen, A be- 
iebig positiv, uur iiber eine bestimmte Grenze hinausliegend gewahlt 
werden durfte, und diese Untersuchung vermége bekannter Beziehungen 
zwischen dem vollstindigen und allgemeinen Integrale partieller Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung durchgefiihrt. Da es jedoch wesent- 
lich ist, den Existenzbeweis, ohne, wie es sonst geschehen, die Form 
der partiellen Differentialgleichungsysteme zu specialisiren, und, ohne 
schon die allgemeinen Lagrange’schen Siitze zu Hiilfe zu nehmen, 
unmittelbar zu fihren, so halte ich es nicht fiir tiberfliissig, eine 


iusserst einfache Discussion des Integrales der Differentialgleichung (1) 
hier darzulegen. 


*) Journal fiir Mathematik Bd. CIX, H.4. Es mag hier bemerkt werden, 
dass durch ein Versehen auf Seite 270 die Anfangswerthe 2, Q,...2,, durch 


” A 
die A ae. 
ie Ausdriicke — (@ tas-- +2,) statt durch 
(t+ @y-+ +--+ %,)" 
At (@tat +4) 


bestimmt wurden, wodurch die weiteren Schlussfolgerungen nicht beriihrt werden. 
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Setzt man 
(3) T+p—l—ez, X—2x, X,—y, mA—a, 
so ist die Natur desjenigen Integrales der partiellen Differentialgleichung 
7) 
(4) +1) (¢+@—1 #)——a, 


in welcher a eine beliebige, iiber eine bestimmte Grenze hinausliegende 
positive Zahl bedeutet, zu untersuchen, welches fiir 2 — 0 den Werth 





2 
(5) (jo =H —Y¥—Fy 
annimmt. 
Man sieht, dass (4) geniigt wird, wenn man 
02 02 a a 
(6) e+ (U—1) 5, = 9,9); a tie-— pe, ¥) 


setzt, worin » eine willkiirliche Function bedeutet, welche der Be- 
dingung geniigt, dass 
dz 
*(Ga) _ ‘Gy 
oy 





oder 
a 6p 1 
P dy p—i se =i (+1) 
oder 
a9 _ em __ 9(a+9) 
7) 4 oy u—1 02 £p—1 


ist, und zwar wird es sich um diejenige Function p(x, y) handeln, 
welche nach (5) und (6) der Bedingung geniigt 


(8) (W)mo = 1 —y—a 7% + au—1) We. 
Da nun (7) eine lineare Es AO deren allgemeines 
Integral, wie unmittelbar zu sehen, 


(9) 2+ 9 —alog (a+) = o(_% > + log(a+) — log ) 


ist, in welchem @ eine willkiirliche Function bedeutet, so bleibt nur 
noch die Frage zu beantworten, welcher Natur sein muss, damit » 
fiir « = 0 den durch (8) gegebenen Werth annimmt. Setzt man nun 
in (9) « =O und fiir » den ate“ Werth, so erhilt man 


(10) 1—y — a= + a@—1) yy i 
eh kien To 1 —y- a +a(u—1) Ona 
of, —Y— + log(a-+1—y— —@- “Ss .+a(p—1) 22—7} yy? — 


— log (1—y—ag¥ 5 +ae—1)G x9 eS} 
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oder, da a beliebig grésser als die Kinheit angenommen werden durfte, 
durch Entwicklung der einzelnen Theile nach positiven steigenden 
ganzen Potenzen von y 





(11) 1 — a log (1a) + Sh = 20" y+: 
2 —. 
=- @ flog (t+a)+ eee 1)" e+... ¥ ; 
Setzt man 
1+ pa+ 2a*(u—1)* 
(12) dog (1a) Hest eate— at y 4 


so ergiebt sich bekanntlich durch Umkehrung a 
(w—1) (a@+1) 2 
(13) y = ee ap (¢ log (1 +4) + A» (¢—log(1+a)) + 
und somit nach (10) 
(a—1—2au) (u— 1) 
(14) @(#) =1 — alog(1+a) + at eatu—nF (¢ — log (1+-a)) 
+ B, (¢ — log(i+a))*+---, 


wodurch, nachdem nunmehr der Charakter der Function w(¢) bestimmt 
ist, aus Gleichung (9) 


(15) a+ ~ —a log (a+ 9) = 1 — a log(1+a) 
+ peste oe os 1 + log(a+ y)— log » —log(1 hi 
+ B, ee ; + log (a-+ 9) —log p— log(1+-<a)}" al 


folgt, und es bleibt nur noch zu untersuchen, wie sich diejenige Lésung 
y dieser Gleichung, welche fiir = 0, y — 0 den durch (8) gegebenen 
Werth (@)—0,y—0 = 1 annimmt, der, wie man durch Einsetzen in (15) 
sieht, dieser Gleichung in der That geniigt, in der Umgebung der 
Werthe « = 0, y =0 als Function dieser Variabeln entwickeln lisst. 
Da aber die nach g genommene Ableitungsgleichung von (15) 
a a—1—2a —1 1 1 
(16) ‘=~ Feat iets a+ —— 


+2B, {4 + log (a+ ) —logp —log(1 +a)\(s5- =)t ji 


wie unmittelbar zu sehen, nicht durch z = 0, y=0, go = 1 befriedigt 
wird, so wird, da die Gleichung (15) nach positiven, steigenden, ganzen 
Potenzen von x, y, pg —1 entwickelbar ist, nach dem bekannten 
Cauchy’schen Satze von der Entwicklung einer Grésse, die mit an- 
deren durch eine Function, welche in der Umgebung specieller Werthe 
den Charakter einer ganzen hat, verbunden ist, die Function » in 
der Umgebung von  =0, y =O in der Form entwickelbar sein 


(17) pel ae ay + a2? + ayzy + ayy? +--: 
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Nun ist aber vermége der Beziehungen (6) 
oz 


Ste aw 9 xn 


Ox 


a 
Df aye + agy + ya? + ay ry + Aggy? +--- 
= —(1+a)+ 8,2 + By + By2? + By ry + Bry? +::-, 


und somit, da fiir «= 0 nach (5) (2),.0 =u — y —a _* oder in 
der Umgebung von y = 0 





(18) (2)esn =U —y— ay? —ay>—-:-- 
sein soll, durch Integration 


e=u—y* ay’—ay?—---—(1fa)e+ Sat + Bay 
+ Pu a3 4 Stary + Boxy? ++ - 
oder 
(19) ¢=p—(I+a)a—y+ Sat + Bay — ay +08 
+ Fe aty + Bray? a +++, 


also in der Umgebung von x = 0,.y = 0 nach positiven, steigenden, 
ganzen Potenzen von x und y entwickelbar. 

Es mag noch hervorgehoben werden, dass, wie man leicht sieht, 
die hier angewandte Methode zur Discussion der Integrale partieller 
Differentialgleichungen auch in vielen andern Fallen anwendbar ist. 


Heidelberg im November 1892. 

















Ueber das Formensystem eines Kreisbogenpolygons vom 
Geschlecht Null. 


Von 


Grore Pick in Prag. 


Den Ecken eines Kreisbogenpolygons, welches zu einer _,,auto- 
morphen“ Function gehért, entsprechen gewisse ausgezeichnete trans- 
cendente Primformen.*) Es liegt nahe, nach den invariantentheoretischen 
Kigenschaften dieser Primformen zu fragen, welche ja in speciellen 
Fallen schon bekannt sind.**) Im Folgenden werden die Functional- 
determinanten ***) und Hesse’schen Covarianten solcher Formen fiir 
die Polygone vom Geschlecht Null untersucht und mit einer sehr sweck- 
méissigen invariantentheoretischen Schreibweise der gugehirigen Differen- 
tialgleichungen zweiter Ordnung in Verbindung gebracht.+) Das Resultat, 
das sich ergiebt, scheint mir in einer besonderen Richtung interessant 
zu sein. Wiihrend niimlich die Relationen fiir die Functionaldetermi- 
nanten einzig und allein durch die Grésse der Polygonwinkel bestimmt 





*) Ueber die Klein’sche Benennung ,,automorph“ und die von Schwarz, 
Halphén, Poincaré aufgestellten Grund- (od. Prim-) formen siehe die Dissertation 
von E, Ritter ,,Die eindeutigen automorphen Functionen vom Geschlecht Null‘ 
diese Annalen XLI (insb. II, § 8). 

**) Siehe beziiglich der algebraischen Fille F. Klein ,,Das Ikosaeder und 
die Gleichung 5'" Grades“, beziiglich der elliptischen Modulfunctionen Klein- 
Fricke ,,Vorlesungen tiber die Theorie d, ell. Modulf.‘‘ (I, 4. §§ 3 u. 5). 

***) Die Functionaldeterminanten berechnet Hr. Schlesinger in der Abhand- 
lung ,,Ueber die bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf- 
tretenden Primformen,‘ Journal f, Math. 110. II (11). Die im Text gegebene Her- 
leitung ist consequenter in der Verwendung homogener Verinderlicher, worauf ich 
im Zusammenhang mit Nachfolgendem Werth gelegt habe. 

+) Siehe Waelsch ,,Zur Geometrie der linearen algebraischen Differential- 
gleichungen etc,‘ (Mittheilungen der deutschen mathem. Gesellschaft in Prag — 
bei Tempsky), Pick ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung“ (ebenda), Derselbe, ,,Ueber adjungirte lineare Differentialgleichungen“ 
(Wr. Ber. Juni 1892), Hirsch ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichung etc.“ 
(Dissertation, Kénigsberg 1892). 
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sind, hangen jene fiir die Hesse’schen Covarianten wesentlich ab von 
den tibrigen Bestimmungsstiicken des Polygons, welche sie andererseits 
auch wieder selbst bestimmen. Die Erkenntniss solcher Abhiingig- 
keiten ist aber deshalb von Wichtigkeit, weil aus ihnen sich mit der 
Zeit wohl die Mittel ergeben kénnen, die Beziehungen zwischen der 
Gestalt des Polygons und den Constanten der Differentialgleichung, 
welche ja noch im Dunkel sind, aufzudecken. 


§ 1. 
Ueber die Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


Im Folgenden werden durchwegs homogene biniire Veriinderliche 
verwendet. Die Elemente eines Paares solcher Veriinderlicher sollen, 
wenn ndthig, durch obere Accente unterschieden werden, um die 
bequemeren Indices der Unterscheidung verschiedener Werthereihen 
vorbehalten zu kénnen. Dem entsprechend bezeichnen wir ein Funda- 
mentalsystem der Differentialgleichung zweiter Ordnung 


(1) (A, 9)? + 2(B, y) + Co =0 
mit g’, p”, die unabhiingigen Verinderlichen mit 2’, <’. Von diesen 
sind A, B, C Formen, deren Grade eine absteigende arithmetische 


Reihe der Differenz 2 bilden; der Grad von @ wird sich gleich nachher 
ergeben.*) 


Von der Differentialgleichung (1) wollen wir voraussetzen, dass 
sie » singulire Stellen a,(h = 1,2,...m) besitzt, denen beziehungs- 
weise die Exponentenpaare (0, i) entsprechen sollen. Wir wollen, 

h 
um das einfache geometrische Bild eines Kreisbogen-n-Ecks mit den 


Winkeln 7 stets beibehalten zu kénnen, die J, als reelle, am besten gleich 
h 


als positive ganze Zahlen voraussetzen, ob zwar im Grunde genommen 
alle folgenden analytischen Entwickelungen von jeder speciellen Voraus- 
setzung tiber die J, unabhiingig sind. 

Durch diese Angabe kénnen nun die Formen A und B und der 
Grad von bestimmt werden. Zuniichst kénnen wir 


(2) A=] [ (az) 
h 


setzen. Zu weiteren Bestimmungen dient der Abel’sche Satz, welcher 
hier die Form 
(3) (A,%)+B-9=0 


*) Man vergleiche die in der vierten Fussnote der Einleitung angegebenen 
Schriften. 
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annimmt, worin e 
>= (9; 9”) 

die Functionaldeterminante eines Fundamentalsystems von (1) bedeutet. 
Den Werth von ® kann man (bis auf einen willkiirlichen constanten 
Factor) leicht aus den Entwickelungen der g’, gm” um die einzelnen 
Stellen des a-Gebiets: feststellen. Von ® unterscheidet sich iibrigens 
der Ausdruck 

(p dq) 

(x da) 
nur durch einen numerischen Factor. Wir wollen nun die Gleichung, 
die man erhialt, folgendermassen — 


d 
(4) 2 15 =I] (ast) all 


Hierbei ist tiber einen willkiirlichen Factor passend verfiigt, den man 
natiirlich durch proportinale Abiinderung der g’, gy”, oder auch der 
a’, 2” jederzeit wieder einfiihren kann. 

Aus (4) entnehmen wir zuniichst den Grad von @ in x, welcher sich 


» (3,-1)+? 


= —- ~~ = 


2 





Nim 


ergiebt , indem wir zur Abkiirzung 

1 
5 én 2 — agen 
(5) > t 


setzen. Ferner setzen wir den gefundenen Werth von ® in Gleichung 
(3) ein, welche sich auch in die Form setzen liisst 
Bm irq (24 ee — 25 N. 
n(e+2) lox 02” — da” Oa” 
Bezeichnet man mit A, die Polare der Form A in Bezug auf den Punkt 
a, so verwandelt sich die erhaltene Gleichung ohne Weiteres in 


1 1\ A, 
©) o=- ew 
oder zufolge der Identitat 

v= Sas #) 
in 


1 1 A, 
(6*) dines =P h Ge) 
B zeigt sich als Form (n—2)'*" Grades, wie es sein muss, 


Die Form C bleibt willkiirlich, nur ihr Grad ist bestimmt und 
zwar gleich » — 4. 


32* 
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§ 2. 
Die Primformen und ihre Functionaldeterminanten. 


Die den Ecken des Kreisbogenpolygons der g-Ebene entsprechen- 
den Primformen P, seien definirt durch die Gleichungen 


1 
(7) Py = (ax) (h=1,2,...0). 
Einem beliebigen Punkte « = y entspreche die Primform 
(8) P= (“y). 


Aus den Formeln (2) und (4) des vorigen Paragraphen wird jetzt 


(9) A= | [ 2; 
h 
(eda) __ | / t,—1 
(10) (pd) ; _ - 


Sieht man die Gréssen g als unabhiingige Veriinderliche an, so 
ergiebt sich 





der Grad der « = — :, 
der Grad von P, = — = 
el, 


Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Bestimmung der 
Functionaldeterminanten je zweier von den Formen P, in Bezug auf 
gy’, ” als unabhiingige Veriinderliche. Zuniichst ist 

(PX, Dit) — Pr Pe" (P,, P,). 
Andererseits wird 
Pir, a(Pyr) | 


(Bi, PB) -(pdy)=—§ Ps, a(P) 





(px), (ardx) | 
(a,x”), (a,d x) | 


é 


2 





=— . (a,as) (x dz). 


Aus diesen Gleichungen folgt in Verbindung mit (10) folgende Formel 
fiir die Functionaldeterminante zweier Primformen: 


(11) (P,, P,) = -- = (ay a,) « [[?". 


hens 
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Wir benutzen diese Formel noch dazu, um die Form B durch die 
P, auszudriicken. Zu diesem Zwecke bemerken wir zunichst, dass die 
Polare von A nach a, sich folgendermassen ausdriickt: 
, (4,4) 
0 (4, #) 
Setzt man in diese Gleichung den Werth von A nach (9), den von 
(a,#) uach (7), den von (a,a;) nach (11), so erbalt man 


és = 2 PP Ps PnP) 
ae n - i: ae 


r°“s 





und wenn man diese Formel zur Umgestaltung von (6) § 2 benutzt, 
so ergiebt sich als Ausdruck von B durch die Primformen 
; : 2 2 ye RD 
(12) BF ce an ros BO Pe E-t a 
Die Summe ist tiber alle Combinationen der Indices 7, s zu erstrecken. 


+ 


§ 3. 
Die Hesse’schen Covarianten der Primformen. 


Zur Berechnung der Hesse’schen Formen der P, dient folgende 
Ueberlegung*). Die partiellen Differentialquotienten irgend einer 
automorphen Form X der 

ox ox 

ap” a’ 
sind cogredient mit den g’, gy” selbst. Es mitissen also diese partiellen 
Differentialquotienten ein Fundamentalsystem einer gewissen linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung bilden, welche sich aus der 
gegebenen Gleichung (1) muss herleiten lassen. Bildet man die 
Ucberschiebung jener beiden Gréssen in Bezug auf die g’, g” als 
unabhiingige Verinderliche, so erhalt man die Hesse’sche Form von X. 
Diese Ueberschiebung unterscheidet sich aber nur durch einen bekannten 
Factor von jener, welche in Bezug auf 2’, x” als unabhiingig Ver- 
inderliche gebildet wird, und letztere kann nach dem Abel’schen Satze 
vermittelst der postulirten Differentialgleichung ausgewerthet werden. 

Indess ist die wirkliche Ausrechnung der Differentialgleichung, 
wie man leicht sieht, nicht erforderlich. Vielmehr fiihrt der obige 
Gedankengang auf ein kiirzeres Verfahren, welches im Folgenden ein- 
gehalten ist. Wir wihlen fiir X die Grosse (yx), in welcher y einen 


*) Dieselbe entspricht der Ableitung der Hesse’scheu Determinante von 
log A mittelst der Perioden zweiter Gattung in der Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen. Vgl. Klein-Fricke. a. a. O. 
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beliebigen Punkt bedeutet, den wir zum Schlusse mit a, zusammen- 


fallen lassen. Die Gréssen, welche der Berechnung zu Grunde zu 
legen sind, lauten dann 


y a) und (y yar): 


Wir wollen nun die z als unabhiingige Verinderliche einfiihren. Gleich- 
zeitig soll von folgender abkiirzenden Bezeichnung Gebrauch gemacht 


werden: Wenn f eine Form der Veriinderlichen &', &” vom Grade g 
ist, setzen wir 


a 


ea ae i is af 
a fern a” O™ roy gog’? 122” g(g—t) 08"* 
In solcher Weise bezeichnen wir auf der linken Seite der folgenden 
Gleichungen die Differentialquotienten nach g’, g’, auf der rechten 


diejenigen nach 2’, 2’. Zu Verwechslungen wird dabei kein Anlass 
gegeben. 


Nach bekannten Elementarformeln wird 
— — or ty,” 
(y2;) (q’, 9’) ? 
—_ Yat y "Pe, 
(y%) = + 9") 


Wir bilden die Differenz der totalen logarithmischen Differentiale dieser 
beiden Gleichungen. Es ergiebt sich links 


eas (ya), a(yx,) | 
Yadye |(yx,), ad(ya,)|’ 
rechts 
ty", Ayo +9" Qy) |. 
(y'oity gy o: +Y'92 ) y 9," + YQ"; d(y' gp,” +y’ 9.") 
Nach Gleichsetzung beider Seiten erhilt man mit Beniitzung der ur- 
spriinglichen Gleichungen 





(yx), d(yx,) 


1 |¥o +y" Po Ay p, + yp.) |. 
(yx), d(y 2») 


Te Dp yi | y 9, 4 y 9,” ‘ d(y' 9," + y" 9") 
Links fiihren wir die angezeigten Differentiationen mit Hilfe der 9, 


rechts mit Hilfe der x als unabhiangiger Veriinderlicher aus. 
sich links 








Es ergiebt 


(-i- 1) (yx), (Ya) (pag), | 











t- 


Py 
bt 
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rechts 

~§ . t) YPut yor, Y' Paty’ Gx |  -eoated 

(9 P| yon + gale y vm + y" Pa: | 

(- = oS 1) Pin, Piz, 
== CAC un ’ =. P22 om |e di). 
y"* — yy’, yl 
Es ist nun 
, a 2 d 
(1,9) = —. eo; 


Ferner ist die Functionaldeterminante ((y2), (y2»)) nichts anderes als 
die Hesse’sche Covariante von (yx) zur Halfte genommen. Somit 
erhilt man 
2 e® (x da)* 1 | Pu ‘ Pi, Pn 
(yz), (y2)) =—3' @de! @ 9) | Pi, Pia» - sen ; 
» —~Y¥9¥, ¥ ’ 
Ks eritibrigt jetzt nur noch, die rechts stehende Determinante vermittelst 
der Differentialgleichung (1) auszuwerthen. Zu diesem Zwecke driicken 
wir in der Differentialgleichung nach dem Euler’schen Satze m und die 
ersten Ableitungen von g durch die zweiten Ableitungen aus, wodurch 
die Gleichung die Form erhiilt 
(Ay. — 2B,2 + Cx’) g,, 
— 2(A,. — Biv’ + Bix” — Cx’ &”) 9, 
+ (Ay + 2B, 2" + C2"*) gp. =0. 
Diese Gleichung gilt fiir jede der Gréssen g’, p” und es folgt also, 
dass die Determinanten der Matrix 
Pu, Piz, P22 | 
Pi; Pi2, Pre } 


“9a 


sich verhalten wie 


(A,,.—2B,2'+Ca'*):—2(A,.—B, a +B, a" —Cx' x"):( Ay, +2B, 2"4+Cx"*). 
Bekanntlich ist aber 
| Pi, Piz ? P22 
loin, Pe, ~2e|=(9,9") 
la”, —aa", x? 
so dass sich der hinzutretende Proportioualititsfactor gleich ae") 
ergiebt. 
Die fragliche Determinante ist jetzt leicht zu berechnen. Man erhilt 





1 Puy ven = A,, + 2(yx)B, + (yx)?C 
(, @ a Piz, P22 | = 


? —yy’; y? 
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worin durch die angehingten y Polarisationen nach y angezeigt sind. 
Somit ergiebt sich fiir die Hesse’sche Covariante von P = (yz) die 
Relation 

: 2 (2 dx)? 4,,+2(yx) B, + (ya)C 
(13)" (P, P? = ((y2), W2))"=—§ Gasp 
Wir setzen hierin an Stelle von y a,, und fiihren gleichzeitig fiir die 
rechts vorkommende Grisse ee und den Nenner A ihre Werthe 


nach (10) und (9) § 2 ein; es ergiebt sich so fiir die Hesse’sche Form 
der Primform P,*) 


2 9 —2 A,.+2(a,x”) B,+ (a,2)°C 
(14) (P,, PP = — ver) | l =" a, = ’ 
2(«+ 


7. 
Wir unterlassen es in dieser Formel die Gréssen A,, und B,. auch 
noch durch ihre Ausdriicke in den P, zu ersetzen, weil die Schluss- 
formel ziemlich complicirt ausfillt. 

Die gefundene Relation macht die gegenseitige Abhingigkeit der 
Hesse’schen Covarianten der Primformen einerseits und der Form C 
andrerseits deutlich. 

Alle aufgestellten Formeln bediirfen leicht angebbarer Modificationen 
fiir den Fall, dass von den J, einige oder alle gleich Unendlich werden 
(Fall ,,parabolischer Ecken“ des Polygons). Auf diese Modificationen 
soll nicht naher eingegangen werden. 


Prag, October 1892. 


*) Bei diesen Umgestaltungen hat man von folgender Formel Gebrauch zu 
machen, welche ich bei fliichtiger Umsicht nirgends angegeben finden konnte: 
Es sei f eine Form g" Grades von &’, &’, so ist 

™ m)\2 __ = I 2m—2 2 
*, PP oe 5 re 0. 
Analog ist 
(@lef @lef | 
ag?’ ag ak” | , ‘ : 
2) = —1)f~ : ° 
og og’ ag" 

















Note zur Hesse’schen Normalform der Gleichung einer Ebene. 
Von 


R. v. LivrenrHa in Miinster i./ W. 


Der Mangel einer einheitlichen Bestimmung der positiven und 
negativen Seiten von Ebenen in analytisch-geometrischen Unter- 
suchungen ist vielfach gefiihlt worden, Wihrend die Einen zu jener 
Bestimmung die Art benutzen, in der das betrachtete geometrische 
Gebilde analytisch gegeben ist, machen die Anderen jene Bestimmungen 
nach Modbius’schen Gesichtspunkten*) — oder gar nicht. Immer aber 
ist es der besondere, betrachtete Fall, fiir den jene Bestimmungen 
eigens getroffen werden. Die Hesse’sche Normalform der Gleichung 
einer Ebene wiirde ein durchgehends leicht verwendbares, nur auf die 
Lage des Coordinatensystems gegriindetes Verfahren zur Bestimmung 
der positiven Seite einer Ebene liefern, wenn sie nicht im Fall einer 
durch den Coordinatenanfangspunkt gehenden Ebene unbestimmt wiire. 

Zweck des Folgenden ist eine der Hesse’schen iihnliche Normal- 
form der Gleichung einer Ebene aufzustellen, welche von dem er- 
wihnten Uebelstande frei ist, indem sie nicht die Lage des Coordinaten- 
anfangspunktes, sondern die der positiven Theile der Axen benutzt. 


1) Richtungscosinus einer Geraden. 


Nach Festlegung eines rechtwinkligen Coordinatensystems mit 
eindeutig bestimmten positiven Theilen der Axen sind die Coordinaten 
xz, y, 2 eines Punktes bestimmte eindeutige Gréssen. Man kann nun 
ein solches Goordinatensystem benutzen, um eine beliebige Gerade, 
falls sie geometrisch durch einen in ihr liegenden Punkt getheilt 
gedacht ist, auch analytisch in unterscheidbare Theile zu zerlegen. 
Denken wir uns eine Gerade durch einen Punkt P,(2,, Yo, 4) in zwei 
Theile zerlegt, und ist P(a, y, 2) ein zweiter Punkt der Geraden, so 
sagen wir, dass P im positiven oder negativen Theil der durch P, 
getheilt gedachten Geraden liegt, je nachdem die erste nicht ver- 


*) O. Stolz, Zur Theorie der Raumcurven. Monatshefte fiir Mathem. u. 
Phys, I, Jahrgang, 8S. 433. 
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schwindende der drei Differenzen ¢ — 2, y — yy, & — X positiv oder 
negativ ist. Hiernach ist klar, was man unter dem ,,positiven“ und 
,negativen’* Theil einer durch einen Punkt getheilt gedachten Geraden 
zu verstehen habe. 

Unter dem Richtungscosinus einer Geraden sollen die Cosinus der 
Winkel verstanden werden, welche der positive Theil der zur ge- 
gebenen Geraden parallelen, durch den Coordinatenanfangspunkt 
gehenden und durch diesen Punkt getheilt gedachten Geraden mit den 
positiven Theilen der Coordinatenaxen bildet. Diese Winkel werden 
als positive Gréssen betrachtet, sie variiren von 0° (incl.) bis 180° (excl.). 
Bezeichnet man mit a, b, c der Reihe nach die Winkel, welche von 
dem fraglichen positiven Theil mit der positiven z-, bez. y-, bez. ¢- Axe 
gebildet werden, so ist der erste nicht verschwindende der drei 
Richtungscosinus cos ¢, cos b, cos a stets positiv. 

Sind cos a,, cos b,, cose, und cos a,, cos b,, cosc, die Richtungs- 
cosinus zweier Geraden, so bilden die positiven Theile der zu ihnen 
parallelen, durch den Coordinatenanfangspunkt gehenden und durch 
diesen Punkt getheilt gedachten Geraden einen Winkel g miteinander, 
fiir den die Gleichung 


cos@ = cosa, cosa, + cosb, cosb, + cose, cosc, 


besteht. Dieser Winkel soll kurz der von den Geraden gebildete 
Winkel genannt werden. Stellt man die Richtungscosinus der auf 
beiden Geraden senkrechten Geraden in der Form dar: 


cosy cosc, — cosc, cosb, 
cosa, = ——*-__ 2-4 *,  cosb, = 


COSC, COSA, — COS My, COB Ce 
sin p ? 


sin @ ; 





cosa, COsby — cosh, cosa, 

Cet ten, 

so ist m als positiv oder negativ zu betrachten, je nachdem der letzte 
nicht verschwindende: der rechts auftretenden Zihler positiv oder 
negativ ist. 


2) Abscisse eines Punktes in Bezug auf einen Punkt und eine 
Ebene. 

Unter der Abscisse eines Punktes P in Bezug auf einen Punkt 
P, soll diejenige Zahl verstanden werden, deren absoluter Werth das 
Verhiiltniss der Strecke PP, zur Lingeneinheit angiebt und deren Vor- 
zeichen -+- oder — ist, je nachdem P im positiven oder negativen 
Theil der durch P und P, gehenden und durch P, getheilt gedachten 
Geraden liegt. Hat P wieder die Coordinaten x, y, 2, P, die Coordi- 
naten 2%, Yo, % und ist r die Abscjsse von P in Bezug auf P,, so 
ist also der absolute Werth von r gleich dem absoluten Werth der 
Quadratwurzel aus (2 — 2)? + (y — y)? + (# — 4)? und das Vor- 
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zeichen von vr stimmt mit dem Vorzeichen der ersten nicht ver- 
schwindenden der Differenzen z—%, y— yp), © — %q tiberein. 


Sind ferner cosa, cosb, cose die Richtungscosinus der durch P, 
und P gehenden Geraden, so hat man: 


LZ=X4+resa, y=ytresb, zs—%4,+7r cose, 


Unter der Abscisse eines Punktes P in Bezug auf eine Ebene 
wollen wir seine Abscisse in Bezug auf den Punkt verstehen, in 
welchem die durch P gehende Normale der Ebene die Ebene schneidet. 
Je nachdem die fragliche Abscisse positiv oder negativ ist, sagt man, 
dass der Punkt P auf der positiven oder negativen Seite der Ebene liegt. 

In der analytischen Geometrie der Ebene hat man analog die 
Abscisse eines Punktes in Bezug auf eine Gerade, sowie die positive 
und negative Seite der Geraden zu definiren. 


3) Normalform der Gleichung einer Ebene. 

Unter der ,,Normalform“ der Gleichung einer Ebene verstehen 
wir diejenige Form der Gleichung, in welcher die Coefficienten von 
“, ¥, 2 beziiglich die Richtungscosinus der Normalen der Ebene in 
Bezug auf die x-, y-, bez. g-Axe sind. Damit also die Gleichung: 

Axz+ By+Ce+ D=0 
in der Normalform geschrieben sei, muss einmal 
A2+B?°4+C’=1 
sein und dann muss die erste nicht verschwindende der drei Gréssen 
C, B, A positiv sein. Hier gilt nun folgender Satz: 

Setzt man in den linken Theil der in der Normalform befindlichen 

Gleichung einer Ebene: 

x cosa + y cosb + 2 cose + p=0 
die Coordinaten x’, y’, 2’ eines beliebigen Punktes P’ bez. fiir x, y, 2 
ein, so stellt der entstehende Ausdruck die Abscisse des Punktes P’ 
in Bezug auf die Ebene dar. 

Zum Beweise nenne man r die fragliche Abscisse, sowie 2), Yo, % 
die Coordinaten des in der Ebene befindlichen Endpunkts des kiirzesten 
Abstandes des Punktes P’ von der Ebene, sodass: 

“w=Xy+resa, y =—y+resb, 2 =—2,+r cose. 
Dann wird 


(x — a) cos a + (y’ — yo) cos b + (2 — 4) cosc—mr 


x csa+y’cosb+z2’ cosc+p—r_ w. zu. b. w. 


In der analytischen Geometrie der Ebene stellt analog der linke 
Theil der in der Normalform befindlichen Gleichung einer Geraden die 
Abscisse eines Punktes in Bezug auf die Gerade dar, 


oder 
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4) Coordinatentransformation, 

Es soll nun untersucht werden, welchen Einfluss eine Coordinaten- 
transformation auf die Abscisse eines Punktes in Bezug auf eine Ebene 
hat, Von vornkerein ist klar, dass dieser Einfluss héchstens in einer 
Aenderung des Vorzeichens der Abscisse bestehen kann. 

Wir bezeichnen die Coordinaten der Punkte des Raumes, sofern 
sie auf das neue Coordinatenaxensystem bezogen werden, mit &, », €; 
setzen auf irgend eine Weise fest, welche Theile der neuen Axen als 
positiv gelten sollen, und treffen, damit auch hier der Begriff ,,Abscisse 
eines Punktes in Bezug auf einen Punkt“ erklirt sei, die Bestimmung, 
dass die Abscisse eines Punktes P(€, 7, §) in Bezug auf einen Punkt 
Py (Eo: %» &) als positiv oder negativ angesehen werden soll, je nach- 
dem die erste nicht verschwindende der Differenzen § —{, » — m, 
— — £, positiv oder negativ ist. 

Die Gleichungen der §-, €&-, §%-Ebene seien der Reihe nach 
in der Normalform: 


Oy BP yoy fF M32 + a, =O, 
OZ Oyo + og + Ay = 0, 
Os4@ + Aso + O32 + ay, = 0. 
Ferner sei ¢, = + 1 oder — 1, ebenso ¢,—=-+ 1 oder — 1 und 
&; = -+ 1 oder — 1, je nachdem der positive Theil der &-, bez. 7-, 
bez. €-Axe mit dem durch das Coordinatensystem der x, y, 2 fest- 
gelegten positiven Theil der betreffenden Axe iibereinstimmt oder nicht. 
Sind nun &, 9, § und z, y, 2 die Coordinaten desselben Punktes in 
Bezug auf die beiden Coordinatensysteme, so wird: 
EF  &, (0% + Oy + O32 + 4), 
YS &_ (Gq, % + OY + My, + M4), 
§ = 85 (ey, % + Oy. Y + O32 + &5,), 
und umgekehrt: 
= O44 (8) EF — yy) gy (8p) — Haq) + Oy, (E38 — O54), 
Y = Oyo (8 & — yy) Otay (By — a4) + gy (ES — M4), 
B= O43 (8, EF — 4)  Oo5 (&] — yy) $F Mg3 (896 — 4). 
lst andererseits eine orthogonale Substitution in der Form gegeben: 


= 6,2 + Boy + Bye + By, 

0 = By& + Bory + Bos2 + Bry, 

S= By, % + Boy + B32 + Bay, 
so hat man ¢,—=-+ 1 oder —1, je nachdem die erste nicht ver- 
schwindende der 3 Gréssen 


Bys, By2, By1, (v = 5. 2, 3) 
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positiv oder negativ ist, sodass durch die Substitution die positiven 
Theile der neuen Axen eindeutig bestimmt werden. 
Wird die Adjuncte des Elements 6,, der Determinante 
\Bau| (4, w = 1, 2, 3) 
mit Ba, bezeichnet,, so sei 0, das Vorzeichen der ersten nicht ver- 
schwindenden der 3 Gréssen Bs, Baz, Bai. Dann wird die Determinante 
|Bryu| = #0, = 8&0, = & 03, 
sodass die Entscheidung, ob die betrachteten Coordinatenaxensysteme 
congruent sind oder nicht, auf die Bestimmung eines der Vorzeichen- 
paare &,, 0,3 &©, 0,3; &,, 0, hinauskommt. 
Ist nun 
a,x + a,y + 32 + a, = 0 
die Gleichung einer Ebene (Z) in der Normalform und bezeichnet man 
die Abscisse eines Punktes P in Bezug auf diese Ebene mit abs(P,| F) 


oder abs(P:|F), je nachdem man diese Abscisse durch das alte oder 
neue Coordinatensystem bestimmt, so wird: 


abs(P,|E) = (& — By) >) Bi» + (1 — Bas) >) ey Br» 


v=l1 v=1 


+¢— ba) > ay Bsy. 


Ist d das Vorzeichen der ersten nicht verschwindenden der 3 Gréssen: 
3 3 3 
eo ay Bs», >, % Br», > Br»; 


v=1 v=1 v1 


so wird die Gleichung der Ebene (EZ) bezogen auf das Coordinaten- 
system der £, 4, € in der Normalform: 


ite - bu) De Brs + (n— Ba) > «b+ (p — Bs) > «bur} =o, 


und es folgt: 
abs(P:| EZ) = 0 abs(P,|£). 
Hierdurch zeigt sich, was auch von vornherein ersichtlich ist, 


dass der Quotient der Abscissen zweier Punkte in Bezug auf dieselbe 
Ebene von der Wahl des Coordinatensystems unabhingig ist. 


5) Beziehung zwischen den Abscissen eines Punktes in Bezug auf 
vier Ebenen. Die Abscisse eines Punktes in Bezug auf eine Ebene 
ausgedriickt durch die Abscissen von vier Punkten in Bezug auf die- 
selbe Ebene. 
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Es seien die Gleichungen von vier Ebenen E,, E,, E,, E, in 
der Normalform gegeben und es habe die Ebene E, die Gleichung: 


a,,¢+4,y¥y+4,,2+4,,=0. 

Die Ebenen sollen ein Tetraeder bilden; der Ebene EF, liege die 
Ecke P, des Tetraeders gegeniiber. Bezeichnet man mit A,, die 
Adjuncte des Elements aj, in der Determinante 

l@ax| (4, « = 1, 2, 3, 4), 
so hat P, die Coordinaten 
Ay, _ Ars eae 


n= 


u= ’ Lasky 5 
Ais A,,’ Ay, 


Die Gleichungen, welche zwischen den Elementen einer Deter- 
minante und ihren Adjuncten bestehen, ergeben jetzt: 


abs (P,,| 4) abs (P,, | Ey) abs (P,, | Es) abs (P| £;) 


abs(P,|H,) ' abs(P,|F,) © abs(P,|Z,) abs(P,4|E,) I 
und: 
abs (P., | E;) abs (P,, | F,) 
abs(P,|E) = abs(P,|E) GP Ey + abs(P,|E) abe (Ps ED 
4, abs(P,,| Ey) abs(P,, | E,) 
+ abs (P;|£) ‘abs (P;| E) a abs (P,| £) GP EY , 


6) Als Beispiel sollen kurz die drei Kriimmungen einer Raum- 
curve betrachtet werden. Die Coordinaten x, y, 2 einer solchen seien 
Functionen der Variabeln ¢. Sind cos a, cos B, cos y die Richtungs- 
cosinus der Tangente der Curve, so wird: 


dx dy dz 
; dt dt dt 
cosa=-y-, cosPp=-—y-, cosy=-y, 


wo 
dx\2 
N?2 = > ( at) 
und das Vorzeichen von N mit dem des letzten nicht verschwindenden 
Ziahlers rechts itibereinstimmt. 


Sind cos 4, cos w, cos v die Richtungscosinus der Binormale, so 


entsteht: 
dy dz ds dty 


dt dt? dt dt 
N; ? 


dy d?z dz dtyy 
2 i ee ae oe 

N, as at? dt dt*/? 
und das Vorzeichen von N, so bestimmt werden muss, dass die erste 
nicht verschwindende der Gréssen cosy, cos, cos A positiv aus- 








cos A = ete. 


wo 
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fillt. Sind cos a, cos b, cos ¢ die Richtungscosinus der Hauptnormale, 
so werde gesetzt: 


cos a@ = e(cos uw cos y — cos v cos B), etc., 


wo € gleich +- 1 oder — 1, je nachdem die erste nicht verschwindende 
der Groéssen: 


cos A cos B — cos uw cos a, cos v cos a — cos A cosy, 
cos “ cos y — cos » cos B 
positiv oder negativ ist. 
Endlich fiihren wir noch die Richtungscosinus cos1, cos m, cos” 
der Geraden ein, die auf der rectificirenden Kante und auf der Haupt- 
normale senkrecht ist und setzen: 


1 N,N 
“Wr 008 — Ne cos 4 
cos | = ™ —, ete, 
wo y yew 

Ny = FH + 
und N, selbst so zu nehmen ist, dass die erste nicht verschwindende 
der Gréssen cos», cos m, cos! positiv ausfallt. 

Wir nehmen nun allgemein eine durch einen Punkt P(z, y, 2) 
gehende Gerade L, deren Richtungscosinus cosa@,, cos da,, cos a, 
seien. 

In der durch P gehenden und zu L senkrechten Ebene sei ein 
dem Punkte P benachbarter Punkt P, mit den Coordinaten x + dz, 
y+doy, 2+ 02 gegeben und durch ihn gehe eine Gerade L, mit 
den Richtungscosinus 


COS dz + 0 cosa,, cosa,-+dcosa,, cosa, + 0 cos a,. 
Wenn nun P, der Punkt ist, in welchem die senkrechte Projection 
von LZ, auf die durch LZ und P, gehende Ebene die Gerade Z schneidet 
und die Abscisse von P, in Bezug auf P mit r bezeichnet wird, so 
entsteht: 


> dx 0 cos a, 


> 1.) ae 


Wir lassen nun den Punkt P mit dem betrachteten Curvenpunkt 
zusammenfallen und nehmen 


0 cosd,—=decosa, Ocosa,—deosb, dcosa,—decose. 
Fir 


dxz—cosa.Ndt, dy=—cosB.Ndt, d2—cosy. Ndt 
wird nun: 


1 N; 
>=e We = erster Kriimmung. 
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Fiir 


dxa=cos4.Ndt, dy=—cosu.Ndt, d2—cosv. Ndt 
wird: 
N, 


N? 





+ —=—é = zweiter Kriimmung. 
Fir 
da—cosl. Ndt, dy=—cosm.Ndt, d2—cosn. Ndt 
wird: 


: =€& * = dritter Kriimmung, 
wofiir man auch mit «’ das Vorzeichen von *» bezeichnend 
eae we 
r Né NN, 


setzen kann, falls die Quadratwurzel positiv genommen wird. 

Hiernach ist jede der drei Kriimmungen als positiv oder negativ 
zu betrachten, je nachdem der betreffende Kriimmungsmittelpunkt auf 
der positiven oder negativen Seite der rectificirenden Ebene liegt. 


Miinster i,/W., im November 1892. 




















Ueber geoditische Kriimmung. 
Von 


R. v. Licrenruar in Miinster i./W. 


Fasst man die Coordinaten x, y, ¢ der Punkte einer Fliche als 
Functionen von p und q auf und stellt demgemiiss die ersten Differen- 
tiale der Coordinaten als lineare Formen von dp und dq, die zweiten 
Differentiale als quadratische Formen von dp und dq vermehrt um 
lineare Formen von d*p und d?q dar, so besitzen die Coefficienten 
dieser Formen keine unmittelbare geometrische Bedeutung. Anstatt 
durch die Linienelemente dp und dq der (p, qg) Ebene kann man 
aber jene Differentiale durch Elemente von Linien auf der Fliche aus- 
driicken und erhilt dann Coefficienten, die sich in lauter geometrisch 
deutbaren Gréssen darstellen. Diese Linienelemente auf der Fliche 
sind lineare Formen von dp und dq, aber im Allgemeinen keine 
exacten Differentiale. Die zuletzt erwihnten Coefficienten sind nicht 
Ableitungen im gewdhnlichen Sinne, sondern Resultate von Opera- 
tionen, die Jacobi und andere in der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen angewandt haben*). 

Bei der geometrischen Deutung jener Coefficienten kommt man 
im Wesentlichen mit den normalen und geodiitischen Kriimmungen 
zweier Curvenschaaren auf der Fliiche und ihrer orthogonalen Tra- 
jectorien aus. Die von Herrn A. Voss**) zu demselben Zweck ein- 
gefiihrten beiden Biegungsinvarianten werden dabei einfache Functionen 
zweier auf einander senkrechter geoditischer Kriimmungen. 

Nachdem im Folgenden die Grundgleichungen der Flichentheorie 
von dem skizzirten Gesichtspunkt aus kurz entwickelt sind, gehe ich 
niher auf die geoditische Kriimmung von Curven auf einer Fliche 


*) Vergl. Mansion, Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Deutsch von Maser. S. 127. 


**) Sitzungsberichte der mathem. phys. Classe der K. B, Akademie der 
Wissenschaften, 1892, Heft lI, 8. 258. 
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ein und leite Beziehungen her, von denen ein besonder Fall bereits 
von Herrn Knoblauch*) bemerkt ist. Zum Schluss werden die geo- 
ditischen Kriimmungen von Curven auf der Einheitskugel betrachtet. 


§ 1. 
Allgemeine, die betrachteten Kriimmungen liefernde Formel. 
Man kann — wenigstens die wichtigsten — in der Infinitesimal- 


geometrie auftretenden Kriimmungen aus einer allgemeinen Formel 
herleiten, welche wohl zuerst von Hamilton**) benutzt wurde. Denkt 
man sich durch einen Punkt P(z, y, 2) eine Gerade mit den Richtungs- 
cosinus ***) cos az, cos ay, cos a, gelegt, und nimmt durch einen dem 
Punkte P unendlich nahen, in der durch P gehenden und zur Ge- 
raden senkrechten Ebene befindlichen, Punkt P,(«-+d2, y+dy, s+ 02) 
eine zweite Gerade mit den Richtungscosinus (cos a, + 0 cos az, .. .) 
so schneidet die senkrechte Projection der zweiten Geraden auf die 
durch P, und die erste Gerade gehende Ebene die erste Gerade in 
einem Punkte P,, dessen Abscisse r in Bezug auf den Punkt P durch 
die Gleichung : 
>a 8 cosa, 


(sx) 


x 


<i 


bestimmt wird. 

Fasst man hier z, y, z als Coordinaten der Punkte einer Fliiche 
auf und setzt cosa,,... gleich den Richtungscosinus der Normale 
der Fliiche, so geht ry in den Kriimmungsradius des den Zuwiichsen 
dz, dy, dz entsprechenden Normalschnitts iiber. 

Betrachtet man eine Curve auf einer Fliche und nimmt dz, dy, 
dz proportional den Richtungscosinus ihrer Tangente, aber cos a, etc, 
gleich den Richtungscosinus der zu dieser Tangente senkrechten 
Fliichentangente, so geht r in den Radius der geodiitischen Kriimmung 
der betrachteten Curve iiber. 

Sieht man endlich eine vorgelegte Fliche, deren Gleichung 
F(a, y, 2) =0 sei, als Individuum einer Flichenschaar F(x, y, 2) Const. 
an, so liefert unsere Formel noch eine dritte Abscisse, falls 02, 
dy, 92 proportional den Richtungscosinus der Flachennormale gesetzt 
werden, die wir mit cos ”,, cos n,, cos n, bezeichnen wollen. Sind 

*) Acta Mathematica, Bd. 15, 8. 255. 

**) Transations of the Royal Irish Academy Vol. XVI. Part. I Science p. 47. 

***) In Betreff der Begriffe ,,Richtungscosinus‘‘ und ,,Abscisse‘‘ sowie der 
Anwendung obiger Formel auf die Kriimmungen einer Raumcurve vergl. die 


vorstehend abgedruckte ,,Note zur Hesse’schen Normalform der Gleichung einer 
Ebene“, 
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cosd,,.-. die Richtungscosinus der Tangente der durch den be- 
trachteten Punkt gehenden Curve einer auf der Fliche definirten 


Curvenschaar, so hat man: 


dx = cos n,.0s etc., 0 cos a, = 08 2 on cos mz, etc. 
zu setzen, wo & die Werthe x, y, ¢ durchliuft. Daher wird, wenn 
wir die gedachte Abscisse mit P bezeichnen: 


0 cos a, 
—— COS Mz COS NE of 


i 


v|— 


Die Tangente der durch den betrachteten Punkt gehenden Curve der 
zur definirten Curvenschaar orthogonalen Curvenschaar besitze die 
Richtungscosinus cos a,,.... Nennt man R den Radius der geo- 
ditischen aes dieser Curve, so entsteht: 


r= - 22 COS Gy, COS Me - : “at . 


Da die in Rede stehenden 9 , ee die Coefficienten einer 
orthogonalen Substitution bilden, findet man: 
—— a cos a, @ cos a, 1 1 
ai Oy “eo ae 
Der Ausdruck fiir e lisst sich in der Form schreiben: 
OF oF 0 cos a, 


x Po ‘ 
PAC FY — 
v= oL Lm cos a> on. 


Wenn die Flichenschaar F wed y, 2) = Const. aus lauter zur Fiche 
F(x, y, 2) =O parallelen Flichen besteht, so ist entweder L constant 
oder man hat: 


oder wenn man 


setzt: 


aL ab, ob _aF oF aF. 
da’ dy de du’ dy * Os 
In diesem Falle verschwindet é und es bleibt: 
0 cos a, 1 *) 
2 ox "e 


*) Vergl. diese Annalen Bd, 38, p. 437 u, 450. 
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§ 2. 
Linienelemente zweier Curvenschaaren und ihrer senkrechten Trajectorien. 


Es seien: 
= «,,dp + %,dq, 
T, = Gy, dp + dq, 
wo die Coefficienten «,, Functionen von p und q sind, zwei Differential- 
formen von dp und dq, deren Determinante A = @,, a. — @4, 0, im 
Allgemeinen von Null verschieden ist. 
Eine dritte lineare Differentialform von dp und dg werde mit: 
T = (T)ap dp + (T)agdq 
bezeichnet, wo die Coefficienten von dp und dq partielle Ableitungen 
sind, falls 7 ein exactes Differential ist. Setzt man nun: 


ee» (T') a, — es (T) , — oy (TZ) gy + ys (7') 
(T)7, = . = = “$, (Z')7, = — ate a 


so entsteht: 





T= (L')7, + (2x7. 


Fiir die mit ()7, und ()z, angedeuteten Operationen gelten die 
Regeln fiir die gewéhnliche Differentiation, sodass: 


(T+ 8)z, = (T)z,+ an (Z'8)2, = T(S)z, + S(7)z,, 
(5).= ak —~ tns.| 
1, 9 


wo man iiberall 7, durch 7, ersetzen darf. 
Ist A, ein integrirender Factor von 7,, A, ein solcher von 7’, so 
erhalt man: 


é 
oS one iy =—A(d log Ay)r » 
a é 
a oa oa = — A(d log 4,)r,. 


Wird mit 4 ein integrirender Factor von 7 bezeichnet und versteht 
man allgemein unter (7’)7, 7, den Factor von Zz in dem Differential 
d(T)r,, so besteht die Gleichung: 


(1) (T)z, i (7’)z, 1, = (a log ap (Z’)z, _ (a log ‘s 7 Dn, 


Fir 4 = 1 ergiebt sich somit die Integrabilititsbedingung von 7 in 
der Form: 


(2) (L)n.2, — (LP) 17, = (d log 4,)2,(7')2, — (d log a,)z,(7)z,- 
Sind nun zwei linear unabhingige Differentialformen 


UY, = a, dp + a,,dq, Vy = Ay, dp + ay dq 
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gegeben, deren Determinante a, a. — aj. @,, gleich @ sei, so ent- 
sprechen den Differentialgleichungen T, = 0, T, — 0 auf einer Flache, 
deren Coordinaten x, y, 2 Functionen von p und q sind, zwei Curven- 
schaaren, die sich nicht indern, wenn man {, und &, mit beliebig 
zu wihlenden Functionen von p und g multiplicirt, falls man die 


Veriinderlichen p und q auf einen geeigneten Bereich beschrinkt. 
Es wird: 


1 é 0 
(dx)z,= 5 (a2 5 — Gy ca (dz)z, = z(- eee op vot G4 2). 


Wir setzen nun: 
2 Ox G 
N, a (ay. op Qo ee) = a 2a,, a,,F fe a 


g Au © 
N, = > (41.52 a — ay sa) = di, EF — 2a,4a,F + &,G 


und bestimmen die’ Vorzeichen der Quadratwurzeln aus N, und N, 
so, dass 
Gee He — ay 5 
i 8 ete., und 
VN, VM 
Richtungscosinus werden. 
Nimmt man jetzt: 


~i1? 


— an 55 = + aus ry 
_ Oop o"d , 
, ete. 


VN. ~ 
L oo -. "Ze, 
so werden (da)z,, (dy)z,, (dz)z, die Richtungscosinus der Tangente 
einer Curve 7’, = 0, wiihrend (dz)z,, (dy)z,, (dz)z, die Richtungscosinus 
der Tangente einer Curve 7, = 0 sind. Der Winkel beider Tangenten 
in einem Punkt der Fliche sei g, sodass: 


Zz (dx)r,(dx)7, = cosp =f. 


Dabei soll @ als positiver oder negativer Winkel betrachtet werden, 
je nachdem die erste nicht verschwindende der drei Determinanten : 
(dax)x,(dy)2, — (dx)z,(dy)2,, (de) x, (4x) 2, — (d2)2, (dX), 
(dy)z,(d2)7, — (dy)z, (d2)z, 
positiv oder negativ ausfillt. Fiir die Richtungscosinus X, Y, Z der 
Flichennormale folgen dann die Gleichungen: 
2... (dy)7, (42) 7, — (dy)z, Ms, wi (d2)p, (dx) 7, — (dz), a 
" sin @ sin @ 


(da) y, (dy) 7, — (4%) z,(4¥)y, 
sin @ 








Z= 
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Ausser 7; und T, fiihren wir zwei weitere Differentialformen 
T, und T,' ein, so, dass 7,’ = 0 die Differentialgleichung der ortho- 
gonalen Trajectorien der auf der Flaiche gelegenen Curven 7, = 0 
und analog 7’, 0 die Differentialgleichung der orthogonalen Tra- 
jectorien der Curven 7, —0 wird. Die Gréssen «, und «, mdgen 
absolut genommen die Einheit vorstellen. Wird dann: 

T? x “i+ th) Te xe i + fT?) 
1 sing ” 2 sin @ 


gesetzt, so entsteht: 
5a — Ty T a 24 + fT, 


d sin @ ? 2 sin @ ? 
und: 
&(— f (dx) 7, + (da)7,) &2 (— (da) 7, + (dx), 
(d2)x = a =e ey (dz)r, = : ee on a), 


womit ¢, und «, durch die Forderung bestimmt werden, dass 
(dx)z; eeey (dx), vax 


Richtungscosinus sein sollen. Den Zusammenhang zwischen den 
Operationen ( )7’ und ( rp liefern die Gleichungen: 


se f( dn n) () — &(= On +f On) 
( a ‘Bin Q oO inp 


In der That wird jetzt: 
Dd Ga), (da)x, =0, a2), (dz); = 0, 


> (d2)x, = >) (day, = 
und: 


D (dx)z;(dx)7, = & & COs M, >) (da), (dx)7, = — &, sin 9, 


ferner: 


> (da)r, (da)xy = &, sin 9, 


| a, Ox (dz) >. - (dy) 7, (d2)7,, 





sin @ ? 
Y (d2)7. (dz)7, — (d2) 7, (da) p. 
Sc sin = 8 
Z o, Ome (dy) 7, — AY) 2; (4) 7, 
7. sin @ 





Um den geometrischen Charakter der Gréssen 7, und 7, zu 
erkennen, bezeichnen wir den betrachteten Flichenpunkt mit P, den 
Punkt (7+dz,...) mit P,, ferner mit P, den Punkt, in welchem 
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die durch P, gehende und zur Tangente der Curve 7, = 0 parallele 
Gerade die Tangente der Curve 7,0 schneidet. Dann lehren die 
Ausdriicke 
dx = (dx)7,T, + (dx)7,T,, ete. 

dass 7’, die Abscisse des Punktes P, in Bezug auf P, aber 7, die 
Abscisse des Punktes P, in Bezug auf P, ist. Man hat also 7, und T, 
als Linienelemente auf der Fliche zu betrachten. 

Stellt man die Operationen (7')7, ete. in den urspriinglich ge- 
gebenen Gréssen a,, dar, so entsteht: 


(T)7, = Ax (Z') gy — Aei(T Jag 


— (Pay 4:2 + (2) a1 
nae (fT), @ —— aa 
VN, ? 2 


VN, ° 
cael Chia) 


eae (GF) + al + 





(7) x 





$ 3. 
Wiederholte Anwendung der Operationen ()7,. Fundamentalgleichungen. 


Die Formeln, welche die zweiten Ableitungen der Coordinaten der 
Punkte einer Flache durch die ersten Ableitungen derselben und durch 
die Richtungscosinus der Flichennormalen ausdriicken, sind bekannt- 
lich fiir die Flichentheorie von fundamentaler Bedeutung. In der hier 


verfolgten Betrachtungsweise miissen die analogen Formeln die Gestalt 
haben: 


(da)z, 7, = B," (dx), + B,'' (dx)2, + 0, X 
(1) (dx)z, 7, = B," (dx)z, + B,(dx)2, + OX 

(dx)z,7, = B,*"(dx)z, + B,*'(dx)2, + On X, 

(dx)z, 7, = B,” (dx)z, + B,”(dx)2, + O2.X 
und es fragt sich, welche geometrische Bedeutung den hier auftreten- 
den Gréssen 6 und © zukommt. Zuniichst wird die Integrabilitiits- 
bedingung fiir dx zu: 

(dx)r, 7, — (dx)z, 7, = (d log A,)7,(dx)r, — (d log A,)7, (dx)z, 
d. h. 
(8,12 —B,?") (daz, + (By! — By") (dz)x, + (O12 — On) X 

== (d log 4,)7,(dz)r, — (d log A,)z, (dx)z,, 
sodass ; 
(2) By"? — By?! = (d log 2,)7,, By" — By** = (d log a,)7,, O12 =O, 
Den Kriimmungsradius des zu 7’, = 0 bez. 7, = 0 gehdrenden Normal- 
schnitts wollen wir mit @7, bez. ez, bezeichnen. Dann entsteht: 
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i -2 (da)z,(dX)x, = >) X (d2)x, x, 
~a ~% (dx)r, (dX)p, -> x (dz), M 


Oi _— 


sodass : 

1 1 

er, ’ 04. ¥e er, 

Zu einer stets giiltigen rationalen Darstellung von 9,, durch anschau- 
liche Gréssen kann man die Normalkriimmungen der Curven benutzen, 
welche die von den Curven 70 und 7, =O gebildeten Winkel 
halbiren. Lings der einen dieser Curven ist 7’, = 7’, und der Kriim- 
mungsradius des entsprechenden Normalschnitts sei g’. Liings der 
anderen ist 7'; <= — 7’, und hier werde der fragliche Kriimmungsradius 
mit 9” bezeichnet. Es entsteht dann: 


DS ((ada)z, + (dx) x) (AX) 7, + (@X),) 


ane } — Pn + On + 2042 
e 2(1 + cos g) 2(1+cosq@) ’ 
S'((da), — (d@)7) ((€@X)~ — (dX) 
a. 1) _ Out On—20p 
e. 2(1 — cos g) ~  @(i—cosg) ” 
sodass 
1 + cos m 1/1 cos s, —1% 
IN Able Aa Aline 
12 @ 2 i oe +3 @r, 


In Beireff der Gréssen 6 folgt zuniichst aus den a, 


> (a2)r,(dz)n,,=9, >) (dx), (da), = 0, 


> (da)x,(d2)n2,=0, >) (d2)2,(d2)n2, = 0, 
dass: 


(3) B," = — fB.", By"? = — fB,", B,** = — fB,", B.” = — £8,” 


wird. 


Es bleiben also nur noch die vier Gréssen £,'', B,'*, B,?', 6,2? zu 
bestimmen. Hierzu eignen sich die geoditischen Kriimmungen der 
Curven T,=—0, T,=0, TT,’ =0, T; =0, deren Radien wir der 
Reihe nach mit Ry, P Rp, , Rr, Rr henstohaen wollen. Fiir jeden 
dieser Radien ergeben sich leicht zwei der Form nach verschiedene 
Ausdriicke. So ist nach der Definition: 


Bg ay (42) (A) 2 














f 
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Fiihrt man die Operation ( )7, auf d(dx)z, aus, so entsteht: 
(4) B= — & (@9)n + sin 9 Be). 
Beriicksichtigt man aber, dass aus der Gleichung: 

> (d2)r, (da), = 0 
folgt: , 

> (42), (da)x; 5, = — DS) (de)x,; (dx)r, 2, 
so ergiebt sich: 
(5) R, = 4 sing By”. 


Auf ihnliche Weise zieht man aus den Gleichungen: 


1 1 
RA) R= — DD de): (de) 2 


Be = — Dy (a2) x: (a2), 2 


die Schliisse: 


(6) B;, = #2 ((¢9)n + sing B."), 
(1) Ry, = — #2 8in @ 8,” 
(8) Ey. ang ((¢9)n, — f(dg)n) + B.? — £6.", 
(9) B= 1s" — Be", 
(10) By, ang (49)n — £@ on) + Bs! — £ Ba" 
(11) Ry =f Bs — 8. 


Die zu bestimmenden Gréssen 8 erhalten daher vermége der Glei- 
chungen (5), (7), (9), (11) die Werthe: 


By!) = — B,'? = ... Se , 
(12) : sng Ry’ . sng R, Ry, 
PP ap IS. ... ot 6% on — 2. 

1 sing R, Ry.’ 1 sing Ry, 





Unter Benutzung dieser Werthe ergeben die Gleichungen (4), (6), 
(8), (10) das System: 
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[@e)n = e+ Re — Re — in 9B," +62"), 
(dg),—= Rg — “Rp” +R? =— sin 9(6,"+8,"), 
(18) | ; yagiee ne 
(dg)7, = E +4 as ee ~ ed , 
T Tt, T, 
d = of &, &, Sin 9. 
[Gam 9. +e ~E 


Ferner folgt aus den Gleichungen (2) mit Hiilfe von (3) und (13): 














f &, COs* p CO’ @ & COS M 1 
(d log 4,)7,—= — ‘ing Ry, >> or sin g Ry, + Rr. 
(14) ; — — f6,"*—p.",. 
, (@log a,)z,—=— 2108 4 1 4 scot , cose 
§ 4o)7,= sin p Ry R sin @ R;, R,, 
. = — B,"* tea fB,?! ’ 
sodass: 
, : 1 1 
(15) Ry =(d log = es). > Re =(4 log 5). 


Sind 4,’ und 4,’ integrirende Factoren von 7’ und T,', so schliesst 
man aus (15), dass: 


1 1 , i 
(16) E;— (4 log zs) - = (a log = =) 


Die Gleichungen (1) nehmen unter Benutzung der Gleichungen (3) 
folgende fiir die Anwendungen bequemere Form an: 


 (dx)r, 7, = g- (d2)xy + Oy X 

7 
(da) = (“B? —“pe*) a) + OX, 
(dx)z, 7, = (i ? +"7,”) (dx)r; + 0,.X 


(dx)r, r= R, (dx)r; + 01» Xx. 


(7) 











Um die entsprechenden drei iibrigen Systeme, welche sich aus der 


Anwendung der Operationen ( )r, 73> ()r, ag) ()r, 1% ergeben, zu bilden, 
setzen wir 


f0n—0 
“ae ? ae Hy» = a 


Mh, — ~ Put fOr HH p= £04; — Or Ho —Sa ft fen, sin? g 


sin? @ 


Ou=H»f—He», Ou=é, &(H,.—fHy2) = & & (Ha; —fH41), 
O%2—= — Hy, +/Ho, - 








(18) 
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Dann findet sich: 

(6X), = Hy(da)n, + Hyp(dx)n, = 874 (de) — BSH (day, 
% (aX), = Ho(dx)z, +  Hyo(da)z, = ee (dx)x — ae (dx)z,, 
“a a eyHya(da)ry = 208 (aa), — 2°H da), 

(dX) = — a6 Hy (day + Hy (dary = Baa), — 1 (dz)n3 

(dz) =— ge (da)ny — 4 + Hy sing X, 
sii (dx)r, 7 = — & (ise + 2) (dx)7, + & sing H,, X, 


(dz)n7 =  & (Re ) (dx)2, + & Hy. sing X, 


(da) = — ye (da) + &, sing Hy X; 


(dit)ny2, = — ge (da)x, — & sing Hy. X, 


m (dz)r7, = — = - ee _ (dx), — &, sing H.» X, 
(20) 4 
(dz)2;7, = ~ Ci + 7°) (dx)7, + & sing H,,X, 


(dx) 27, = — Bz (dx)7, + & sing Hy, X; 
(da) x = pe (d2)n, + OX 

il (da) n= & ‘ex + nae) (dx)r, + OX, 
(d2)mx =— 6 (BP — Spr®) (dz), + OFX, 


(dat) ny 2; = y— (d2)z, + On X. 
T, 





Die Gréssen H bestimmen die zu den Tangenten der Curven T',’—=0 


und 7,’ =O conjugirten Richtungen. Liings der der Curve 7,’ = 0 
conjugirten Curve hat man: 


T, : T, = Hy»? — Hyp 
dX:dY:dZ = (dz), : (dy)z,: (dz)r, 
Langs der der Curve 7,’ = 0 conjugirten Curve ist: 
T,: T, = H,,: — H,, 


und damit 
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und dementsprechend entsteht: 
dX:dY:dZ = (dx)z,: (dy)z,: (dz)z,. 

Es sind daher die sphiirischen Bilder der conjugirten Curven der 
Orthogonalschaar eines Liniensystems auf der Fliche diesem Linien- 
system parallel — ein Satz, den Herr Dini (Annali di Mat. Ser. II, 
Bd. IV, 8S. 180) beziiglich eines Systems von Asymptotenlinien aus- 
gesprochen hat. 

Um die Coefficienten 6 geometrisch zu deuten, kann man auch 
von einer anderen Differentialformel als der im § 1 aufgestellten, die 
geoditischen Kriimmungen liefernden, ausgehen, welche Herr Voss 
zur Bestimmung der Coefficienten #,'* und 6,7! benutzt hat fiir den 
Fall, dass die Curven 7,=—0, T,—0 mit den Parameterlinien 
p = const., g = const. zusammenfallen. Diese Formel ergiebt sich 
so: durch einen Punkt P(x, y, 2) gehe eine Gerade LZ mit den 
Richtungscosinus cos a@,, cos ay, cosa, und eine Ebene EF, deren 


Gleichung sei: 
>) (& — 2) cos by = 0. 


Die senkrechte Projection LZ, der Geraden Z auf die Ebene EF 
habe die Richtungscosinus cos ¢c,, cos ¢,, cos ¢, Ist dann P, ein dem 
Punkte P auf Z benachbarter Punkt, so geht durch ihn eine der 
Ebene E benachbarte Ebene, deren Gleichung ist: 


2 (§ — x — dz) (cos b, + 0 cos bz) = 0. 


Die Abscisse des Punktes, in welchem diese Ebene die Gerade L, 
schneidet, wird durch den Ausdruck 


Soa cos b, 


> cos c, 8 cos b, 
gegeben. Liisst man die Gerade LZ der Reihe nach mit der Tangente 
der Curve 7,=0, T,=—0, T,,=—0, 7, =O und die Gerade L, 
entsprechend mit der Tangente der Curve 7, = 0, T,=0, T,; = 0, 
T,, =0 zusammenfallen, so finden sich fiir die reciproken Werthe 
der fraglichen Abscissen die Ausdriicke: 


ee a ee eee}. 
t 2 Ry Rpg’ Ry, * Rp sing 





Die sogenannten Fundamentalgleichungen erhiilt man in der Form: 
‘ 1 a. d Rx) a 7 
(22) ie. ’ zat ( R;, * Ry? = Bz,?? 
(23) (dO,,)7, — (€9,2)7, = sin? p { H,, By? — 2 Hy, By'? + Ho» B."'}, 
(24) (dO.2)7, — (40 ,»)2, = sin? p {Hy, B,?? — 2H,, By? + Hy» By'}. 
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§ 4. 
Geodatische Kriimmungen in Orthogonalschaaren. Anwendungen. 
Mit Hiilfe der Formeln (16) des vorigen Paragraphen soll nun 
die geoditische Kriimmung einer Curve einer beliebigen Schaar und 
die der zugehérigen Curve der Orthogonalschaar dargestellt werden. 
Beide Schaaren seien durch Gleichungen von der Form: 
Ty = by 7, +b. T, = 0, Ty = by Ty + by T, = 0 
gegeben, wo J, und 7,’ als so bestimmt angenommen sind, dass 
(dx)r,..+, (dx)z;... Richtungscosinus werden, Nimmt man: 


> (da)x, (d2)z, = cosa, >! (dx)ny (Ax), = sin «, 


so entsteht: 





(dx)2, = a ara (da)2, + + act (dx)n, 
(dng = EPH (dae, + SBR" (da), 


wo é’ die positive oder negative Hinheit nia. derart, dass die 
erste nicht verschwindende der Gréssen (dz)7,, (dy)z;, (dx)z; einen 
positiven Werth erhalt. Fiir die Coefficienten b und ihre Determinante 
B folgen jetzt die Gleichungen: 


b,, =cosa, bd, —cos(e.g—a), ob, —=—e'sina, 
boy =e sin(yp — a), B= e's, sin gp. 

— die geodiitische Kriimmung der Curve 7,’ = 0 bez. 7, = 0 
mit Re bez Be bezeichnet, so ergiebt sich, falls 4) und 4,’ integrirende 
Factoren der Formen 7, und 7; sind: 
= (d log Ao)nys Er, = (d log 4,’)z,. 

Da aber: 
(d log A) = — * (d log 49)7, + y (d log Ay)z, » 
so liefert der Satz 1) § 2 die Gleichung: 
z, = (d log 4,)z,b,, — (d log 4,)7,b). — (dd4,)2, + (dd42)2, 


_— COs @ __ cos (p — @ &) 


=F =< ae, + &, sin » (sin a(da)r, + cos « (da)r) 


+ «&, cos a(dg)z, 
und damit: 


(1) Ey = é fon a (a; +. (da)r,) — sin @ (a; -- (de)r:) 
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Entsprechend erhilt man: 
(2) E, = COS @ (z- —(d «)n) + sin @ (a; + (da)x,): 


Diese Formeln liefern besonders dann einfache Resultate, wenn « 
constant oder eine Function von @ allein ist. 

Es sollen die Winkelhalbirungslinien der Curven 7, = 0, T, = 0 
betrachtet werden. Langs der einen derselben ist 7, =—* 7, und diese 
halbirt den von den positiven Theilen der Tangenten der Curven 
T,=0, T,—=0 gebildeten Winkel. Nehmen wir diese zur Curve 

» =0, so ist lings ihrer: 


z= (dx), (dx)7, = = (dx) 7, (dx)r, 


und dies ergiebt: 
1P, 


a 


Das Zeichen «’ muss hier so bestimmt werden, dass die Ausdriicke 


2’ &, COS z 


= (da) 7, — (da)z,) ete. 


Richtungscosinus darstellen, Dann findet sich: 


‘ 1 oes fs. 2 2) — ge Ort. .. 3 
(3) R;, {eos Ry, +7) wre (x ta)? 


(4) = : {°° (as -+z,) +8in 3 (x R, — i) 


Wir fthren nun die Voraussetzung ein, dass die Curven 7’, = 0, 
T,=0O Asymptotenlinien seien. Um dies genauer zu pricisiren, nennen 
wir den grésseren der beiden Hauptkriimmungshalbmesser g,, den 
kleineren g,, und bezeichnen mit A,, B,, C, beziiglich A,, B,, C, 
die Richtungscosinus der Tangente der zu 9, bez. ge, gehdrenden 
Kriimmungslinien. Ferner seien S, = 0 und S, —0 die Gleichungen 
der Kriimmungslinien, derart, dass man hat: 


dz = A,8, + A, S,. 


sin @ 


» 


Setzt man nun: 








(da)r, =“! Per alo =4I—8, (sy, —* Pets AV en 
Qi— Oz Qi — C2 
AV + Ve, AV — ArVoi 
(dx)z, seme ? (dx)z, ’’Vei—es 


wo simmtliche Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind, und 0 sowohl 
wie 0’ die positive oder negative Einheit bedeuten so, dass (d2)z,..., 
(dx)7,... Richtungscosinus werden, so entstehen die Beziehungen 
zwischen den 7 und S in der Form: 
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Ve_er47,=—s, 2% (—67,47)<=8, 
Veoi—ee "Veer , ’ ” 


woraus folgt: 


1 


On = y= {Ve (ss — V=@ Ost 

: Q1~— C2 

On = p= {Ve On $V (s}- 
Ve Q2 


Mit Hiilfe dieser Abhiingigkeit der Operationen ()7 von den Operationen 
()s kann man leicht zeigen, dass 7’; = 0 und 7, =—0 wirklich Glei- 
chungen von Asymptotenlinien sind, in dem 0,, und ©,, verschwinden. 

Da die Kriimmungslinien die Winkelhalbirungslinien der Asymptoten- 
curven sind, miissen die Gleichungen (3) und (4) Beziehungen ergeben 
zwischen den geoditischen Kriimmungen der Kriimmungslinien, der 
Asymptotenlinien und der orthogonalen Trajectorien der letzteren. Um 
diese Beziehungen aufzufinden, setzen wir: 


X = «(B,C,—B,C,), Y=«(C,A,—C,A,), Z=—2(A,B,—A,B,), 


wo ¢=-+ 1 oder == — 1, je nachdem die letzte nicht verschwindende 
Klammer rechts positiv oder negativ ist, Dann erhalt man: 
— 9 tke, 
cos p = >" (dzx)z, (da) 2, = 9 exke 


(dx)r, (dx)s, 
(dy), (dy)z, 


wo /— @,@, positiv zu nehmen ist, sodass: 


— 292ZV— ever 
C1 — C2 





? 


gj Veeree, 
Q1 — Q2 
Zur Abkiirzung nennen wir die geodiitische Kriimmung der zu Q, 


sin p = 2¢é 


bez. @, gehérenden Kriimmungslinie 7 bez. i und setzen ausserdem 
1 
R, = F,, Ry = Fy. 
Qa a 


Ist erstens d = -+ 1, so wird: 


° eV — 
cos 2 = @1 sin 2 oe = = 


2 Vee Vee 
denn cos 2 ist immer positiv, wihrend g hier das Vorzeichen « hat. 


Ferner fallt die Curve 7, = 7, mit der Curve S,=0 d.h. mit 
der zu g, gehdrenden Kriimmungslinie zusammen, sodass Rh, = Fz, 
R, = Rz,. Ausserdem entsteht: 


, ’ 
&=6& &—=— 28d’, e = 1. 
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Daher: 
“~ Teall (F —#,) —/—@ (4: — #,)} 
z - We =|v— @(F: + x “) + V0, (F + ¥ i 











Ist zweitens 6d = — 1, so wird: 
_ ° == § 
cos © = - V—en » sin t= Ves 
™ 0; — @2 a— Qn 


und die Curve 7’, = 7, fallt mit der Curve S, = 0, d.h. mit der zu 
e, gehérenden Kriimmungslinie zusammen. Hier wird: 


&=—& & =—e0'*, & =—1 

1 3’ — 1 1) 

: -WW- om... (x, + B) —Ve Gr ie Fr) , 
a. ~ ile ee ek 
a" Wee Ve (x, F) +7 02 (Gr + KF’) 

Beide Fille lassen sich daher in das eine System: 
a ae. 
R, we 170 F a *) - -y~— Qo e4 FR) 


weet Hts (ete  * 
zusammenfassen, 


Speciell fiir Minimalflichen hat man: 
¢=0', F(=—F,, F, =f, 


und: 


(5) 


und damit: 
é 1 
i= alr, a -R,)? R, =75(7,+ F, 


Die in (5) auftretenden Summen und Differenzen der geodiitischen 
Kriimmungen der Asymptotenlinien und ihrer orthogonalen Trajectorien 
stehen in Beziehung zu den Kriimmungsmassen der Kriimmungsmittel- 
punktsflichen. Zur Herleitung derselben sind zuniichst die Gleichungen 
(23) und (24) § 3 fiir den vorliegenden Fall umzugestalten. Man 


erhalt: 
sin? 
On — gouge ta) ae 
Daher nehmen die fraglichen Gleichungen die Form an: 
(a(e, as Q2)) 7, = 9(0, + 2) (B;* + B.") + 2(0; — @2) Bo”, 
(d(e, na @2)) 7, = 9(01 + @2) (By? + By") + 2(0, — @2) By”; 
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oder: 
a ___ 30 (04+ @2) (01 — ee) 88" (Q +e)" __ 2 (01— @2) 
(4(0. — 0), = Sere F 2V—e1m Fs Fy 
9 (ert e2 
on %, 
) (e:+e2)* 3.3°(e1+0:)(e:—ex) __ 9(er+er) 
1 soled i ae Neer ear O1- Oe) \Or Q2) Q1-T G2) 
( (01 @2)) 2V— 0102 F; 2V- 010 Fy Ff 
2 (01 — @2) 
Fy 
Setzt man 
S.=—@H,, S,=—— ehh, 


so sind die Operationen ()7, mit den Operationen ()z, durch die 
Gleichungen verbunden: 


ont 
Sas Vex oo ee 


é 
V- Qe - - Q2 


—()x, - ()m> 


(),=— Va — ()a, ~~ ee Wa = meh i: 
Bezeichnet man daher den Ausdruck (dQ.)z a mit Qeg, so entsteht: 


1 


—@ , é 
‘ ne | Vex Ya an (011 — Q21) — Fata (O12 — Q22); 
(d(o, —)) = nn ~ Vo, 72 =e Ox) + ae < @, (2 — Q2). 


Werden die nieiieniiatiins der zu @, ne e, gehdrenden 
Kriimmungsmittelpunktsfliche mit @,', @, bez. @,", @,” bezeichnet, so 
ist (diese Annalen Bd. 38, S. 450): 


_— __0201'er —— (Gees) — (@1— er) O» 
C1 ™ Rie—e)’ 12 ie a1 RR’ 
0101 Oe 


O22 = (er — en) Bg 
Aus (7) und (8) folgt dann bei Benutzung von (5): 


1 F) Ve §« 0201 Oe 
Rt haa P 


@: (@: — @2)*)? 
2) wy ae i3 0101" Os” i, 
yR FR, ~— 2 @2(@1 — @2)"?? 
3 1 02" 01 Oe 
, ~— = 2 ed 
Ff, + Fy A aV= or = | + ee + nee 


. ee ee! ee 
HY Fy R,V— “Vax 
Diese Gleichungen zeigen, dass sowohl bei den geradlinigen Flichen 
als auch bei den Flaichen, auf welchen eine der Schaaren der ortho- 
Mathematische Annalen, XLII, 34 


= {20 + es + eer, 


2 ms — @2)* 
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gonalen Trajectorien der Asymptotenlinien aus geoditischen Linien 
besteht, jedesmal eine einfache Beziehung zwischen den normalen und 
geoditischen Kriimmungen der Krimmungslinien und den Kriimmungs- 
massen der Centraflichen statthat. Nach unseren Festsetzungen gehen 
die Asymptotenlinie 7';==0 und die Trajectorie 7,’ = 0 stets durch 
den von den positiven Theilen der Tangenten der Kriimmungslinien 
gebildeten- Winkel. Wenn daher eine der Schaaren der Asymptoten- 
linien aus geodiitischen Linien besteht d. h. wenn die betrachtete Fliche 
geradlinig ist, so hat man: 

V—e _ 020s Oe 0101" @2" - 

Ry (3 File: @1(@1 — wot Tess 5 mir, at ) 
wo das obere oder untere Vorzeichen ko je nachdem die geradlinige 
Asymptotenlinie durch den von den positiven Theilen der Tangenten 
der Kriimmungslinien gebildeten Winkel geht oder nicht. Wenn aber 
eine der Orthogonalschaaren der Asymptotenlinien aus geodiitischen 
Linien besteht, so hat man: 

1 "L. _@2* er @ =~ _1 01701" 2” 
EVE tet ce oT RV ett ce elt 

wo das obere oder untere Vorzeichen wie vorhin gedeutet werden muss. 


§ 5. 
Geodatische Krimmung der spharischen Bilder von Curven auf einer Fliche. 


Man kann die entwickelten Formeln mit Leichtigkeit bei Fragen 
anwenden, welche Curven auf der Einheitskugel darbieten, sofern sie 
nach irgend einem Gesichtspunkt als den Curven 7, = 0, 7, = 0 auf 
der gegebenen Fliche entsprechend betrachtet sind. 

Es mégen zuerst die geoditischen Kriimmungen der Curven 7, = 0 
und JT, =O auf der EKinheitskugel (X, Y, Z), sowie die ihrer ortho- 
gonalen Trajectorien aufgestellt werden. 


Setzt man: 
L= > @X),, N= > @Xh, 
so wird: 
L= Hit + 27 Hy, Hy. + His ee 91; Hi, = 01, Hie, 
N= Ha + 2fHy Hy» + Hs = — O12», — Ox2Hy»- 


Man bestimme nun die Vorzeichen der Quadratwurzeln aus Z und 


N so, dass: 


(dX)7, (dX)7, 


UN ete. 





etc., 





VL’ 
Richtungscosinus werden und setze: 
ty =/LTf,, t, = NT, 


*) J, Knoblauch, Acta Mathem, Bd, 15, S. 255. 











|— 


= Po] = | 
| 


\| 


by] 














\ 
R, 
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Im System ¢,, ¢, sollen die Gréssen ¢,, ¢, m der Reihe nach mit 
&;, €, W bezeichnet werden. Dann hat man: 











a His Ore “oc H42 Ove pio Ho O14 ean Ho O42 
cos Sy omen — — = = 
* VLVN VLVN . 
sin p 
sin yw = —~ 
“VLV1 VN 1 Or 
Nimmt man ferner: 
£.’ ax £1 (008 bt + te) to 22 Meet om 8) 
1 sin wp ? 2 sin » 


so werden #,/=0 und ¢,’ = 0 die Differentialgleichungen der ortho- 
gonalen Trajectorien der Schaaren ¢, = 0, ¢, =O auf der betrachteten 
Kugel. Dabei sind ¢,’ und «,’ so zu bestimmen, dass die Ausdriicke: 


ss, *(O(d a) 7, ~ — ~ On (da) 7, *) 7) 


(dX), = VLaae ete., 
®2 ’ (Ox(da) 7, — O42(dx)>,) 
(dX), = VN —". ete. 


Richtungscosinus werden. 

Um die geoditischen Kriimmungen der Curven ¢, = 0, ¢, = 0, 
t,, = 0, t, =O zu berechnen, beriicksichtige man, dass gegenwirtig 
fiir die Operationen ( ),, und (Mig die Gleichungen bestehen: 


an )p Orn ()p cosy ()p 
Qua es + yep Ornais{- pe +} 
» ain VL" WN 
Man erhiilt: 


LVL sing {941 (4 Oy2)7, — 92 (4O44)z, + sin? y (B," Hy, 8,, — B," "Hy. 94.)}, 











a {912(4 22), — O2(dO4»)z2, +sin’ p(B,” H,, 91, — B,"? Hy O20)}, 


Wine 





- # coef ates {912(4 011) 7,1 (4942), 8in’p(B,"? O,, H,.—B,*O,, H;)}, 


F,sinw ' VL sin? 


cs cosw 





=F + TF wa, int 0104 O22) ®2(¢02)7,—sin?9(B,"! H,,O,.—B,"" H,,0,2)}, 


R,, sin 


Es mégen nun erstens die Curven 7’, = 0 bez. 7,0 auf der 
Fliche mit den zu @, bez. g, gehdrenden Ketasvangslinion zusammen- 
fallen. Hier wird: 


(dX), =— 5 (da)n, (dX), = — = (dap, 


1 1 
Benes, Ma 2 
en’ Qo - 
Da ferner: sing =e, so entsteht: ¢,'—<¢, 6, —=—e, 
34* 


somit: 
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Ausserdem: 
1 1 
a — = H,,. = H,, = 0, hand ~. 
. 1 ; - 1 
B,"! = — B,?! = E B,.'? = — p,2 = — E 


Nennt man daher die Gréssen F,, und F,, in diesem Fall K, und 
K,, so wird: 


Man erhilt also fir das Kriimmungsmass die anschauliche Dar- 
stellung: 

1 _K, kK 
Cree | Ry R, 

Wenn zweitens die Curven 7, —0, 7, —0O Asymptotenlinien 
sind, so zwar, dass wie im vorigen Paragraphen die Curve 7, = 0 
als durch den von den positiven Theilen der Tangenten der Kriimmungs- 
linien gebildeten Winkel hindurchgehend genommen wird, erhilt man: 





&, = 0, pte —e0', ¢=—— 20, = ee 
(d X)z, = ——— pees Cs (dz)7, = = (dx)n, ; 
sodass: " 
— Qo" ——— a 3’ 
L=———., , ——— Ae 
V y= 01@2 V V— 0102 


Ferner wird: 





a a i S(ort+e) 1 B,2'— (te) 1 
“ = VF» . - = +7 
2h, V— ees 2F\V eres Ff 2F,V—ee 12’ 
B22 == 29 (os), 





2F,V— oe 
9 (01 — @e) 
Hy, = — SEM, Hyp = StS me Has Ho. = Hy, = — fH. 


Die Gréssen R,,, R,,, R,,, RB; sollen hier der Reihe nach mit 
E,, E,, E,', E,) bezeichnet werden. Dann folgt: 


1 _ 8V—ae 1 8' Vee 1 8V—e1ee = te 





a -—” -. ?”, ee 
1 aan V= eie: _ a+ ee 
2 FF, FP, 


Zum Schluss mége noch eine allgemeine Bemerkung iiber die 
geodatische Kriimmung von Curven auf der Einheitskugel Platz finden. 


Das Oberflichenelement der Kugel (X, Y,Z) kann man, abgesehen 
vom Vorzeichen, durch: 


V > ax > @oi=(S" CX, GH) - hy = sind ht, 
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ausdriicken. Man betrachte nun eine zweite Kinheitskugel, deren 
Radien den Tangenten der Curven ¢, 0 auf der ersten Kugel parallel 
seien. Das Oberflaichenelement dieser Kugel wird ausgedriickt durch: 


V > AX, > CM H— CH Ban Dar) + tte 


Da aber 





(dX), = x (AX), — X, 
ty 


(dX), = ‘x sie a] (dX), — cos yX, 
so erhilt, abgesehen vom Vorzeichen, das letztbetrachtete I'lichen- 
sin w 


element den Werth: > — t,t, Somit folgt der Satz: Ist eine Curven- 
” 





schaar auf der Einheitskugel gegeben und bildet man letztere dadurch 
auf einer zweiten Einheitskugel ab, dass man zu den positiven Theilen 
der Tangenten der Curvenschaar in der zweiten Kugel parallele Radien 
zieht, so ist das Verhiltniss des Flichenelements der zweiten Kugel 
zu dem der ersten in entsprechenden Punkten, abgesehen vom Vor- 
zeichen, gleich der geodatischen Kriimmung der durch den betrachteten 
Punkt auf der ersten Kugel gehenden orthogonalen Trajectorie der 
Curvenschaar. 


Nennt man das Flichenelement der Flache (2, y, 2) O, das der 
Kugel ((dz)r, (dy), (d2)n) O;, und das der Kugel ((az)z, (dy) ng (dz)r,) 
O,, so wird, abgesehen vom Vorzeichen: 


O ._!' Jo, (com _ using) _ Orn 
O sing) ~ 3! Ry, Ry, R,{’ 


~ate|e> (iz +8") — Hy} 
Sind die Curven 7,0, 7, —0O Kriimmungslinien, so folgt daher: 
. Fae ee 
0 e: R,’ 0 2 Ri,” 
sind jene Curven aber Asymptotenlinien, so entsteht: 
O, 1 O. 1 
0 FV=ee’ 9 FV=ee 


Minster i./W., im November 1892. 











Ueber die linearen Relationen zwischen den zu verschiedenen 
singulaéren Punkten gehérigen Fundamentalsystemen von 
Integralen der Riemann’schen Differentialgleichung. 


Von 


Oskar Bouza in Chicago. 


Die folgende Notiz beschiftigt sich mit zwei Punkten aus der 
Theorie der hypergeometrischen Functionen: 

1) Die Relationen zwischen den zu den drei singuliren Punkten der 
Gauss’schen Differentialgleichung gehérigen Fundamentalsystemen, 
wie sie schon von Kummer*) und Gauss**) gegeben worden sind, 
und die sich vielleicht am vollstindigsten bei Herrn Goursat***) 
. zusammengestellt finden, leiden an einer doppelten Unsymmetrie, 
einmal an der der Gauss’schen Differentialgleichung selbst anhaften- 
den, und iiberdies treten in ihnen gewisse Exponentialfactoren in un- 
symmetrischer Weise auf. 

Um die Relationen in einer in Beziehung auf die drei singuliren 
Punkte symmetrischen Form 2u erhalten, muss man von der Gauss’- 
schen Differentialgleichung zu der allgemeineren Differentialgleichung 
der Riemann’schen P-Function tibergehen. Wie dies im einzelnen 
durchzufiihren ist, und zwar so, dass man aus einer einzigen Relation 
alle tibrigen durch blosse Buchstabenvertauschung herleiten kann, wird 
in §§ 1 und 2 gezeigt. 

2) Die gréssere oder geringere Einfachheit der fraglichen Rela- 
tionen hangt von einer geeigneten Normirung der Fundamentalintegrale 
ab; eine erste Vereinfachung der Gauss’chen Formeln hat Herr 
Jordan}) angegeben, indem er bei der Normirung. der Fundamental- 
integrale statt von der hypergeometrischen Reihe von dem Euler’ schen 
bestimmten Integral ausgeht. (Vgl. § 3). 


*) Crelle’s Journal, Bd. 15, pag. 56—69. 
**) Gauss’ Werke, Bad. III, pag. 210—220. 
***) Annales de l’Ecole Normale Superieure, 1881, Supplement pag, 28—30. 
auch bei Craig, Linear differential equations, pag. 237—239. 
+) Cours d’Analyse, III. pag. 230. 
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Dass aber noch eine weitere Vereinfachung méglich sein muss, 
ergiebt sich aus der einfachen und eleganten Form, welche Herr 
Papperitz*) den erzeugenden Substitutionen der Schwarz’schen 
s-Function, welche aufs engste mit den hier besprochenen Relationen 
susammenhingen, gegeben hat. In § 4 und § 5 wird diejenige Normirung 
der Fyndamentalsysteme abgeleitet, welche fiir die Gruppe der s-Func- 
tion gerade auf die Papperitz’schen Formeln fihrt. 


$1, 
Bezeichnungen. 


Der Gegenstand unserer Betrachtung ist die reguliire homogene 
lineare Differentialgleichung mit drei singuldren Punkten. Die singuliren 
Punkte und die zugehérigen Exponenten, durch welche bekanntlich die 
Differentialgleichung vollkommen bestimmt**) ist, mdgen durch das 
Schema gegeben seih: 


a, 3, ¢€ (singuliire Punkte), 
(1) *, ah él (Exponenten) ***) 

a, #, 
dabei sind die Exponenten der Bedingung unterworfen : 
(2) x -} _ ate uw + wu” ate y’ a yp’ a 3. 


und iiberdies soll im Folgenden angenommen werden, dass keine der 
drei Differenzen: 

(3) A=WV—2, pew —e, vev—v" 

eine ganze Zahl ist. 

Die Differentialgleichung bleibt wngedndert, wenn man in dem 
Schema (1) die Colonnen beliebig untereinander vertauscht; ebenso, wenn 
man 4’ mit 2” oder w' mit w", oder v' mit v” vertauscht.+) Diese beiden 
Arten von Vertauschungen combiniren sich zu einer Gruppe, G, von 
48 Substitutionen zwischen den Buchstaben: a, b,c; 4’, w’, v’; 4’, uw", v”. 
Dieselbe kann erzeugt werden durch die Substitutionen: 


A=(42"), M=(w, 0"), N=(%,0’), 
(4) S = (abe) (Hur) (A"p" > 
T= (be) (wv) (u’r") 


8) Mathematische Annalen Bd. 27, pag, 333. 

**) Man findet die ausgeschriebene Differentialgleichung bei Hrn. Papperitz, 
Mathematische Annalen Bd, 25, pag. 213. Vgl. auch Craiq, Linear Differential 
Equations pag. 191. : 

***) Ich folge in der Bezeichnung: 2’, 2” etc., statt Riemann’s a, «’ etc. 
Herrn F. Klein’s Vorgang. 
+) Bei Riemann, Werke pag. 64 als eine Eigenschaft der P-Function 
ausgesprochen, 
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Wir benutzen diese Higenschaft der Differentialgleichung bei der 
Normirung der Fundamentalintegrale. 

Das zum Exponenten 4’ gehérige Fundamentalintegral lasst sich 
auf vier verschiedene Weisen durch hypergeometrische Reihen aus- 


driicken*). Wir wiihlen eine dieser Darstellungen willkiirlich aus und 
bezeichnen **); : 


a b ¢ 
ney al 


yd a" v”’ 


(5) P,* 





=w(lwy FW 4y, we ty, 144-7, w), 
wo . 
ante 2. 
(¢ — a) (@ — b) 

Auf dies Integral P,* wenden wir jestzt die simmtlichen Sub- 
stitutionen der Gruppe G an. Wir erhalten dabei.jedesmal wieder ein 
particuliires -Integral unserer Differentialgleichung: 

Man zeigt nun zuniichst durch einfache Schliisse***), dass P,* un- 
geaindert bleibt bei der Untergruppe: 


1, M, N, MN. 


Bei Anwendung der Gesammtgruppe G wird daher G in 12 verschiedene 
Functionen tibergehen; wir bezeichnen dieselben folgendermassen : 
Die Function, in welche P,* durch die Substitution A iibergefiibrt 
wird, werde mit P,* bezeichnet und dies durch die Gleichung aus- 
gedriickt: 
(A) Py* = P,?’. 
In analoger abkiirzender Bezeichnung werde weiter definirt: 
((S) Be = Ps (8) Pi = Pye’, 
(S*) PoX = Py; (8?) Py = Pr” 
ferner : 
6) J (2) P= Qu; (L) Be = Qy" 
und weiter: 
as Qo” = Qo" 5 (S) Qo = Qo", 
(8?) Qh = Qo" 5 (S*) Qu?” = Q”". 


Dabei ist zu beachten, dass die Substitutionen A, M, N die Function u 
ungeindert lassen, wihrend 











*) Riemann, Werke, pag. 77. 


**) Das Riemann’sche Zeichen P* ohne unteren Index soll fiir eine anders 
normirte Function reservirt werden, siehe § 4. 


***) Vgl. z. B. Jordan, Cours d’Analyse III, Art. 183. 
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(S) u=— ~~, 
(7) 
(T) u=—— 


u—i 





Um die Definition der 12 Functionen vdllig bestimmt zu machen, 
beschrinken wir die Variable « vorliufig auf die obere Halbebene und 
setzen fest, dass die Potenzen 


uw, (l—wu)’, (1 —- 
resp. in den Punkten: 
1, 7 % oo 
den Werth 1 annehmen sollen. 
Bei dieser Festsetzung ist in der ganzen oberen Halbebene: 


(8) | (1-3) =e 


Durch Wiederholung der Schlussweise , ~n welche man gezeigt hat, 
dass P,* bei der Substitution N ungeiindert bleibt, ergeben sich nun 
zwischen den P und Q die Relationen: 


ee ‘ —— 
Q,* = e@ vai Pe . Q,* =e-4 “Ps 7 
(9) Qo = eh Py, Qo = eet Pe’, 
Q,” = en PY, Q,”” == e- "Ri Re". 


Fiir die Erhaltung der Symmetrie in den folgenden Ableitungen 
ist es nun wesentlich, dass man von diesen Gleichungen (9) gerade nicht 
Gebrauch macht, sondern jedes der sechs Fundamentalintegrale in zwei 
verschiedenen Normirungen als P und als Q, durch die Formeln laufen 
léest, und erst, wo es néthig wird, auf die Gleichungen (9) zuriickgreift. 


§ 2. 
Die linearen Relationen zwischen den Fundamentalsystemen. 
Um zuniichst das particuliire Integral P,* durch die beiden linear 
unabhingigen Integrale 
Qu” = (1—uy ww FW +o 4a, we’ te4H, 1+ ¥—v', 1—w), 
Qo” = (l—u)" ut F(w ev" 4-4, a’ +e" 47, 1+0"—r, 1-4) 
auszudriicken, kann man Schritt fiir Schritt den von Gauss (Werke, 
III, pag. 210—213) angegebenen Weg einschlagen; nur dass der hiibsche 
Kunstgriff, durch welchen Gauss zeigt, dass man von den beiden 


Coefficienten der Relation nur einen wirklich zu bestimmen braucht, 
hier noch eine einfachere Form annimmt: 
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Die gesuchte Relation sei 


a Og 3 ri , 
(10) P® mA ( be, .) Q” + B( Lae .) Q" 
A” p se ee 


wobei durch die Bezeichnung der Coefficienten ihre Abhangigkeit von 
den Exponenten angedeutet werden soll. 

Auf diese Relation wenden wir jetzt die Substitution (v’ v”) an; 
wie wir oben gesehen haben, bleibt dabei P,* ungeiindert; dagegen 
werden Q,” und Q,” vertauscht, es kommt also: 


' yp » ve wv , 
PRM Al. Oar +B, Oa: 
uo uv A” ow ov 


Aus der Vergleichung folgt wegen der linearen Unabhingigkeit 
von Q.”, Q”: 


a( & %) = 3( 
_ u” Vv a” 
Bi, a(t 
A” ow’ Oo Vv’ 

wodurch die Berechnung von B auf die von A zuriickgefiihrt ist. 
Indem man nun genau nach Gauss weiterschliesst, erhalt man 


das Resultat: 


: TT (4’— 2”) Th (v” —»’—1) . 
€ Z an » v 
(12 P, TI(—4°-—p —2’) TI(— a" —p" —1v’) 5 
Tr(a’ —a”) TT (v’ — v”’—1) . 
oh Tl (- i oes uw —yv )TI(— | uw — v’) Q,” . 


w 
(11) oie! 
u 
a” 








Auf diese Relation wenden wir jetzt wieder die 48 Substitutionen der 
Gruppe G an. : 
Ebenso wie P,”, bleibt die ganze Relation ungeiindert bei der 
Untergruppe: 
pig 1, M, N, MN, 
Bei Anwendung der Gesammtgruppe werden wir daher 12 verschiedene 
Relationen erhalten. 
Die Substitution (4°4”) ergiebt: 
cy — Wit — 2°) TT (vy —v' — 1) »’ 
(12) Be = Trev) Ve) 
TT (a’”"—2") T1(v’—»" —1) - 
. T(—4—p'— 2") T(— 7 —p" — 9”) Q.”". 








Auf diese beiden Relationen wenden wir jetzt die Substitution 7’ an 
und beachten,’ dass 


(T) Qo” = (L) (S?) Qa* = (S) (7) Qo* = (S) Po? = Pye’; 


so erhalten wir: 
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i Q,2' TT(a’ —2") T(u”—’—1) : 
Qo = ACs Ee") 
TT (a’ — 4") Th (w’—n" —1) , 
(13) + Pw) Pe 
4 
va" — 2) Te" —w' —1) ; 
Q — T(— ate pe uw) Th(— o a5" —wp) Py 
TT(4"° —2') Tw’ — ww” —1 M 
| 7 TT (—i hu Set 2 Py. 


V— 9’ — wu") 1(— 1’ — 9” — w") 
Aus diesen vier Relationen folgen die iibrigen acht durch Anwendung 


der Substitutionen S und S?, d. h. einfach durch cyklische Vertauschung 
der Buchstaben 4, uw, v 


§ 3. 
Die Jordan’sche Normirung. 


Die Relationen vereinfachen sich, wenn man nach Herrn Jordan 


(Cours d’Analyse, UI, pag. 230) statt von der Function P,” aus- 
geht von 


m7" —p” —v") T(—’" —w’ — v’) 
(14) 5 om Ta’—2") PZ . 
Falls: 


R(— a” — pw" — v”) > —_ a R(—A” —p'—1’) > wage 1, 
so ist dies identisch mit*): , 





A 


(15) P,* = (1—uy a? —n"—¥" (1 — g)-*" #9 (1 — a) tH" da. 


Wenn man auf die Function P,* wieder die 48 Substitutionen der 
Gruppe G anwendet, so sieht man zuniichst, dass P;* nur mehr bei 
der Untergruppe [1, MN] ungeindert bleibt; man erhiilt also 24 ver- 
schiedene particulire Integrale bei Anwendung der Gesammtgruppe. 
Wir beschrinken uns jedoch auf die Betrachtung der Untergruppe von 
der Ordnung 24, welche durch die Substitutionen MN, AN, 7, 8S 
erzeugt wird, und erhalten dementsprechend wieder 12 particulire 
Integrale, 

Wir definiren 

' " Th (— wv" —21' — »’) TH(— 1-9) 
(AN) Pt = P?” = w Ta PY’, 
wihrend die tibrigen zehn particuliren Integrale P,\“, P,"" ete. 
2,7, Qa" ete. genau so wie in (6) definirt werden. 





*) Riemann, Werke, pag. 76. Sind die Ungleichungen nicht erfillt, so hat 
man auf einem ,,Doppelumlauf* um die beiden Punkte 0 und 1 herum zu integriren, 
siehe Jordan, Cours d’Analyse III, No. 1938; Pochhammer, Mathem. Annalen 
Bd, 35, pag. 470. 
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Da dabei 
Q,* : Q* = P,* : P,?, ete. 
so bleiben die Gleichungen (9) bestehen, wenn man darin den unteren 
Index 0 durch 1 ersetzt, also: 
(16) Qi? = e-*i PX, Qi? = e771 PP, ete. 
Die Relationen (12), (12') nehmen nun nach Einfiihrung von 
P,*, Q,* ete. folgende vereinfachte Gestalt an: 





x Sin ("+e +r) oy, sin (t+ a'+0")% oy 
i Soe sin (v’ —»)x Q" + sin (vy’—v") x @", 
» sin (a’ te’ +o)e ,, , sin(’t+we”’+r")x , 
P?' = +u+v)x Q,” (V+ e+e ): Q”; 


sin (vy — »’)x sin (v —y’ )'x 


(17) 





daraus die tibrigen Relationen durch Anwendung der Substitutionen 
S, S*, T, ST, S?T, wie oben. 

In dieser Form der Relationen treten die von Riemann (Werke, 
pag. 68) abgeleiteten, von der Normirung der P, Q unabhiingigen 
Bedingungen zwischen den Coefficienten der Relationen unmittelbar in 
Evidenz, sobald man mit Hilfe von (16) die Q, durch die P, ausdriickt. 

Die Coefficienten der Relationen (17) (auch schon der Relationen (12)) 
hangen nur von den Differenzen , 

A=N—2", pew —w’, v= —r" 
ab. Aus (2) folgt nimlich z, B. 
a pw po 1 — a — wv" = 3 (1-4-4), 
u. s. w. Beachtet man dies und setzt iiberdies 


so nehmen die Relationen (17) folgende Form an: 


PS on SEO gs 4. MEK er 


sin (—v) sin vx 
(19) cos 62 cos 
” ag (o—A)x y 
[Prem see Or + ME or. 
g 4. 


Weitere Vereinfachung. 


Wir fiihren jetzt nach Herrn Papperitz Vorgang drei Hilfs- 
gréssen L, M, N ein durch die Gleichungen: 


cos Ax = — cos ux cos vx + sin wa sin vx cos L, 
cos wa = — cos va cos Ax + sin va sin Az cos M, 
x ’ ° ° 
(20) cos vx = — cos Am cos ux + sin Amz sin uz cos N, 


sin L sin M sin NV 
> = — = + ’ 
sin Ax sin ua sin vx 
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so dass also, wenn A, uw, v_ reell und iiberdies 


A+tuetv>tl, 
L, M, N die drei Seiten des sphiirischen Dreiecks mit den Winkeln 
Ax, wx, vax sind. 

Durch die Gleichungen (20) sind ZL, M, N nicht vollkommen be- 
stimmt; ist L,, M,, N, ein Liésungssystem, so ist die allgemeinste 
Lésung: 

L=eL,+2gx1, M=eMU,+2ha, N=eN, + 2x, 


wo ¢=-+1 oder —1, und g,h,k ganze Zahlen sind. Durch 
geeignete Wahl von g, h, k kann man stets bewirken, dass die 
Gauss’schen Gleichungen mit demjenigen Vorzeichen gelten, mit welchem 
sie beim gemeinen sphiirischen Dreieck zu nehmen sind*), Alsdann 
ergeben sich aus den Gauss’schen Gleichungen die folgenden: 














- N . L.M 
sin = cos (6—yu)x7—= sin yx cos > sin =, 
. N 4 a 
sin [cos (6—A)x = = sin vw sin > cos >, 
(21) 
° N : _ L.. M 
cos > cos 6x = — sin vz sin > sin =, 
2 2 2 
N : L M 
cos cos (6—v)x = ~— sin vx COs > COs >> 
Setzt man jetet 
1 ”" , 1 , 
= a _ a 
Pt = — zh ’ Y= —,; e', 
cos 2 cos 2 
(21) 1 1 
~~ ‘ —_ 4 
Pre — Po, Hm, O 
sin ry 81D ry 


denen acht weitere, durch gleichzeitige cyklische Vertauschung von 
4,u,v und L, M, N abzuleitende Gleichungen hinzuzufiigen sind, so 
gehen die Relationen (19) unter Benutzwng von (21) tiber in: 

P* = cos "— sin eo", 
(22) = os 

P* = sin 5 Q” + cos>Q”, 
daraus durch Auflésen: 

Qr = cos ¥ pr + sin” pr, 
(23) 

Q” = — sin = P* + cos =f a 


*) Vgl. Baltzer, Elemente der Mathematik » Il, pag. 319, 


— —— .-————— ——~7 * 
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Aus diesen vier Relationen ergeben sich die iibrigen acht durch gleich- 
zeitige cyklische Vertauschung der Buchstaben 4, u,v und L, M, N. 
Man beachte noch, dass jetzt 

QY = — e-* ai pi 
(24) i dala 

 =—+e P*, ete. 

§ 5. 
Die erzeugenden linearen Substitutionen. 

Aus den Relationen (22), (23) kann man unmittelbar die linearen 
Substitutionen ableiten, welche irgend eines der Fundamentalsysteme 
bei einem Umlauf der Variabeln x um einen der singuliren Punkte 
a, b, ¢ erleidet*). Ich will das Resultat fiir das Fundamentalsystem 


Q*, @ angeben. Bei einem positiven Umlauf um den Punkt a erfihrt 
dasselbe die Substitution: 


0 


° Cea 
A =e 4%) ai 0 e-ani|? 


bei einem positiven Umlauf wm den Punkt b die Substitution : 
cosux + icosNsinuz, — isin Nsinux 
Ba ew'teai u + a ¥ sin asi map 
— isin Nsinux, cosux — icos Nsinux 
bei einem positiven Umlauf wm den Punkt ¢ die Substitution: 
Scosyx +icosMsinvz, — isinMsinyze-**'> 


C x el t"")a8 - , ; : : 
— isin Msinvze**, cosyx—icosMsinyvz|’ 





wobei e? +448, elu'te')ai, e++')** als ,,Scalarfactoren“ im Sinne der 
Matrixtheorie zu verstehen sind. 
Man verificirt leicht, dass die Substitutionen A, B, C die Rie- 
mann’sche Bedingung **): 
BA=C- 


erfiillen, wenn man von den Gleichungen (2) und (20) Gebrauch macht. 
Es bleibt nun zum Schlusse noch nachzuweisen, dass unsere 
Normirung der Functionen P*, P*’ etc. in der That gerade auf die 
im Eingang erwahnten Papperite’schen Formein fihrt. 
Man setze - 
s= iT? 
so ergeben sich aus A, B, C unmittelbar die linearen, nicht-homogenen 


*) Riemann’s Werke pag. 67. 
**) Riemann’s Werke pag, 66, 
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Substitutionen, welche s bei den Umlaufen der Variabeln x um die 
drei singuliren Punkte erfaihrt. Diese Substitutionen bringe man nun 
mit Herrn Papperitz in die folgende Form, in welche jede lineare, 
nicht-homogene Substitution gebracht werden kann*): 


(cos F+it sin $) 8 —sin - (n — i) 


~ ws ? 
sin £ (q +1 8)8 + (cos 2 — ig sin *) 





mit der Bedingung: 
Pte t+e—1, 

und schreibe diese Substitution in der abgekiirzten Form: 

so = (&, 7, £, 9; 8). 
Alsdann lauten die drei fraglichen Substitutionen : 
(A,) s = (0, 0, 1, —2dzq; s), 
(B,) s' = (sin N, 0, cos N, — 2m; s), 
(C,) s = (sin Mcos A, sin M sin A, cos M, — 2va; s), 
welches genau die Formeln sind, welche Herr Papperitzi. c. p. 333 
fiir die Function 

5 = 8) (x) 


giebt, wo auch die geometrische Deutung derselben ausfiihrlich dis- 
cutirt wird, © 


Freiburg i. B., im October 1892. 


Nachtrag. 


Aus den sechs zu den drei singuliiren Punkten gehérigen Funda- 
mentalintegralen lassen sich 20 Tripel bilden. Dieselben zerfallen in 
zwei Kategorien: 

1) in 12 von den Tripeln kommen jedesmal zwei zu demselben 
singuliren Punkt gehérige Integrale vor, 

2) in den 8 iibrigen Tripeln gehért jedes der drei Integrale zu 
einem andern singuliren Punkt. . 

Die drei Integrale eines Tripels sind jedesmal durch eine lineare 
Relation verbunden, und man erhilt daher, der Kintheilung der Tripei 
entsprechend, 12 Relationen erster Art und 8 Relationen zweiter Art. 
Von den 20 Relationen sind 4 linear unabhingig, die iibrigen eine 
Folge dieser vier. 

Geht man bei der Definition der P-Function von der linearen 





*) Siehe Papperitz, Mathem. Annalen Bd, 27, pag. 331, und Klein, Vor- 
lesungen tiber das Ikosaeder, pag. 34, 
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Differentialgleichung aus, so sind in erster Linie die 12 Relationen 
erster Art von Wichtigkeit und auf sie haben wir uns in der obigen 
Darstellung ausschliesslich beschriinkt. Die tibrigen 8 wiirden sich 
daraus durch Elimination ergeben. 

Geht man dagegen von der Definition durch das bestimmte Integral 
aus, so wird man zuniichst naturgemiiss auf die 8 Relationen zweiter 
Art gefiihrt. In dieser Beziehung verweise ich auf die Arbeit von 
Herrn Goursat (Annales de |’Ecole Normale Supérieure, 1881, Supplé- 
ment pag. 23), dann aber vor allen auf die demniichst erscheinende*) 
Dissertation von Herrn Schellenberg, Neue Behandlung der hyper- 
geometrischen Function auf Grund ihrer Definition durch das bestimmte 
Integral, Gottingen 1892. In derselben wird, im Anschluss an die 
Vorlesungen von Herrn F. Klein**) vom Sommer 1890, eine detaillirte 
und systematische Darstellung der Theorie der hypergeometrischen 
Functionen, ausgehend von dem bestimmten Integral 


Jf way (wb)? (we)r (wd)? (udu), 
gegeben. 

Die Relationen, welche uns hier beschiiftigt haben, wiirden sich 
durch eine Combination der Gleichungen (22) und (38) von Herrn 
Schellenberg ergeben. Zu einer Vergleichung mit unsern Formeln 
wire jedoch eine ziemlich umstindliche Bestimmung gewisser Kin- 
heitswurzeln erforderlich , wesshalb ich hier nicht weiter darauf eingehe. 


*) Dieselbe ist inzwischen erschienen. 
**) Vgl. auch Math. Annalen Bd, 38, pag. 151. 














Ueber die Bewegung eines Punktes in einer n-fachen 
Mannigfaltigkeit. 


Von : 


Paut Srdcxen in Halle a./S. 


——— 


Einleitung. 


Jacobi’s Definition erweiternd habe ich*) als ein dynamisches 
Problem jede Aufgabe der Mechanik bezeichnet, bei welcher es sich 
handelt um die Bewegung eines Systems materieller Punkte, deren 
Anzahl endlich oder aber auch unbeschrankt gross sein darf, sobald 
die Bedingungen des Systems und die wirkenden Kriifte nur von der 
gegenseitigen Lage der Punkte, nicht von ihren Geschwindigkeiten 
abhiingen, und sobald die Lage der Punkte zur Zeit ¢ durch die Werthe 
einer endlichen Anzahl von Bestimmungsstiicken festgelegt werden 
kann. Die kleinste Anzahl von Bestimmungsstiicken, welche dieses 
leisten, ist von mir als Ordnung des betreffenden dynamischen Problems 
bezeichnet worden. Um die Differentialgleichungen der Bewegung auf- 
zustellen, hat man zu bilden: erstens den Ausdruck der virtuellen Arbeit 
des Systems im Zeitelemente (¢...¢-+ dt): 


U’ = >) P. dpe, 


und zweitens den Ausdruck der lebendigen Kraft des Systems zur Zeit t: 


1 dp, dp, 
Paz DG a (im Oe) 
x, 


Hierbei sind P,, P., ... Pa; 4, .. + Gan Funetionen der Be- 
stimmungsstiicke p,, p.,-.+, x allein, und die Buchstaben x, A be- 
zeichnen die Reihe der Zahlen 1, 2, 3, ..., ». Ist dieses geschehen, 


*) Ueber die Differentialgleichungen der Dynamik und den Begriff der 
analytischen Aequivalenz dynamischer Probleme, Journal fiir die reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. 107, 8, 319—348 (1891). 


Mathematische Annalen, XLII, 36 
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so ergeben sich die gesuchten Differentialgleichungen in der zweiten 
Lagrange’schen Form: 


ad oT oT 
dt dp, op, P.=0, (w= 1,2,...,m). 
ot 


Diesen Differentialgleichungen lisst sich aber folgende Bedeutung 
beilegen. Das Problem der Mechanik lasst sich in der Weise aus- 
dehnen*), dass als Quadrat des Linienelementes ds eine wesentlich 
positive quadratische Form der Differentiale der » unabhiingigen Ver- 
finderlichen p,, P., +++; Pn angenommen wird. Setzt man also: 


ds? = a Axia d Dx dp, 
“a 


so ist T als die lebendige Kraft eines Punktes der Masse 1 zur Zeit ¢ 
anzusehen, und der Ausdruck U’ erhilt die Bedeutung der virtuellen 
Arbeit dieses Punktes im Zeitelemente (¢...¢-+ dt). Unter diesen 
Annahmen ergeben sich genau die eben gefundenen Differentialglei- 
chungen als die Differentialgleichungen der Bewegung eines Punktes der 
Masse 1 in einer n-fachen Mannigfaltigkeit, deren Linienelement ds ist. 

Jedem dynamischen Probleme lisst sich auf diese Weise ein 
Problem der Bewegung eines Punktes in einer n-fachen Mannig- 
faltigkeit so zuordnen, dass beide die Lésung desselben analytischen 
Problems verlangen; ich habe daher (a. a. O. 8. 325) zwei dynamische 
Probleme analytisch dquivalent genannt, wenn zu beiden dasselbe 
Problem der Bewegung eines Punktes in einer m-fachen Mannig- 
faltigkeit gehdrt**). Bei der Discussion des analytischen Problems, 
dessen Liésung mit einem Schlage die Lésung der unendlich vielen 
zugehérigen dynamischen Probleme ergiebt, erweist es sich als durchaus 
zweckmissig nicht rein analytisch zu verfahren, sondern das analytische 
Problem immer als das Problem der Bewegung eines Punktes in einer 
n-fachen Mannigfaltigkeit zu interpretiren, wodurch die Darstellung 
an Anschaulichkeit und Uebersichtlichkeit erheblich gewinnt. Die 
Einfiihrung dieser Sprechweise diirfte um so mehr gerechtfertigt sein, 


als es immer mehr iiblich wird, Betrachtungen, die sich auf Systeme — 


von verainderlichen Gréssen beziehen, durch Zuhilfenahme hdherer 


*) Vgl. die ausgezeichneten Arbeiten von Herrn R. Lipschitz: Unter- 
suchung eines Problems der Variationsrechnung, in welchem das Problem der 
Mechanik enthalten ist, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 74, 
S. 116 (1871) und: Bemerkungen zu dem Princip des kleinsten Zwanges, eben- 
daselbst Bd. 82, S. 316 (1877); sowie meine oben erwiihnte Abhandlung, 8S. 330. 

**) Der Begriff der Aequivalenz dynamischer Probleme ist noch einer Ver- 
allgemeinerung fihig, wie dies im Anschluss an meine Arbeit Herr P. Appell 
gezeigt hat (Sur des transformations de mouvements, Journal fiir Mathematik, 
Bd. 110, S. 37, 1892), 
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Mannigfaltigkeiten der Anschauung naher zu bringen, wie dies bei 
drei Variabeln mittelst geometrischer Massnahmen moglich ist. 

Im folgenden soll eine ausgezeichnete Classe von Bewegungen 
eines Punktes in einer n-fachen Mannigfaltigkeit behandelt werden, 
bei denen es mdglich ist sich eine genaue Vorstellung von dem Ver- 
laufe der Bewegung'zu verschaffen, indem alles auf die Untersuchung 
eines Umkehrproblems ankommt, welches, wie ich an anderer Stelle 
gezeigt habe*), auf -fach periodische Functionen von m reellen Ver- 
iinderlichen fiihrt. 

Jedesmal, wenn es gelungen ist das Problem der Bewegung eines 
Punktes in einer n-fachen Mannigfaltigkeit zu lésen, entsteht die 
umgekehrte Frage nach den Problemen der Mechanik im gewodhnlichen 
Sinne des Wortes, die diesem Probleme analytisch fquivalent sind. 
Auf diese Frage in Bezug auf das hier geléste Problem einzugehen, 
muss ich jedoch, um den Umfang dieser Arbeit nicht zu sehr aus 
zudehnen, verzichten und behalte mir vor, meine Resultate an anderer 
Stelle mitzutheilen. 


% 
Ueber eine ausgezeichnete Classe von Bewegungen eines Punktes in 
einer »-fachen Mannigfaltigkeit. 
Zu jeder quadratischen Differentialform: 
ds? = Zz dyad py dpa 
ma 


gehéren gewisse Covarianten, welche Herr Beltrami**) entdeckt und 
als Differentialparameter bezeichnet hat. Um den Differentialparameter 


erster Ordnung einer Function U(p,, p., .-., pa) zu bilden, hat man 
sich zunichst die der Form ds? reciproke Form: 


>) Ani dpe dp, (Axa = Aix) 
“a 
herzustellen. Dann ist der Differentialparameter erster Ordnung: 


‘i OU OU | 
4, U= 2 Axa OP, OP, 


Er hat folgende Bedeutung. Der Gleichung U(p,, po, . - «, Pun) = const. 
entspricht in der n-fachen Mannigfaltigkeit, deren Linienelement ds 





*) Ueber die Integration der Hamilton-Jacobi’schen Differentialgleichung 
mittelst Separation der Variabeln, Habilitationsschrift, Halle 1891. 

**) Memorie dell’ Istituto di Bologna, Serie seconda T. VIII, S. 549 (1869), 
Sulla teorica generale dei parametri differenziali, 


35* 
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ist, und die im folgenden kurz als Mannigfaltigkeit bezeichnet werden 
soll, ein System von oo! (w — 1)-fachen Mannigfaltigkeiten, von denen 
im allgemeinen nur eine zu jedem Punkte (p,, p.,..., Pn) gehort; 
diese (» — 1)-fachen Mannigfaltigkeiten sollen als , Felder“ bezeichnet 
werden. Geht man in der Mannigfaltigkeit vom Punkte (p,, p., - - .. Pn) 
normal zu dem durch ihn gehenden Feldé um eine Strecke dN vor- 
warts und dndert sich dabei U um 0 U, so ist: 


4,uU =(S4 ; 


Unter den Functionen U zeichnen sich diejenigen aus, welche der 
partiellen Differentialgleichung 
4,U=f(U) 

geniigen, wo f(U) eine Function von JU allein bedeutet. Das Be- 
stehen dieser Gleichung ist die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, dass die orthogonalen Trajectorien des Systems der 
Felder U = const. geodiitische Linien der Mannigfaltigkeit sind. Herr 
Beltrami beweist nun, indem er einen beriihmten Satz von Gauss 
verallgemeinert, dass die Bogen solcher Trajectorien zwischen je zwei 
Feldern dieselbe Linge haben und sagt daher, die Gleichung A, U=f(U) 
definire den geodiitischen Parallelismus der Felder U = const. 

Jetzt soll angenommen werden, dass fiir die Bewegung eines 
Punktes der Masse 1 in der betrachteten Mannigfaltigkeit eine Kré/te- 
function T1(p,, Po, - ++) Pn) existirt, dass also: 


aa 


und U'=0U ist. Dem Umstand entsprechend, dass man in der ge- 
wohnlichen Mechanik die Flachen constanten Potentials als Niveaufliichen 
bezeichnet, sollen die Felder constanter Kriftefunction TT(p,, 9, ..., Pn) 


als Niveaufelder bezeichnet werden. Aus der Definition der Kriifte- 
function folgt, dass 


éTT\2 
A, TT == (44 
das Quadrat der Kraft angiebt, welche in der Mannigfaltigkeit senk- 


recht zum Niveaufeld auf den bewegten Punkt wirkt. Wird daher 
die besondere Annahme gemacht, dass die Kriiftefunction der Gleichung: 
4,11 — f(T) 

geniigt, so folgt, dass die Grésse dieser Kraft lings eines Niveau- 
feldés constant ist; und umgekehrt, ist die Grésse dieser Kraft lings 
jedes einzelnen Niveaufeldes constant, so ist A, ITT — f(T1). 

Es erweist sich als zweckmissig fiir die Untersuchung der soeben 
charakterisirten Classe von Bewegungen statt der Variabeln p,, p.,.+., Dn 
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neue Variabeln g,, Q, ++.) Qn eiuzufiihren. Und zwar sei g, die 
Bogenlainge der orthogonalen Trajectorien, gemessen von einem be- 
stimmten Niveaufelde aus, Die Variabelu qg.,°q,, ..., da lassen sich 
dann, wie Herr Beltrami gezeigt hat, in der Weise wihlen, dass 
man erhiilt: 


ds? = dq,? + Bs baz AQn Age, 
A,k 


WO boo, «++; Onn Functionen von g;, ,.- +) dx sind, und die Indices h, k 
die Werthe 2, 3,..., m zu durchlaufen haben. Bei diesen Festsetzungen 
ist q, = const. die Gleichung der Niveaufelder, und das Linienelement 
dieser (n — 1)-fachen Mannigfaltigkeiten do wird gegeben durch die 


Gleichung: 
do? = P 2 bard Qn dq. 
hk 


In Folge der Voraussetzung, welche iiber die Kriiftefunction 
gemacht wurde, kann man tiber die Abhangigkeit der Grosse as von 
etwas aussagen. a namlich, dass an einer Stelle der Bahn 
des bewegten Punktes ss verschwindet, so geht der bewegte Punkt 


von dieser Stelle aus im niichsten Zeitelemente auf der orthogonalen 
Trajectorie weiter. Im folgenden Zeitelemente wiirde er, seiner Ge- 
schwindigkeit allein folgend, in der geoditischen Fortsetzung seiner 
Bahn weitergehen. Es wirkt aber auf ihn eine beschleunigende Kraft 
und zwar in der Richtung der durch ihn gehenden orthogonalen 
Trajectorie der Niveaufelder. Wenn und nur wenn A,TT =/{(I1) ist, 
fallt die geoditische Fortsetzung mit der Trajectorie zusammen und 
der bewegte Punkt geht auf dieser weiter. Entweder bleibt er also 


auf einer solchen Trajectorie, wobei bestiindig “ gleich Null ist, 
oder “ verschwindet niemals. Mithin ist A,TT —/(IT) die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass “ entweder immer 
oder niemals — 


Der Grosse 48 + list sich eine mechanische Bedeutung beilegen. 


Nimmt man o yl Ausdruck der Geschwindigkeit v des bewegten 
Punktes zur Zeit ¢ an, so zeigt die Gleichung: 


(Sy = (ey + Gey 


dass die Geschwindigkeit sich in zwei auf einander senkrechte Com- 


ponenten zerlegen lisst, von denen die erste x die Richtung der 
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Trajectorie hat, oo die zweite — ss ; ihrer Richtung nach im Niveau- 


felde liegt. Ist . ; bekannt als F ime von ¢, so ergiebt sich durch 
Integration die Liinge s der vom Punkte durchlaufenen Bahn. Ebenso 


erhalt man durch Integration von a eine Grésse 6, welche als seitliche 


Abweichung des Punktes von der Trajectorie bezeichnet werden kann, auf 
welcher sich der Punkt am Anfange der Bewegung befand. Zwischen 


der Geschwindigkeit v des bewegten Punktes und der Kriftefenction TT 
besteht ein einfacher Zusammenhang, es ist: 


v? — yp? = 2(1 — MT); 
dabei sind die Anfangswerthe der Gréssen v und TT durch Ueber- 
streichen gekennzeichnet worden. Es darf und soll angenommen werden, 
dass 6 und TT endlich sind. Dann ist klar, dass die Geschwindigkeit 
v nur dann iiber alle Grenzen wachsen kann, wenn TT unendlich wird, 
das heisst, wenn der bewegte Punkt einem Niveaufelde TT = + oo 
sich unbeschriinkt nahert. Solange TT endlich ist, ist auch oe mithin 


auch “ endlich. Nun ist bewiesen worden, dass ot entweder immer 


oder niemals verschwindet. Da a seiner mechanischen Bedeutung 
“> , seinen Werth stetig andert, so folgt, dass, solange TT endlich 
ist, oe ; © dasselbe Vorzeichen hat, und dass mithin 6 entweder bestiindig 


wichst, oder bestiindig abnimmt. Dies lisst sich so ausdriicken: die 
seitliche Abweichung des bewegten Punktes von der Trajectorie, die 
durch den Anfangspunkt der Bewegung geht, ist entweder immer 
Null, und der Punkt bleibt bestindig auf dieser Trajectorie, oder diese 
Abweichung dndert sich bestiindig in demselben Sinne, solange die 
Kraftefunction TT bei der Bewegung endlich bleibt. 

Die Niveaufelder, in denen die Kraftefunction TT unendlich wird, 
sind also besonders zu untersuchen. Die Gleichung: 


v? — 9? = 2(TT — TT) 
zeigt, dass die Annahme TT = — oo einen imaginiaren Werth fiir v 


ergeben wiirde. Hieraus folgt, dass ein Niveaufeld TT = — oo eine 
uniibersteigliche Grenze fiir die Bewegung des Punktes bildet; diese 
Niveaufelder kommen daher fiir die Untersuchung von ss nicht in 
Betracht. Dagegen maps die Felder TT = + co bag Aenderung 


des Vorzeichens von herbeifiihren, wenn niimlich 4° * in ihnen auch 


unendlich wird; was in jedem besonderen Falle i. werden 
kann, ohne dass man im Allgemeinen etwas dariiber aussagen kénnte. 
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Noch eine andere Art von Niveaufeldern ist fiir die Bewegung 
des Punktes von Wichtigkeit. Es kann nimlich vorkommen, dass das 
Niveaufeld in einen Punkt degenerirt, durch welchen dann unendlich 
viele Trajectorien gehen. Solche Stellen der n-fachen Mannigfaltigkeit 
sollen Pole genannt werden. Um zu untersuchen, ob der bewegte 
Punkt im Laufe der Bewegung einen solchen Pol erreichen kann, denuke 
man sich vom Anfangspunkte der Bewegung, welcher kein Pol sein 
mége, nach einem der Pole eine Curve gezogen, die durch keinen 
anderen Pol geht und ihre Richtung tiberall stetig iindert. Besitzt 
diese Curve im Pol eine bestimmte Tangente, so ist diese mit der 
Tangente einer der durch den Pol gehenden Trajectorien identisch. 
Fiir diese Uebereinstimmung aber ist nothwendig und hinreichend, dass 


ds 


ee an der betreffenden Stelle unendlich klein gegen at ist. Bei end- 


lichem - muss also as im Pole verschwinden; dann aber ist es stets 
gleich Null, der bewegte Punkt hat also den Weg vom Anfangspunkt 
nach dem Pol auf einer Trajectorie zuriickgelegt. Schliesst man also 
den besonders zu untersuchenden Fall aus, dass im Pol die Kriifte- 
function positiv unendlich wird, so kann der bewegte Punkt einen 
Pol nur dann erreichen, wenn er sich auf einer Trajectorie bewegt. 
Diese Punkte bilden also ebenfalls Grenzen fir die Bewegung, sobald 


die Bewegung auf einer Trajectorie ausgeschlossen, also der Anfangs- 


werth von ss als von Null verschieden angenommen wird. 


Macht man jetzt noch die weitere Annahme, dass die Trajectorien 
durch das Niveaufeld des Anfangspunktes der Bewegung, wenn iiber- 
haupt Pole vorhanden sind, nach beiden Seiten hin alle in je einem 
Pole sich schneiden — und dies soll als der reguliire Fall bezeichnet 
werden — so lisst sich der Lauf der Bewegung in folgender Weise 
beschreiben. Die Werthe von q,, die zu Niveaufeldern des betrachteten 
Theils der Mannigfaltigkeit gehéren, welcher zwischen den beiden Polen 
liegt, mdgen die untere Grenze Q und die obere Grenze R haben, 
Grenzen, die so gewihlt sein sollen, dass zu jedem Punkte der 
Mannigfaltigkeit nur ein Werth von gq, gehdrt; existirt in einer der 
beiden Richtungen kein Pol, so ist der entsprechende Werth von Q 
oder R durch -+- co zu ersetzen, und existiren Niveaufelder TT = — oo, 
so sind die Grenzen Q und F so zu modificieren, als ob diese Felder 
Pole wiren. Hat nun at am Anfang der Bewegung etwa einen posi- 
tiven Werth, so kann der bewegte Punkt nur dann bestiindig ein 
positives om behalten, wenn der zur Richtung des positiven qg, ge- 
hérige Grenzwerth, etwa @, unendlich ist. Bei endlichem Q muss, 


dq 


ze einmal . verschwinden. Entweder tritt 


bei unendlichem @Q kann 
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dieses Verschwinden erst nach unendlich langer Zeit ein, und der be- 
wegte Punkt nihert sich von einer Seite her asymptotisch einem be- 


stimmten Niveaufelde, oder ou wechselt nach endlicher Zeit das Vor- 


zeichen, und dann kehrt der Punkt in einem bestimmten Niveaufelde 
um, welches als Umkehrfeld , - auch Wendefeld, bezeichnet werden 


kann, Nach der Umkehr ist 4 oi negativ. Ist R unendlich, so kann 


oa unbeschriinkt lange ue bleiben, aber bei endlichem R muss, 


bei unendlichem FR kann der bewegte Punkt entweder einem. Niveau- 
felde sich — nahern oder wieder umkehren. Nach der 


Umkehr wird 4 ry wieder positiv, und es wiederholen sich dieselben 


PD Ry fre gilt, wenn man die Bewegung des 


Punktes betrachtet, wie sie sich abspielen musste, damit er einmal 
den Anfangspunkt mit den gegebenen Anfangswerthen von 


a - 
*, eee, = erreichen konnte. 


dq 
dt’ 





Als typische Form der Bewegung des Punktes ergiebt sich somit, 
dass der bewegte Punkt bestiindig zwischen zwei Niveaufeldern, den 
Umkehrfeldern, oscillirt. Als Ausartungen dieses Typus ergeben sich: 
einmal, dass der Punkt bestiindig in derselben Richtung weitergeht, und 
dann dass er sich einem bestimmten Niveaufelde asymptotisch nihert; 
auf die Bedeutung der emenend Erscheinung wird noch surticksu- 
kommen sein. 

Soviel lisst sich aus der blossen Annahme, dass fiir die Bewegung 
eine Kriftefunction TT existirt, welche der Gleichung A,TT = f(T) 
geniigt, erschliessen*). Bei einer ausgezeichneten Classe von Problemen 
lisst sich aber die Untersuchung noch weiter fiihren. Zu ihnen ge- 
langt man durch folgende Ueberlegung. Die Integration der Differential- 
gleichungen der Bewegung: 


ea ae. 
dt 9 tPy OP, OP, 
at 


lasst sich nach Hamilton und Jacobi auf die Ermittelung einer 
vollstandigen Lisung der partiellen Differentialgleichung: 


zuriickfiihren, wo «, eine willkiirliche Constante bedeutet. Ist nimlich W 








*) Im Abschnitt II meiner Inaugural-Dissertation: Ueber die Bewegung 
eines Punktes auf einer Fliche, Berlin 1885, sind bereits ibnliche Betrachtungen 
fiir den besonderen Fall » = 2 durchgefiihrt worden. 
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eine vollstindige Lisung dieser Gleichung, die also ausser der mit ihr 
additiv verbundenen Constanten noch » — 1 weitere selbstiindige 
Constanten @,, @, ..., @ enthalt, so sind: 
att, ow = By = 

die Integralgleichungen der Differentialgleichungen der Bewegung; in 
ihnen bedeuten 1, B,,..., B, m neue Constanten. In den Abschnitten 4 
bis 6 meiner bereits erwihnten Habilitationsschrift habe ich nun eine 
Classe Hamilton-Jacobi’ scher Differentialgleichungen in n Variabeln 
angegeben , fiir welche sich eine vollstiindige Lisung mittelst Quadraturen 
ergiebt, und die daraus folgenden Integralgleichungen discutirt. Ich 
werde im nichsten Abschnitt zuniichst die Resultate dieser Abhandlung 
mittheilen und dann die Untersuchung der Integralgleichungen soweit 
vervollstandigen, wie dies fiir die Anwendung auf das vorliegende 
Problem néthig erscheint. 


II. 


Ueber die Integration der Hamilton-Jacobi’schen Differentialgleichung 
mittelst Separation der Variabeln und ein Umkehrproblem, welches auf 
n-fach periodische Functionen von m reellen Verdnderlichen fihrt. 


Im Jahre 1838 gelang Jacobi die Bestimmung der geodiéitischen 
Linien des dreiaxigen Ellipsoids, als er elliptische Coordinaten ein- 
fiihrte, bei deren Anwendung die Hamilton-Jacobi’ sche Differential- 
gleichung, auf deren Integration das Problem zuriickkommt, durch 
Separation der Variabeln integrirt werden kann. Liouville erkannte 
dann 1846, dass diese Integrationsmethode die Ermittelung der geodi- 
tischen Linien durch blosse Quadraturen, und ebenso die Lésung ge- 
wisser Bewegungsprobleme, bei der Familie von Flichen erlaubt, fiir 
welche das Quadrat des Linienelementes auf die Form: 


ds® = («(4,) + 4(q)) (@a,? + dq”) 
gebracht werden kann. Die Frage, wie weit die Tragweite dieser 


Methode reicht, oder mit andern Worten, welche Hamilton-Jacobi’- 
schen Gleichungen: 


Ay, mn + Ars pis oat Ay, (GR) -2 (Ta, 2) + a,) aang 


Separation der Variabeln gestatten, habe ich dahin beantwortet, dass 
das Quadrat des Linienelementes jeder Fliche, fiir welche eine der 
zugehérigen Ha milton-Jacobi’schen Gleichungen durch Separation 
der Variabeln integrirt werden kann, ‘mittelst einer Transformation 
der Variabeln: 
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Py = O() + YQ), Po = X(G1) + Q2(q) 
stets auf die Form von Liouville gebracht werden kann. *) 
Jacobi™) hat spiiter gezeigt, dass auch die geoditischen Linien 
gewisser n-facher Mannigfaltigkeiten, die dem dreiaxigen Ellipsoid 
entsprechen, mittelst allgemeiner elliptischer Coordinaten in n Ver- 
ainderlichen bestimmt werden kénnen, und im Anschluss daran hat 
Herr Rosochatius***) untersucht, wie beschaffen die Kriftefunction 
sein muss, damit die Hamilton-Jacobi’sche Gleichung in all- 
gemeinen elliptischen Coordinaten Separation der Variabeln gestattet; 
ein Theil seiner Resultate fiudet sich bereits in einer Arbeit von 
Liouville.7) 
Ein Theorem, welches im Gebiete der »-fachen Mannigfaltigkeiten 
genau dasselbe leistet, was Liouville’s bekanntes Theorem fiir zwei- 
fache Mannigfaltigkeiten ermédglicht, habe ich in meiner schon er- 
wahnten Habilitationsschrift bewiesen. Ich gelangte zu diesem Theorem, 
als ich untersuchte, in welchen Fallen die zu der speciellen quadratischen 
Differentialform von nicht verschwindender Determinante: 
dp. 
= x 


ds? 


gehérige Hamilton-Jacobi’sche Differentialgleichung: 
1 ows 
Hem sD 4s op) — (+a) =0 


Separation der Variabeln gestattet, das heisst, wann sie eine voll- 
stindige Lésung der Form: 


W= > f Welres Oy Way + + Un) Ape 


besitzt. Setzt man in H* fiir om den verlangten Werth W2( p45 01, @)...)n) 
x 


*) Eine charakteristische Eigenschaft der Flichen, deren Linienelement ds 
durch ds* = («(q,) + 4(qs)) (@q,?-+ dq,*) gegeben wird, diese Annalen, Bd, 35, 
S. 91 (1889). Die betreffenden Flichen habe ich dort kurz Liouville’sche Fléchen 
genannt, Die im Text gebrauchte Bezeichnung: Flichen, deren Linienelement 
die Form von Liouville hat, diirfte indess vorzuziehen sein, da es einmal nur 
auf das Linienelement ankommt und dann die Bezeichnung Liowville’sche Fiche 
von Herrn G. Darboux (Legons sur la théorie générale des surfaces, T,2, 1889, 
8. 291) in anderem Sinne gebraucht worden ist. 

**) C. G. J. Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, herausgegeben von 
A. Clebsch, 26 Vorlesung. 
***) Ueber die Bewegung eines Punktes. Inaugural-Dissertation. Gittingen 1877. 
+) Sur quelques cas particuliers ot les équations du mouvement d’un point 
peuvent s'intégrer, Liouville’s Journal, T. XII, S, 410 (1846). 

















Zur Dynamik eines n-fach ausgedehnten Raumes, 547 


ein, und differentiirt dann die so entstehende Identitat partiell nach 
1, G%y,- ++, &,, 80 erhilt man die m Gleichungen: 


@ Wr 6 _ 
p A, Nae — 201. (14= she : M=1,3,--+, n), 


aus denen sich A,, A,,..-, A, in der Form: 


C Q. 
A, = 20 


ergeben, wenn man in der Bezeichnung von L. Kronecker einfiihrt: 


2 uel (Wy 
Fae | = Oy Ga Oe 
Substituirt man diese Werthe von A,, Ay, ..., An in H*, so er- 


giebt sich: i 
D> (w2-0 2 *). Cx 





(%, M=1, 2,--+, 2) 





TT = 





Ks lasst sich nun zeigen, dass die Determinante Q und ihre Unter- 
determinanten Q,, Q.,..-; Qn nicht identisch verschwinden kénnen, 
und es ist daher méglich, den willkiirlichen Constanten «@,, @,,..., Gn 
bestimmte Werthe @,, @,..., @, zu ertheilen, fiir welche diese 
Gréssen nicht gleich Null sind. Dadurch midge tibergehen: 

Wy) a(Ws) . 


aa in 2,(px) und Wi—a  . in 2qx0(px). 





Es sei jetzt noch: 


\pe2(P.)| = © = ~< Gui (Dx) Px, 


(*, A=1,2, +++, ) 
und: 


v= Ps Px0(Px) Ox, 


dann lasst sich das gewonnene Resultat so aussprechen: 
Wenn die Hamilton-Jacobi’sche Differentialglei- 


chung: 134 aw? _ aq ‘ 
> «(5p,) — +4) = 


Separation der Variabeln gestattet, so giebt es nothwendig 
ein System von n(m-+ 1) Functionen einer Verinderlichen: 
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(“ =1,2, .-.%) 
Gx+( Px) y==Q,1,2,..., 2) 
von der Beschaffenheit, dass: 


® , 
A, = 3, A, = St, ++, Ay . a2 
gesetzt werden kann. 


Wird jetzt umgekehrt das System der Functionen .g,,(px) ganz 
willkiirlich angenommen bis auf die Beschriinkung, dass keine der 
Determinanten , ®,, ,,...,®, identisch verschwindet, und bildet 
man die quadratische Differentialform nicht verschwindender Deter- 


minante: 
d 
ds? af - ap, = oD s, Pe 
so gehért dazu die Hamilton-Jacobi’sche Ghidung: 


ow, 
ia GS 7) — — (1 +a) =0. 
Wenn noch die Kraftefunction TT auf die Form gebracht werden kann: 
Q’ . 
TT = >” 


30 besitzt diese Differentialgleichung die vollstiindige Lésung: 


W= Df V 20100 +2 2Qxa(Px) + %x- ADx, 


und hieravs ergeben sich als Integralgleichungen der Differential- 
gleichungen der Bewegung: 


Put e 
> dp, =t —t, 
x irom. 2 Dua * a 
2 
Pxu ¢ 
> dpze=—B, (wu =2,3,..., 0) 
* V/ 2900+ >, 22°03 
2 


sodass man zu folgendem Theorem der Dynamik gefiihrt wird: 


Lasst sich fiir ein dynamisches Problem die lebendige 
Kraft durch den Ausdruck: 


—3m , GH) 
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darstellen, wihrend = die Kriftefunction die Form: 
Ts 


hat, so lassen sich die i A der Bewegung 
durch blosse Quadraturen integriren. 


Fir ~ = 2 geht dieser Satz genau in den oben erwihnten Satz 
von Liouville tiber. Liouville leitet aus seinem Satz als Corollar 
sofort her, dass die geoditischen Linien gewisser Fliichen, deren 
Linienelement namlich durch: 

A$? = (911 (21) + P22 (P2) — Pr2(P1) > Par (p2)) « ae +> ren 
gegeben wird, sich durch Quadraturen bestimmen lassen; man wird 
diese Form des Linienelementes ohne Schwierigkeit auf die oben er- 
wahnte Liouville’sche Form bringen. Genau ebenso ergiebt sich 
als Corollar des hier bewiesenen Theorems der Satz: 


Liasst sich das Quadrat des Linienelementes ds einer 
n-fachen Mannigfaltigkeit in der Form: 


ds? = o> > ( = | Mxa(px)| => Px1( px) ,) . 


darstellen, so sind die Gleichungen der geoditischen Linien 
dieser Mannigfaltigkeit durch Quadraturen bestimmbar; sie 
Jauten in den Veriinderlichen p,, po, ---, Pn: 


° Pxu Py “— 
> : =f, (u=2,3,...2). 
Ps Vd 201-03 2Qx2 + 2 


Wenn es nun auf diese Weise auch gelungen ist fiir eine grosse 
Classe von dynamischen Problemen die Integration der Differential- 
gleichungen der Bewegung mittelst Quadraturen zu bewerkstelligen, 
so ist damit fiir die Erkenntniss der Abhingigkeit der Bestimmungs- 
stiicke p,,p.,..-+; Px von der Zeit ¢ noch sehr wenig gewonnen, und 
es bedarf dazu einer neuen Untersuchung, die sich ohne beschrinkende 
Voraussetzungen iiber die Natur der Functionen g,, nicht durch- 
fiihren lasst. 

Fiir n = 1 erhilt man die Gleichung: 








P11 (Ps) Ay 
Vip + 291° % 


Abel hat in einer nachgelassenen Abhandlung*) eine Chih 
der Form: 





= Tt — ft. 





*) Propriétés remarquables de la fonction y = @(z) etc. Cuvres completes, 
nouvelle édition par MM, L, Sylow et S. Lie, t, Il, 8, 40, 











550 Paut Stricken. 


9 (P1) dp, a 

Vo(p,) 
betrachtet und gezeigt, dass aus dieser Gleichung unter gewissen 
Voraussetzungen p, als periodische Function von ¢, bestimmt ist. Die- 
selbe Gleichung ist spiiter von Herrn Weierstrass*) eingehend be- 
handelt worden, und ich habe sie unter etwas allgemeineren Voraus- 
setzungen und nach einer anderen Methode in Abschnitt [V meiner 
Inauguraldissertation untersucht. 

Fiir n = 2 ergiebt sich, wenn zur Abkiirzung: 


2x0 + 2Qu1 + & + 2px2-G = Yx(p,) (x = 1, 2) 


gesetzt wird: 


“ou ary me Wg — 1 
Vv, (P,) Vive (Po) 
"Pre apy "Pd Py == ,. 
Vs (p1) Vive(P2) . 


Dieses Umkehrproblem liisst sich auffassen als ein besonderer Fall 
eines allgemeineren, welches Herr Staude**) untersucht hat, woraus 
folgt, dass aus diesen Gleichungen unter gewissen Voraussetzungen 
p, und p, als eindeutige, endliche, stetige, bedingt periodische F'unctionen 
der Zeit t definirt werden; der von Herrn Staude eingefiihrte wichtige 
Begriff bedingt periodischer Functionen wird unten erdrtert werden. 
Dass auch fiir den allgemeinen Fall von m» Verinderlichen ein 
entsprechender Satz gilt, habe ich in meiner Habilitationsschrift ge- 
zeigt. Ich ging dabei aus von den allgemeineren Integralgleichungen : 


NI Pua (Px) dp, 
Vest) 
zwischen den reellen Verinderlichen p,, p.,..., Pn und ¢,, t,,..., ty. 
Dabei wurde von den Functionen 7,, y.,..-, WY, vorausgesetzt, dass 
sie sich in der Form darstellen lassen: 
Wx (Dx) = (Px — Gx) - (be — Px) > Xx(Px)s 


wo a, und b, reelle Gréssen sind, und a, kleiner als b, ist, und wo 
fiir den Bereich: 


dx < px < dy (== 1, 2,..., ), 


-—& (—1,2,8,..;9) 


*) Ueber eine Gattung reell periodischer Functionen. Monatsberichte der 
Berliner Akademie , 1866, S. 97. 

**) Ueber eine Gattung doppelt reell periodischer Functionen zweier Ver- 
iinderlichen, Mathematische Annalen, Bd. 29, S, 468 (1887) und: Ueber bedingt 
periodische Functionen eines beschriinkt veriinderlichen complexen Argumentes 
und Anwendungen derselben auf die Mechanik, Journal fiir die reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. 105, 8. 298 (1888), 
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der im folgenden kurz mit 8 bezeichnet werden midge, 45%, - - -) Xn 
endliche positive Werthe haben. Wird dann noch weiter vorausgesetzt, 
dass in dem Bereiche 8 die Determinante: 


Px2(Px) Beta ae 
VPx(Px)| VP Brees Dy 
nicht identisch verschwindet, so definiren die Gleichungen: 


Px 
P Pxa( Px) dp, Ss aaa ty 
ST Vite 4%) Oe Pu) Vite(Pe) >” 


in denen dem Zeichen //y.(px) der positive Werth beigelegt werde, 
wiihrend tiber das Vorzeichen von //(px — ax) (be — px) noch verfiigt 
werden darf, p,, p.,..+ +; Px fiir den Bereich B als eindeutige, endliche, 
stetige Functionen von ¢,, t,,..., tn, wobei zu dem Werthsystente 
t= 0, t,=0,..., 4,0 das Werthsystem p,—a,, ~p.>—= Gp, .-+) Pn—=An 
gehért. Werden jetzt an Stelle der Verinderlichen p,, p., ..., Dn 
neue Veriinderliche w,, w,,..., W, eingefiihrt durch: 


a, +b, a,—b 


x 


s- +z oem, 


® 























und wird festgesetzt, dass dem Werthsysteme p,—=4,, Pp. =4y,-+-) Pn =n 
das Werthsystem w, 0, w,=—0,..., WwW, =O entsprechen soll, so 


gehen. die Integralgleichungen iiber in: 


Dd fra (ee dw, os th, ns 
x 0 


wo die Functionen h,2(w,) eindeutige, endliche, gerade Functionen der 
Periode 2a ihres Argumentes w, sind, welches als unbeschriinkt ver- 
iinderliche reelle Variable angesehen werden darf. Wird nun als letzte 
Voraussetzung hinzugenommen, dass die Functionen g,,(p,) im Be- 
reiche 8 und damit auch die Functionen h,,(w,) fiir beliebige Werthe 
der w, ihr Zeichen nicht wechseln, so gilt folgender Satz: 


Die Gleichungen : 
Px 


neal) me GaekS:.. 
2 V (P2— 4x) (Ox — Px) + Vx (Px) a ( » 2) +++) M) 








definiren p,,p.,-.., Px fiir den Bereich: 
Ox Pedy (x= 1,2,3,..., 0) 
als eindeutige, endliche, stetige, gerade Functionen von 
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ty, ta, ++) tn, welche n-fach periodisch sind mit den Perioden- 
systemen 
201, 2Ous,.--+) 2@Qun (Wel, 2, 3,..., n); 
dabei werden die Perioden durch: 
by 


peers, Pe2(Px) P, ae 
V (Px — 4x) (o, — P,) ‘ V tx( Px) 





Wx, = 


gegeben, wobei der Grésse }/(px—ax) (bx— px) das positive 
Vorzeichen zu ertheilen ist. Alle zu einem Werthsysteme 
Pi» Poy +++) Pn gehdrigen Werthsysteme ¢,, f,,..., ¢, sind 
dargestellt durch: 


+ #9 + a 2 my @x2, 





wobei m,, m,,...,m, ganze Zahlen bedeuten; das Werth- 
system ¢,°, ¢,°,...,¢,° gehért dem Gebiete: 


he Son OS tu <1, 4=1,2,3,...,0) 


an und ist das einzige in diesem Gebiete, zu dem das Werth- 
system ,, %, --+) Pn gehort. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass dieser Satz fiir n —2 mit dem 
von Herrn Staude gefundenen iibereinstimmt. Fiir diesen Fall hat 
Herr Staude die bedingt periodischen Functionen p, und p, von ¢, und t,. 
durch zweifach unendliche trigonometrische Reihen dargestellt. Eine 
entsprechende Darstellung mittelst n-fach unendlicher trigonometrischer 
* Reihen lisst sich in dem hier betrachteten allgemeinen Falle fiir 
Pi, Poy +++) Pa als Functionen von ¢,, ¢,,..., ¢, finden, worauf jedoch 
hier nicht niher eingegangen werden soll. 

Wie man die Ergebnisse der Untersuchung des soeben betrachteten 
allgemeineren Umkehrproblems auf die Discussion der friiher gefundenen - 
* Integralgleichungen des dynamischen Problems anzuwenden hat, hatte 
ich in meiner Habilitationsschrift nur angedeutet; da aber gerade dieser 
Gesichtspunkt fiir die vorliegende Arbeit von wesentlicher Bedeutung 
ist, muss ich hier ausfiihrlicher darauf eingehen. 

Am Anfang der Bewegung zur Zeit t= midge sich der be- 
wegte Punkt an einer Stelle (p,, D,, ..., Pn) befinden. Die Richtung, in 
welcher er seine Bewegung beginnt, wird bestimmt durch die Anfangs- 


d 
werthe von «i “P., ney se , welche mit p,’, D,,..., Pn bezeichnet 


werden sollen; auch die Werthe der Functionen g,, im Anfangspunkte 
der Bewegung sollen durch Ueberstreichen kenntlich gemacht werden, 





Le 
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Bei Festsetzung dieser Anfangsbedingungen der Bewegung erhalten 


die Seas: zunichst die Form: 


Px1 GPx _ de Be a 
= ’ 
a +2 2PyQ  % ; 


Pxu I Py 
2/ SSS = =, 
Y 2900 + Do, Pua’ %) 


wobei noch die Constanten «,, @,...,@, auftreten. Zur Bestimmung 
dieser Constanten aus den Anfangsbedingungen erhilt man aber durch 


Differentiation die » Gleichungen: 








es 
27 V °F, +2 2P una . 


Man iiberzeugt sich leicht, dass vermége dieser Gleichungen a,,«,,..., 
eindeutig durch die Anfangsbedingungen bestimmt sind. 
Zur Abkiirzung moége 


2Qx0 + i 2 Qa + 2 = Wx (Dx) 
a 


gesetzt werden, Es soll angenommen werden, dass die Functionen 
@x. 80 beschaffen sind, dass die Anwendung der vorher entwickelten 
Sitze méglich ist, und dass das Werthsystem p,, p,, ..-, Px dem 


Bereiche 8 angehért. Schreibt man dann die Integralgleichungen in 
der Form: 


2S ie-Z fie 


"Pau dP, - PxulPy me 
=f pet SS fait et oom 


so ergeben sich p,, ~., +--+, Pn als Functionen der Zeit, wenn man 
in den vorher erhaltenen eindeutigen, endlichen, stetigen, geraden, 
m-fach periodischen Functionen p,, p.,..-) Pn VOD t, ty, . + + tn 
beziehungsweise setzt: 
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Px 


a ai [24a 
EPH 
ied free 


Es ist klar, dass diese senate der Zeit den Ditferentialgleichungen 
der Bewegung geniigen, und dass gleichzeitig dabei die Anfangs- 
bedingungen erfiillt sind. 

Die Functionen p,, p,, ..., Pn von t,, f,,...) t, bleiben unverindert, 
wenn ihre Argumente beziehungsweise um ein Periodensystem: 


2 2 x Wea (A==1,2,...,m) 


vermehrt werden. Sollen nun ?,, é,,..., ¢, die eben angegebenen festen 
Werthe haben, so ist eine solche Hinzufiigung nur statthaft, wenn 
fiir bestimmte Werthe der Zahlen m,, m,,..., m, gerade 


> 2ms Oe = 0 (4 = 2, 3,..., ”) 


ist, Nur, wenn es solche ganze Zahlen m,, m,,..., m, giebty sind 
Pi» Po» - ++) Pn periodische Functionen der Zeit und zwar mit der 


Periode: 
29 = Py 2 thy x1 


Solche Functionen der Zeit sind von Herrn Staude als bedingt 
periodische Functionen*) bezeichnet worden; sie treten bei .ihm fiir 
den Fall n = 2 auf, in dem eine Bedingungsgleichung zwischen den 
Gréssen ,, bestehen muss, und Herr Staude spricht daher in diesem 
Falle von einfach bedingt periodischen Functionen. Bei analoger Be- 
zeichnung wiirden die hier auftretenden Functionen als (m — 1) -fach 
bedingt periodische zu charakterisiren sein. 

Aus dem Vorhergehenden geht hervor, dass es bei den betrachteten 
dynamischen Problemen méglich ist, sobald die Anfangswerthe 
Pir Pov + ++) Pn} Dr» Poy +++» Pn Qegeben sind, die » Bestimmungsstiicke 


*) In der Abhandlung: Ueber die Bewegung eines schweren Punktes auf 
einer Rotationsfliche, Acta mathematica, Bd. 11, 8. 303 (1888) bemerkt Herr 
Staude, dass bereits Herr C. Neumann ‘auf die bedingte Periodicitit der 
hyperelliptischen Functionen zweier Variabeln, wenn beide Variable lineare 
Functionen einer dritten sind, aufmerksam gemacht hat (De problemate quodam 
mechanico quod ad primam integralium ultraellipticorum classem revocatur, 
Journal fiir Mathematik, Bd. 56, S. 46, 1859). 
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Pi> Po» +++) Px als Functionen der Zeit darzustellen. Allein damit kann 
die Untersuchung dieser Probleme nicht als abgeschlossen gelten, es 
erhebt sich vielmehr jetzt die Frage nach dem Zusammenhange der 
verschiedenen Bewegungen, die verschiedenen Anfangsbedingungen ent- 
sprechen, und es ist also zu ermitteln, welche Modificationen der 
Verlauf der Bewegung erfiihrt, wenn die Anfangsbedingungen variirt 
werden. Diese Betrachtungsweise fiihrt zu der’ wichtigen Erkenntniss, 
dass die Lésung des Umkehrproblems, wie sie im vorhergehenden 
auseinandergesetzt wurde, noch nicht ausreichend ist und einer wesent- 
lichen Vervollstiindigung bedarf. Worum es sich handelt wird wohl 
am besten durch ein Beispiel klar. In den Abschnitten III—VI meiner 
Inaugural-Dissertation habe ich die Bewegung eines materiellen Punktes 
auf einer Rotationsfliche untersucht unter der Voraussetzung, dass eine 
Kriftefunction existirt, die in den Parallelkreisen constant ist.*) Hierbei 
ergab sich unter sehr allgemeinen Voraussetzungen tiber die Natur der 
Fliche und der Kraftefunction, dass der Typus des Bewegungsverlaufes 
die Oscillation des bewegten Punktes zwischen zwei festen Parallel- 
kreisen ist, die man als Umkehrkreise oder auch als Wendekreise be- 
zeichnen kann. Liisst man nun den materiellen Punkt von einem 
bestimmten Anfangspunkte aus seine Bewegung beginnen, variirt aber 
die Richtung und Grésse der Anfangsgeschwindigkeit, so zeigt sich, 
dass bei stetiger Aenderung der Anfangsgeschwindigkeit sich die Lage 
der Umkehrkreise im allgemeinen ebenfalls stetig iindert. Wenn jedoch 
die Anfangsgeschwindigkeit nach Richtung und Grésse gewisse von 
vornherein angebbare Werthe annimmt, so artet die Bewegung in 
asymptotische Anniherung an einen Parallelkreis aus, und sowie die 
Aenderung weiter getrieben wird, fandert sich die Lage des einen 
Umkehrkreises in unstetiger Weise, wihrend sie bei den ferneren 
Variationen der Anfangsgeschwindigkeit zuniichst wieder stetige Aende- 
rungen erfahrt. Die Aufklirung dieser und ahnlicher sonderbarer Er- 
scheinungen hat Herr Staude**) gegeben. Ebenso niimlich wie eine 
Curve, wenn eine in ihrer Gleichung vorkommende Constante variirt 


*) Dies Problem ist von Jacobi: De motu puncti singularis, Crelle’s 
Journal, Bd. 24, 8.1, (1842) auf Quadraturen zuriickgefiihrt worden; es ist merk- 
wiirdig, dass dasselbe Problem sich bereits bei Newton findet (Principia 
philosophiae naturalis mathematica, Lib. 1, Sect. 10 (1686)); es diirfte hier 
zum ersten Male die Bewegung eines Punktes auf einer Fliiche behandelt 
worden sein. 

**) Ueber verzweigte Bewegungen, Sitzungsberichte der Dorpater  Natur- 
forscher - Gesellschaft, Dez, 1887, und: Ueber die Bewegung eines schweren 
Punktes auf einer Rotationsfliiche, Acta mathematica, Bd. 11 (1888); ich méchte 
noch ausdriicklich hervorheben, dass Herr Staude bei ihnlichen Untersuchungen, 
wie sie in meiner Dissertation (1885) behandelt sind, jedoch ohne diese zu kennen, 
zur Aufstellung des Begriffs der verzweigten Bewegung gelangt ist. 


36* 
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wird, die Verschmelzung zweier Zweige erfahren kann, wobei im 
Augenblicke des Ueberganges eine Singularitait entsteht, so muss man 
auch eine Bewegung unter Umstinden als ,,verzweigt“ ansehen, und 
es kénnen, bei Variation der Anfangsbedingungen, zwei Zweige der 
Bewegung miteinander verschmelzen. Es ,,schiebt sich dann zwischen 
die getheilte und ungetheilte Form der Bewegung eine singulire Be- 
wegungsform ein,“ z, B. die asymptotische Anniherung an einen 
Parallelkreis. ,,Auf diese Weise wird die im kritischen Parallelkreis 
mdgliche Verzweigung der Bahncurve umgangen, denn nach -Kirch- 
hoff, Vorlesungen iiber mathematische Physik, I. Vorl. § 2, sind die 
Coordinaten x, y, z des bewegten Punktes fiir die Dauer der Bewegung 
einwerthige Functionen der Zeit.“ 

Dass die oben gegebene Lésung des allgemeinen U mkehrproblems 
nur einen Zweig des Gebildes (p,, p., ..+, Pn) liefert, habe ich schon 
in meiner Habilitationsschrift hesvorgehoben. Sobald man aber die 
Nullstellen der Function ~,(p,) kennt, und sobald in den Gebieten 8, 
welche durch solche Nullstellen in der oben angegebenen Weise de- 
finirt werden, die friiheren Voraussetzungen erfiillt sind, ist es mdglich 
durch dasselbe Verfahren auch die anderen Zweige des Gebildes zu 
erhalten, Geht man dann zu dem betrachteten dynamischen Problem 
iiber, so ist: 


Wx (Px) = 2 Pxo -+- > 2Qxa * @, 
a 


wo die willkiirlichen Constanten a,, a,..., @ in der friiher an- 
gegebenen Weise von den Anfangswerthen der Gréssen p,, p,,.. -) Dai 
dp, dp, ap, 


Ge? dt?’ a abhingen. Untersucht man also, welche Aenderungen 


der Verlauf der Bewegung erfahrt, wenn man bei festgehaltenem An- 
fangspunkt die Anfangsgeschwindigkeit andert, das heisst, wenn die 
Gréssen p,, Po, -.+, Pn als constant, die Gréssen p,’, PD... . ., Da als 
variabel angesehen werden, so kommt alles darauf an, wie sich die 
Wurzelu der Gleichungen ~,(p,) = 0 andern. Die Gréssen a, und b, 
werden sich beide bei stetiger Aenderung von p,’,..., DP, im Allgemeinen 
auch stetig andern, und es wird die Bewegung ihren urspriinglichen 
Charakter beibehalten, bis eine dieser Wurzeln mit einer der anderen 
Wurzeln, wenn solche vorhanden sind, verschmilzt. In diesem Augen- 
blicke erhalt die betreffende Gleichung y,(p,) = 0 eine Doppelwurzel, 
und dies wird im Allgemeinen bewirken, dass zu dem betreffenden 
Werthsystem p,, p.,..., Px ein unendlich grosser Werth von ¢ gehdrt, 
das heisst, dass der bewegte Punkt sich dieser Stelle asymptotisch 
nahert. 

Diese Betrachtungen werden geniigen, um bei der Untersuchung 
des speciellen Problems, welches im niichsten Abschnitte behandelt 
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werden soll, den einzuschlagenden Gedankengang anzugeben, wobei 
sich gleichzeitig eine Verification der allgemeinen Satze ergeben wird. 


Ill. 


Ueber eine Classe von Bewegungen eines Punktes in einer n-fachen 
Mannigfaltigkeit, welche der Jacobi’schen Bewegung auf einer Rota- 
tionsfliche entspricht. 


Es handelt sich jetzt darum Fiille zu finden, in denen die Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung des dynamischen Problems, welches 
den Gegenstand des ersten Abschnittes bildete, integrirt werden kénnen. 
Um dafiir die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnittes anzuwenden, 
erinnere man sich, dass damals: 


ds? = dq? + Ps Died Qn Ade 
hk 


und die Kriftefunction TT eine Function von gq, allein war. Man wird 
daher zuniichst voraussetzen miissen, dass die Summe in ds? auf die 


einfachere Form: 
A 


gebracht werden kann, und dann wird zu untersuchen sein, wann es 
moglich ist ein System von »(m + 1) Functionen: 


‘whee gy =< 
Pxu (Gx) y= 0,1, 2,...,% 


zu finden, sodass, wenn: 


|®.2| = © = > gx1(de) + Oe, 


(#, 4 = 1, 2, «++, n) x 
v= Ps x 0(Qx) - O, 
gesetzt wird, die Gleichungen gelten: 


q’ O D re) 
1(41) = @ l= >> bam Grobe e: 


Bringt man aber die ersten beiden Relationen auf die Form: 


(P10 — T(a,)) % + >" piv =, 
h 


(My, — 1) 9, + a Pir, = O, 
h 


so erkennt man leicht, dass sie identisch erfillt sind durch: 
P09 = 1(q,), Pw» >= 0, oe ey Pano = 0, 
9, =1, Py, = 90,... +» Par = 0, 
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wahrend die iibrig bleibenden m(m — 1) Functionen: 


wes Gey 9 


ganz willkiirlich bleiben bis auf die Beschriinkung, dass ,, 9,,..., , 


nicht identisch verschwinden diirfen. Ist dies der Fall, so gehért zu 
der quadratischen Differentialform: 


ee %, 27, ue 


und der Kraftefunction TT = TI(q,) die Hamilton-Jacobi’sche 
Differentialgleichung : 


2 @, (5s, -) = (T(q,) + @ 1) =0, 


welche sich durch Separation der Variabeln integriren lisst. Fiir das 


zugehérige dynamische Problem lauten daher die Integralgleichungen 
der Differentialgleichungen der Bewegung: 


aq 


| yaya ess 
ne Pig a : * Pret Te : 
f Prem (a1) Sina + V2 ou ri = B, 


(4 =2,3,-- ” n). 
Jetzt mége m = 2 gesetzt werden; dann wird: 


ds? = dq,’ + b,dq,"; 
es handelt sich also um die Bewegung eines Punktes auf einer Fliche, 
wenn die Linien TT = const. oder die Niveaulinien geoditische Linien 
der Flache sind. Soll fiir dieses Problem Separation der Variabeln 
eintreten, so muss: 
Pio= MG), Po=9; Or =1, Gy =O 

sein, wahrend g,, eine beliebige Function von g,, .. eine beliebige 
Function von q, ist. Es wird jetzt ®,=—,,, ®,—=,,, und daher 


muss b, = — = sein, Dann aber kann man durch Einftihrung einer 


Function von gq, an Stelle von qg, stets bewirken, dass von vorn 
herein: 


© im 2 d¢,* 
“ aq, + 2(%) + 
wird, sodass ein Problem entsteht, welches man als das Problem der 
Bewegung eines Punktes auf einer Rotationsfliche, wenn die Krifte- 
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function in den Parallelkreisen constant ist, interpretiren kann. Das 
Problem in » Verinderlichen lasst sich daher als die Verallgemeinerung 
des oben erwihnten Jacobi’schen Problems fiir zweifache Mannig- 
faltigkeiten bezeichnen; gleichzeitig ergiebt sich eine bemerkenswerthe 
Verallgemeinerung derjenigen Flachen, welche auf Rotationsflichen 
abwickelbar sind, denn ihnen entsprechen hiernach im Gebiete von 
n Veriinderlichen. die Mannigfaltigkeiten, fiir welche das Quadrat des 
Linienelementes auf die Form: 


aq, 
oe x 
ds* = Q, - o, 
x 
gebracht werden kann. 


Die Integralgleichungen, auf welche die betrachtete Verallge- 
meinerung des Jacobi’schen Problems fiihrt, sind deshalb von be- 


sonderer Einfachheit, weil bei ihnen die Abhiingigkeit der Variabeln q, 
von der Zeit durch die Gleichung: 


——— ee t—t 
‘2TT( (4) +2 291, ° &% 


vermittelt wird, welche unabhiingig von den tbrigen Integralgleichungen 
untersucht werden kann und genau das Umkehrproblem fiir » = 1 ist, 
welches oben 8. 549 erwibnt wurde. In den dort angefiihrten Ab- 
handlungen sind Methoden entwickelt worden, mit deren Hilfe man 
sich die einzelne. Zweige der Umkehrungsfunction q,(¢) herstellen 
kann, und es ist Jaher nur noch zu ermitteln, welche Modificationen . 
diese Umkehrungsfunction bei Aenderung der Anfangsbedingungen 
erleidet. 

Denkt man sich, dass der bewegte Punkt stets von einem be- 
stimmten Anfangspunkte (9,, G2, .--» Zn) seine Bewegung beginnt, dass 
aber die Anfangsgeschwindigkeit nach Richtung und Grésse geiindert 
wird, also die Gréssen @,'..., Q» als variabel angesehen werden, so 
wird jeder Zweig der Umkehrungsfunction, den man jetzt erhilt, zu 
Bewegungen des Punktes gehéren, die zwischen zwei Umkehrfeldern 
verlaufen, fiir welche die zugehérigen Werthe von g, etwa mit Q, und 
Re (9 =1,2,3...,7) bezeichnet werden mégen; diese Gréssen will 
ich ihrer mechanischen Bedeutung wegen kurz ersten bez. zweiten 
Umkehrwerth nennen. Die Zahl r der Zweige von q,(¢) hangt ab 
von der Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung: 


P(q,) =T1(q) + > gia(qs) a =O, 
a 


in welcher die Gréssen @,...,@, als Functionen von @,..., Qn an- 
zusehen sind. Man iiberzeugt sich leicht, dgss a, ..., @, lineare 
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Functionen von g,*...,%,'? sind, und darf daher die Gleichung P = 0 
in der Form schreiben: 


P(4q) = Po (1) + > G,?- Pia) = 9, 
a 


wodurch die Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen in Evidenz 
gesetzt wird. 

Um zu ermitteln, wie sich bei stetiger Aenderung von @,' ..., Gn’ 
die Umkehrungsfunction g,(¢) indert, bediene ich mich einer Unter- 
suchungsmethode, die auch bei anderen Betrachtungen von Nutzen 
sein diirfte. Die Variabeln 9,’ ..., gn sollen als Coordinaten eines 
Punktes in einer ebenen n-fachen Mamnnigfaltigkeit M%, aufgefasst 
werden; es geniigt hier diesen Gréssen positive Werthe beizulegen, da 
nur ihre Quadrate in Betracht kommen werden. Betrachtet man gq, 
in der Gleichung P—O als Parameter, so stellt sie eine Schar von 
co! (mn — 1)-fachen Mannigfaltigkeiten dar. Fiir »=—2 sind diese 
Felder Kegelschnitte in der Ebene, fiir » 3 Flichen zweiter Ordnung 
im Raume, allgemein kénnen sie Felder zweiter Ordnung genannt 
werden. Es geniigt dem Parameter g, nur die Werthe beizulegen, 
welche fiir die Bewegung in Betracht kommen. Es sind hier die im 
ersten Abschnitte angestellten Betrachtungen von Wichtigkeit, denn 
sie zeigen, dass vermége der Pole und der Niveaufelder TT = — co 
der Bewegung von vorn herein ‘gewisse untibersteigliche Grenzen ge- 
zogen sind. Es lasst sich daher ein Theil der gegebenen Mannig- 
faltigkeit abgrenzen, innerhalb dessen der ganze Bewegungsverlauf 
sich abspielen muss, ein Theil, den ich als Bewegungsgebiet bezeichnen 
werde. Bei Einfiihrung dieser Bezeichnungsweise kann man kurz 
sagen, dass nur die Felder P= 0 fiir das folgende zu beriicksichtigen 
sind, deren Parameter q, zu einer Stelle des Bewegungsgebietes gehért. 

Durch jeden Punkt von §%, wird eine gewisse Anzahl dieser 
Felder P —0 gehen, die sich in einfache Beziehung zu der Anzahl r 
der Zweige bringen liisst, welche die , en geemae q; (t) besitzt, 


wenn die Anfangswerthe von s > = gerade die Werthe 7,',..., Zn 


der Coordinaten des betrachteten Punktes von I, haben. Wenn zu- 
nachst P fiir keinen reellen Werth von q, verschwindet, so besitzt 
q, (4) nur einen Zweig, und es ist r—1. Hat aber P=O reelle 
Wurzeln, so ist es néthig noch den Werth g, = -+ oo zu betrachten 
und ihn den Wurzeln hiuzuzufiigen, falls P hier das Zeichen wechseln 
sollte; dies gilt iibrigens, wie ich hervorheben méchte, nur dann, wenn 
der Werth g,—=-+-co zu einem Punkte des Bewegungsgebietes gehdrt. 
Die Zahl der Wurzeln PO, in diesem Sinne genommen, ist, solange 
mehrfache Wurzeln ausgeschlossen werden, stets gerade; man darf 
jetzt sagen, dass die Anzahl r der Zweige gleich der halben Anzabl 














Zur Dynamik eines n-fach ausgedehnten Raumes. 561 


der reellen Wurzeln von P = 0 ist, wenn man noch hinzufiigt, dass 
ein Zweig dieser -Function eventuell vom Endlichen iiber Unendlich 
ins Endliche zuriickkehren darf. 

Jedem Punkte von Mt, ist auf diese Weise eine ganze positive - 
Zahl r zugeordnet, und die Punkte, zu denen dasselbe x gehdrt, 
bilden zusammenhiingende Gebiete, die durch gewisse Grenggebilde ge- 
trennt sind. Dabei sind die Stellen, fiir welche r—1 ist, noch danach 
zu unterscheiden, ob P = 0 keine, oder zwei reelle Wurzeln hat und 
die Grenze zwischen diesen beiden Gebieten ist den Grenzgebilden zu- 
zurechnen; bei der folgenden Darstellung ist der Einfachheit halber 
davon abgesehen worden, diese besonderen Grenzgebilde immer be- 
sonders zu beriicksichtigen; man wird aber leicht erkennen, wie die 
folgenden Sitze zu modificiren sind, damit sie ganz allgemein gelten. 

Kine Aenderung in der Anzahl der Zweige kann nur eintreten, 
indem entweder zwei bisher getrennte Zweige mit einander verschmelzen, 
oder indem ein Zweig sich in zwei neue spaltet. Das eine erfordert 
das Zusammenfallen zweier reellen Wurzeln, das andere das Auftreten 
einer neuen Wurzel, also das Zusammenfallen von zwei complexen 
Wurzeln, In beiden Fiillen muss also die Gleichung: 
éP 
aq, ° 
erfiillt sein. Man: erhilt daher die Grenzgebilde, indem man die 
Enveloppe der Felder P = bildet; diese Enveloppe kann iibrigens 
auch zum Theil nicht zu den Grenzgebilden gehéren, was wolil 
keiner Erlaiutgrung bedarf. 

Hat man mit Hilfe der Enveloppe der Felder P=O MM, in die 
oben definirten Gebiete getheilt, so ist leicht anzugeben, wie die 
Umkehrungsfunction q,(¢) sich andert, wenn die Anfangsbedingungen 
q; +++ Qn stetig variirt werden, wenn also der reprisentirende Punkt 
in YM, eine stetige Curve beschreibt. Geht man aus von einem Punkte 
A, zu dem die Zahl y und also r Paare von Umkehrwerthen gehéren, 
so werden beim Durchlapfen der Curve diese Umkehrwerthe zuniichst 
sich stetig findern. Ihr Abnehmen oder Wachsen kann nur. dann in 
Wachsen oder Abnehmen iibergehen, wenn die Curve eins der Felder 
P= 0 beriihrt. Erreicht die Curve einen Theil der Enveloppe, der 
zu den Grenzgebilden gehért, so geht die Bewegung des Punktes in 
asymptotische Anniiherung an das Niveaufeld iiber, in welechem q, den 
Parameterwerth des betreffenden Feldes hat; denn das Eintreten einer 
Doppelwurzel von P = 0 bewirkt, dass ¢ unendlich gross wird, es sei 
denn, dass, wiihrend der ganzen Bewegung dq, = 0 ist, das heisst, 
dags die Bewegung gerade in diesem Niveaufelde vor sich geht, eine 
Méglichkeit, auf die sogleich zuriickzukommen sein wird. Beim Durch- 
gang durch die Enveloppe erfihrt die Zahl r eine Aenderung; diese 
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wird dadurch hervorgebracht, dass jetzt einer der Umkehrwerthe sich 
unstetig andert, nimlich plétzlich wiichst, wenn zwei Zweige ver- 
schmelzen, plétzlich abnimmt, wenn ein neuer Zweig auftritt. Es ist 
klar, wie diese Betrachtung beim weiteren Durchlaufen der Curve 
fortzusetzen ist. 

“Zu der Enveloppe der Felder P = 0 gelangt man auch durch die 
Frage, wann der bewegte Punkt wiihrend einer ganzen Bewegung auf 
dem Niveaufelde q, =, verbleiben kann. Soll dies stattfinden, so 
muss die Anfangsgeschwindigkeit, ihrer Richtung nach, in diesem 
Niveaufelde liegen, also 9, = 0 sein. Dies gentigt jedoch noch nicht, 
es muss ausserdem die Kraft, die zur Zeit t == auf den Punkt wirkt, 
ihre Richtung senkrecht zur 6rthogonalen Trajectorie haben, also auch 
as fiir ¢=¢ verschwinden. Dies liefert aber die Bedingung: 

eu : 

welche oben fiir die Enveloppe auftrat. Die reprisentirenden Punkte 
von I%,, welche gleichzeitig in dem Felde g,’ = 0 und in der Enveloppe 
liegen, liefern also, nach Richtung und Grosse, die Anfangsgeschwindig- 
keiten, bei denen Bewegung im ,Niveaufelde g, = @, stattfinden kann. 
Da in jedem Niveaufelde die Kriiftefunction constant ist, so beschreibt 
der Punkt in ihm eine geoditische Linie, und zwar mit constanter 
Geschwindigkeit. 

Es bleibt iibrig die Variabeln q,, g,, ..., d» in den Kreis. der 
Betrachtung zu ziehen. Zuniichst kann man alle » Integyalgleichungen 
als ein Umkehrproblem auffassen und wird dann bei Anwendung der 
Resultate des zweiten Abschnittes q,, q.,.-., dn als (m — 1)-fach 


bedingt periodische Functionen der Zeit erhalten. In diesem be- 
sonderen Falle wird: 


y= yy, Dy, =O, - Ont = O. 


Ist die Bewegung periodisch, so ist also ihre Periode: 


b, ° 
* 


2Q —20, =2-f — Se... 


rr — — ——_——— — 
a V 2M@) + > waa | 
a 


gleich der Periode des betreffenden Zweiges der Umkehrfunction q, (¢). 
In diesem Falle besitzt die Bahncurve gewisse Higenschaften der 
Symmetrie, welche ich fir m = 2 in meiner Inauguraldissertation 
hergeleitet habe, und deren allgemeine Giiltigkeit in derselben Weise, 
wie es dort geschehen ist, dargethan werden kann. , 
Sieht man aber, auf Grund der vorhergehenden Betrachtungen, 
q, als bekannte Function der Zeit an, so erfordert die Ermittelung 
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VON @>, 43, +++) Qx nur die Lésung des Umkehrproblems in n — 1 
Variabeln: 


d 
Pau (%) EM at, (w= 2,3,...m). 


2/3 2@q2 (Gn) * 


Will man zur Linue dieses Umkehrproblems die Siitze des zweiten 
Abschnittes verwerthen, so diirfen die Functionen gy, in dem Bereiche 
% ihr Vorzeichen nicht wechseln. Da dieser Bereich 8 aber von der 
Wahl der Constanten a,, a,,...,@, abhiingt, so muss diese Voraus- 
setzung fiir alle Werthsysteme q,, q3,..., Qn erfiillt sein, welche 
innerhalb des Bewegungsgebietes vorkommen. Ferner darf fiir dieselben 
Werthsysteme q,, q3,-. +) Qn eine gewisse Determinante nicht ver- 
schwinden. Sind aber die Functionen 

Pra(qn) (h, 4—2,3,..., 0) 
so beschaffen, dass sie fiir alle Werthsysteme g,, q3,..., dn des 
Bewegungsgebietes bestimmte endliche Werthe haben und ihr Vor- 
zeichen nicht wechseln, so ist die Forderung fiir jene Determinante 
von selbst erfiillt. Diesen bemerkenswerthen Satz erkennt man sofort, 
wenn man die Determinante wirklich bildet. Man findet dann, dass 
®, im Bewegungsgebiete nicht verschwinden darf. Nun war: 


1 
dsi=dq?2+, ZF. 


daher kann die Gleichung ®, = 0 nur oxflt sein, wenn ein Niveau- 
feld sich auf einen Punkt reducirt, also in den Polen der Mannigfaltig- 
keit. Man gelangt so auf einem neuen Wege zur Einfiihrung der Pole 
und erkennt, dass beim Ueberschreiten eines Poles im allgemeinen 
die Eindeutigkeit von g,, Q,-.-. @» als Functionen der Zeit aufhdren 
wiirde, weil diese Punkte Verzweigungsstellen des Umkehrproblems 
sind, Nur wenn wihrend der ganzen Dauer der Bewegung dq,,d q,..., 0 Qn 
bestiindig gleich Null sind, wird das Verschwinden der Determinante 
®, irrelevant. Das Passiren eines Poles ist also nur statthaft, wenn sich 
der Punkt in einer Trajectorie bewegt, womit ein Satz des ersten 
Abschnittes, welcher sich auf die Pole bezog, auf ganz anderem Wege 
wieder erhalten worden ist. 





Halle a./S. Januar 1893. 











Zur gruppentheoretischen Grundlegung der automorphen 
Functionen. 


Von 


Roserr Fricke in Gottingen. 


In den nachfolgenden Zeilen erlaube ich mir, den Lesern der 
Annalen ein allgemeines gruppentheoretisches Princip vorzulegen, das, 
wie ich hoffe, fiir den weiteren Ausbau der Theorie der automorphen 
Functionen von Vortheil sein soll. Es handelt sich um die allgemeine 
Formulirung einer gewissen Classe von eigentlich discontinuirlichen 
Substitutionsgruppen einer Veriinderlichen 4, von denen ich Special- 
falle in den letzten Biinden der Annalen wiederholt betrachtet habe*). 
Das Charakteristische dieses Ansatzes ist, dass die Coefficienten der 
linearen y-Substitutionen ganze algebraische Zahlen eines gewissen 
endlichen Zahlenkérpers sind, wobei wegen der Auswahl dieser ganz- 
zahligen Coefficienten eine Reihe sehr einfacher Vorschriften fest- 
zusetzen ist, von denen sogleich im ersten der folgenden Paragraphen 
die Rede sein soll. Je nachdem der zu Grunde liegende Zahlkérper 
reell oder imaginaér ist, hat man mit einer sogenannten Haupt- 
kreisgruppe oder mit einer Polyedergruppe zu thun, wenn anders 
eigentliche Discontinuitat der Gruppe vorliegt. Als Polyedergruppen 
bezeichne ich hierbei jene Classe von Gruppen, deren Theorie Herr 
Poincaré in Bd.3 der Acta mathematica pag. 49ff. begriindet hat, 
und iiber welche Hr. Bianchi neuerdings mehrere interessante Ab- 
handlungen in den Annalen verdffentlichte**). 

Es sei endlich noch erlaubt, eine kurze Notiz zu erwihnen, die 
in Nr, 13 der Géttinger Nachrichten vom laufenden Jahre Aufnahme 
fand, und in welcher ich einige Hauptresultate der vorliegenden Ab- 
handlung vorlaufig mittheilte. Der damals skizzirte Beweisgang enthilt, 
wie ich spiter bemerkt habe, eine Liicke (I. c. pag. 456); indessen 
beriihrt dieselbe in keiner Weise die aufgestellten Resultate und hat 
sich leicht ergiinzen lassen. — 





*) Band 38, pag. 50 und 461, Band 39 pag.*62, Band 41 pag 443. 
**) Band 38, pag. 313 und Band 40 p. 332. 
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§ 1. 
Definition der zu untersuchenden Gruppen. 

. Es sei ein Zahlkérper n'e" Grades K,, vorgelegt, den wir bis auf 
weiteres als reell voraussetzen. Aus diesem Kérper wihlen wir die 
beiden positiven ganzen Zahlen P und Q von voruherein fest aus und’ 
nehmen um des Folgenden willen sogleich an, dass weder P noch PQ 
innerhalb K, rein quadratisch ist. Indem wir dem Korper K, die 


beiden Quadratwurzeln YP, YQ adjungiren und im ibrigen unter 
A, B, C, D ganze Zahlen von K, verstehen, bilden wir die Substi- 
tution der Verinderlichen 7: 


(1) U (yn) — —4+BVP) 1+ (CVO + DVPQ) _ 
+ (— CVQ+DVPQ)n+(4—BVP) ’ 
die wir sogleich als unimodulare Substitution, d. i. als solche der 
Determinante 1 fixirt denken: 
(2) A?— PB?+Qc?— Ped’ =1. 


Bei einmal gewihlten K,, P, Q ist die Substitution U durch das 
Zahlquadrupel A, B, C, D offenbar eindeutig bestimmt und kann kurz 
durch das Symbol (A, B, C, D) bezeichnet werden. Ein gleichzeitiger 


Zeichenwechsel von A, B, C, D kann natiirlich die Substitution U 
nicht iindern, 


Man combinire nunmehr zwei Substitutionen unserer Art: 
U=(A,B,C,D), U'=(A’, B,C’, D’). 

Die entspringende Substitution U” — UU’ weist zufolge leichter 
Rechnung wieder die Gestalt (1) auf; schreibt man in diesem Sinne: 
UU’ = U” =(A", B", C”, D”), 

so ergiebt sich ohne weiteres: 
A” =AA’ + PBB’ —Qcc’ + PQDD’, 
BY’ =AB'+BA +QCD'—QDdDC, 
C" =AC’ + PBD'+CA' — PDB, 
D"=AD'+BC —CB +DA’. 
Die A”, B”,... sind also wieder ganze Zahlen des Kérpers K,, und 
U" hat selbstverstiindlich die Determinante 1; es folgt: Die Substi- 
tutionen U bilden in ihrer Gesammtheit eine Gruppe. 

Die Gruppe der Substitutionen U wird durch die einzelne Operation 
T(y) = = in sich selbst transformirt. Man fasse daraufhin die Sub- 


stitutionen UT unter der besonderen Benennung V zusammen und 
findet explicite: 


(3) 
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(—4+BVP)1+(CVQ—DVPQ) ’ 

zu bilden fiir alle Auflésungen der quaterniren Gleichung (2) in ganzen 
Zahlen A, B, C, D des Korpers K,. Ist Q das Quadrat einer dem 
Korper K,, angehérenden ganzen Zahl der Norm -+ 1, so sind die Sub- 
‘ stitutionen V mit den U identisch, da alsdann die zur Transformation 
angewandte Substitution 7’ bereits in der Gruppe der U enthalten ist. 
Man hat also den Satz: Die Gesammtheit der Substitutionen U und V 
bildet eine Gruppe, etwa T(K,; P,Q) oder T(P, Q) genannt, die im 
genannten Specialfall mit der Gruppe der U identisch ist, fiir alle tibrigen 
Fille aber die Gruppe der U als ausgezeichnete Untergruppé des Index 
zwei in sich enthiilt. 

Znfolge einer oben gemachten Annahme haben wir hier nur mit 
reellen Substitutionscoefficienten zu thun. Dé&raufhin beweist man 
leicht, dass unsere Gruppe [ durch Zusatz der Spiegelung an der 
imaginéren y-Axe, 4’ = — 7,° in bekannter Weise der Erweiterung 
fahig ist. Die solchergestalt entspringende erweiterte Gruppe heisse 


[(P, Q) oder kurz [, und ihre Operationen zweiter Art mégen durch 
U und V bezeichnet sein. 

Es ist nun vor allem die Frage, welche Bedingungen fiir K,, P 
und @Q vorzuschreiben sind, damit die Gruppe [(P, Q) eigentlich dis- 
continuirlich ist, d. h. damit sie in der »-Halbebene einen: endlichen 
Discontinuititsbereich aufweist. Um hiertiber zu entscheiden, sind 
vorab einige Erérterungen iiber Einheiten in Zahlkérpern’ hdheren 
Grades einzuschalten. — 


(4) V() — (CVG + DYPQ) 1+ (4+ BYP) 


§ 2. 
Hilfssitze aus der Theorie der Einheiten. 


Jede ganze Zahl eines endlichen Kérpers, deren Norm gleich + 1 
ist, wird als eine Hinheit dieses Kérpers bezeichnet. Der Zusammen- 
hang unter den verschiedenen Kinheiten des einzelnen Kérpers wird 
_ durch ein grosses, von Dirichlet*) entdecktes Theorem beherrscht 
iiber die Anzahl ,,unabhingiger Einheiten“ eines endlichen Kérpers; 
betreffs des Inhalts sowie der Ableitung dieses Theorems ist auf die 
eben genannten Darstellungen zu verweisen. 

Um die Anwendung des Dirichlet’schen Satzes auf den anfinglich 
vorgelegten Zahlenkérper K, durchzufiihren, benennen wir die n mit 
K,, conjugirten Koérper durch: 





*) Man vergl. die Monatsberichte der Berliner Akademie von 1846 oder auch 
die .Darstellung Dedekind’s in Dirichlet’s Vorlesungen iiber Zahlentheorie , 
pag. 555ff, der 3'" Aufl, 








a = +t 


we 


o 
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(1) E,, KE, ES ,...,a"* 
und nehmen an, dass unter prea Taal Saeapeineed A Korper reell sind. 
Da K,, selbst reell sein soll, so ist: 
(2) lsign, 
und die Differenz n.— 4 muss eine gerade Zahl 2u sein, indem ja die 
tbrigen m — 4 =2wu Kérper (1) paarweise conjugirt imaginar aus- 
fallen. Hierbei ist tibrigens keineswegs vorausgesetzt, dass die Kérper 
(1) simmtlich von einander verschieden sind. 

Setzt man nunmehr: 
(3) yApu—1—_ "tins 
so giebt es nach dem Dirichiet’schen Satze genau v (und nicht mehr) 
von einander unabhangige Einheiten E,, E,, ..., E, im Korper Ky. 
Dieselben heissen aber in dem Sinne von einander unabhingig, dass 
eine Gleichung von der Gestalt: 


Ee. BS... BY =1 


vermdge ganzer rationaler, nicht durchgingig verschwindender Zahlen a 
in keiner Weise befriedigt sein kann. 
In dem nach Willkiir aufgegriffenen System unabhingiger Ein- 


heiten E,, ..., E, lisst sich jede Einheit E des reellen Korpers K,, 
in der Gestalt: 


Gy ay 


(4) . E=+E! -E,’.--E¢@ 

darstellen, wo die @ ganze rationale (positive oder negative) Zahlen 
sind und d gleichfalls eine ganze rationale Zahl 2 0 bedeutet, welche 
letztere mit der Auswahl des Systems E,,..., E, fest bestimmt ist. 
In diesem Sinne soll das System E,, ..., E, eine Basis fiir die ge- 
sammten Einheiten von K, heissen und durch 

(5) (Z,, E,,..., B] 

bezeichnet werden; die ganze Zahl d aber heisse die Discriminante der 
Basis (5). Man kénnte insbesondere eine Minimalbasis (5) auswiihlen, 
d. h. eine Basis von der Discriminante d = 1; doch legen wir hierauf 
keinerlei Gewicht. 

Nunmehr sei A eine positive ganze algebraische Zahl des Kérpers 
K,,, von der wir annehmen, dass sie nicht das Quadrat einer ganzen 
Zahl von K, sei. Demgemiiss wird /A nicht in K, enthalten sein, 
vielmehr wird K, durch Adjunction von YA auf einen reellen Zahl- 
kérper Ky, vom 2n'e" Grade erweitert. Die Zahlen desselben lassen 
sich auf die Gestalt: 

(6) : ga AtBVA 


G 
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bringen, wo A, B,o ganze Zahlen von K, sind; insbesondere nennen 
wir zwei Zahlen (6), die nur im Vorzeichen des Gliedes BYA sich 
unterscheiden, mit einander innerhalb des Kérpers Ke, conjugirt. Soll 
Q eine ganze Zahl sein, so muss 2A durch o theilbar sein und 4A B? 
durch 67. Ist die Anzahl der Idealclassen in K, gleich 1, so wiirde 
fir ganzzahlige Q die Zahl o nothwendig ein Theiler von 2 sein 
miissen, falls wir noch die zusitzliche Annahme machten, dass A keine 
quadratische Theiler enthielte; dann miisste* niimlich 6 in 2A und in 
2B aufgehen. Hat man indessen mehrere Idealclassen, so wiirde die 
Annahme, A habe keinen ,,realen‘‘ quadratischen Theiler, leicht 
ersichtlich immer noch die Méglichkeit eines nicht in 2B aufgehenden 
6 iiberlassen, falls mur A einen idealen Theiler in hdherer als erster 
Potenz enthilt.. Obne indessen iiber A irgend neue Voraussetzungen 
zu machen, werden wir jedenfalls sagen diirfen, dass o bei festem A 
fiir ganzzahlige Q nur eine beschriinkte Anzahl von Werthen annehmen 
kann; denn alle diese Werthe theilen die Discriminante der Basis: 


[o,, @o +++, On, a,VA, o,VA, e798 onVAl, 
die wir durch Zusatz von YA aus einer ,,Minimalbasis“ [@,,..., @] 
des Kérpers K, herstellen mégen und der Darstellung der Zahlen (6) 
von K:, zu Grunde legen. 

‘Um die Einheiten des Kérpers K2, naiher zu untersuchen, miissen 
wir die zu K:, conjugirten Koérper einfiihren; dieselben sollen durch: 
(7) Z..,&2,....a"" 
bezeichnet werden; sie werden natiirlich an Paaren identisch sein, 
insofern der Zeichenwechsel von YA den einzelnen Kérper K;') in 
sich selbst iiberfiihrt. Sind unter den Kérpern (7) insgesammt 2x 
reelle, so werden die zugehérigen x Korper (1) gleichfalls reell sein, 
und also trifft die Ungleichung zu: 

(8) lix<a, 

Nach dem Dirichlet schen Theorem giebt es alsdann im ganzen (n+ —1) 
unabhiingige Einheiten im Korper K,,. Hine zugehérige Hinheiten- 
basis wollen wir so auswihlen, dass an erster Stelle die » Kinheiten 
(5) wieder benutzt werden. Die noch iibrig bleibenden: 

(9) man tx—v— 1 "tint 

Kinheiten der zu construirenden Basis werden alsdann Zahlen (6) sein, 
deren A, B immer zugleich von Null verschieden sind. Wir wihlen 
uns m unabhingige Kinheiten dieser Art aus und bezeichnen sie jetzt 
insbesondere durch ¢,, ¢,...-, @m; die gewiinschte Basis ist dann ge- 
geben durch: 


(10) [Ei Boy, o «oy By, Cy, Cg, . + 09 Cml- 
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Es lassen sich tibrigens die e,,..., ém in einer fiir die Folge be- 
sonders zweckmissigen Art auswihlen. Ist nimlich die mit e inner- 
halb Kz, conjugirte Einheit durch @; bezeichnet, so wird ¢¢— E 
eine Einheit von K, ergeben. Daraufhin beweist man sofort, dass 
e; =e2E-' eine dem Kérper K:, angehdrende Einheit ist, die mit 
ihrer conjugirten Einheit @ multiplicirt das Product e; % = 1 liefert. 
Die Einheit e; lasst sich aber in die Gestalt setzen e; =VeE, so dass 
wir aus (10) auch dann noch eine Einheitenbasis gewinnen, wenn wir 
die letzten m Einheiten e; durch e; ersetzen. Man kann demnach auch 
von vornherein annehmen, die Basis (9) sei so gewihlt, dass die 


einzelne der letzten m Einheiten e;, mit ihrer conjugirten e; multiplicirt, 
das Product 1 liefert. — 


§ 3. 
Von den Aufliésungen der Pell’schen Gleichung innerhalb des 
Korpers K,. 

Die letzten Entwicklungen geben wichtige Siitze itber die Auf- 
lésbarkeit der Pell’schen Gleichung im Zahlkérper K,. Wir meinen 
mit letzterer Benennung nach Analogie der gewohnlichen Zahlentheorie 
die Gleichung: . 

(1). A4*?*—- ABP = 0; 
jedoch soll hierbei o ein Theiler der Discriminante 6 der im vorigen 
Paragraphen fiir den Koérper K:, zu Grunde gelegten Basis sein, und 


es soll sich nur um solche ganzzahlige Auflésungen A, B der Glei- 
chung (1) handeln, fiir welche: 


(2) ° 2¢3¥8 44 4-236 


anes wl 
ganze Zahlen des Korpers Ke, sind. 

Hat man (immer bei fest gegebenem A) zwei Lésungen A, B 
und A’, B’ Pell’scher Gleichungen (1) die zu den Theilern o und o’ 
von @ gehéren, so wird man nach der bekannten Vorschrift: 

A+BVA A+BVA _ A’+B"VE 
o’ 2 ie 


6 6 





eine dritte Lésung A”, B” berechnen kénnen. Insbesondere sind mit 
einer Lésung immer gleich einfach unendlich viele durch die Regel: 


(3) (42 RY AE, 


6 





%*=—CO,*++, +00, 
x 


gegeben, wo die 6, immer wieder Theiler von 0 sind, 
Mathematische Annalen, XLII, 37 
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Ueber die Gesammtzahl der Auflésungen von (1) gewinnen wir 
aber auf Grund der Entwicklungen des vorigen Paragrapken sofort 
eine biindige Angabe, Es gestattet niimlich die erste Zahl (2) als eine 
Einheit des Kérpers Ke, in der Basis (10) § 2 die Darstellung: 


- a a Cm a. 
(4) At BYE wt oF .aF. nF, 

wenn d die Discriminante dieser Einheitenbasis bedeutet und E eine 
Einheit von X, ist. Man bilde nun die zu (4) innerhalb K;, con- 
jugirte Gleichung und multiplicire dieselbe mit (4). Es folgt L*«—1, 
und da wir mit einem reellen Kérper Ke, zu thun haben, so ergiebt sich : 

s 3s am, 
= +e," . e? Tr 6, ; 


6) AtBrS 
wo die a,,...,@m, @ ganze rationale Zahlen sind, Umgekehrt liegt 
hier jedenfalls immer dann eine Auflésung von (1) vor, wenn wir alle 
m Zahlen a als Multipla von d -wihlen. Man hat also das Resultat: 
Fiir eine positive ganze algebraische Zahl & des Korpers K,,, die inner- 
halb K,, nicht rein quadratisch ist, giebt es immer m-fach unendlich 
viele Auflisungen der Pell’schen Gleichung (1), m hierbei im Sinne (9) 
des vorigen Paragraphen gebraucht. 

Es gilt jetzt weiter zu zeigen, dass in der einzelnen einfach un- 
endlichen Reihe (3) immer auch bereits solche Lésungen vorkommen, 
die 6,1 haben, wobei natiirlich gemeinsame reale Factoren von 
A,,, B,, 6, stets fortgehoben sein sollen. Man betrachte nimlich die 
unterschiedenen Auflésungen (3) beziiglich des Zahlmoduls 62, unter 0 
wie vorhin die Discriminante der fiir Ky, ausgewihlten Basis ver- 
standen.. Es wird nur eine begrenzte Anzahl modulo 6? unterschiedener 
Lésungen (3) geben, und insbesondere mégen fiir die beiden Potenzen 
k und 1 > k& die Congruenzen zutreffen: 

(6) A; = A,, B: = B, (mod. 0°). 
Man hat dann zunichst: 


(7) (4 + 2 VA "= (4,4, — 4B, B,) + (4, B,— 4,B,) VO 


bd a 
Da nun 6? durch 6,6; theilbar ist, so folgt aus (6) erstlich: 
A,B; — A,B, =0 (mod. 6;6;); 
andrerseits aber gilt modulo d?: 
A, A; —_— ABB; = A;? —_ ABZ = A? _ AB?, 
und also folgt durch Recursion auf (1): 
A, A, — AB, B,;=9% (modulis 6,? und G?). 
Die auf der linken Seite dieser Congruenz stehende Zahl ist somit 











Zur gruppentheoretischen Grundlegung der automorphen Functionen. 571] 


auch durch 6; - 6, theilbar, so dass die in (7) zum Exponenten (J—k) 
gehérende Zahl o,;_, = 1 ist. Mit einer derartigen Auflésung (3) 
finden sich dann aber in der Reihe (3) gleich unendlich viele, und* 
also ergiebt sich das Resultat: Ist A irgend eine positive nicht quadra- 
tische ganze Zahl des Korpers K,, so giebt es insgesammt m-fach un- 
endlich viele Auflisungen der Pell’schen Gleichung: 
(8) A? —- AB =1 

- durch ganze Zahlen A, B von Ky. 

Der bekannte Satz von Lagrange iiber die Auflésbarkeit der 
Pell’schen Gleichung fiir positive Determinanten in der rationalen 
Zahlentheorie ist im vorstehenden Theoreme enthalten. Die Ueber- 
tragung der entsprechenden Sitze fiir negative Determinanten aus der 
rationalen Zahlentheorie in diejenige eines Kérpers héheren Grades 
werden wir spiterhin nur unter sehr beschrinkten Voraussetzungen 
betreffs K, leisten kénnen. 


§ 4. 
Die drei Bedingungen eigentlich discontinuirlicher ae 
T(Kn; P, Q). 


Aus der in §1 aufgestellten Gruppe [(K,; P, Q) sondere man 
alle hyperbolischen Substitutionen U aus, welche die imaginire 4-Axe 
in sich selbst transformiren. Es sind das die Substitutionen der Gestalt 
U =(A, B,0,0); und hier kommen fiir A und B alle ganzzahligen 
Lésungen der Pell’schen Gleichung: 

A?— PB? =1 
zur Geltung. Man hat also co™ Substitutionen U der gewiinschten 
Art, wo m die zu A= P gehérende Zahl (9) § 2 ist. Fiirs zweite 
suchen wir alle hyperbolischen Substitutionen U der Gruppe auf, welche 
n=-+1 wz Fixpunkten haben, und die demgemiiss die Gestalt 
U=(A, 0, 0, D) darbieten. Es giebt co™ solche Substitutionen, 
wenn m die zu A= PQ gehoérende Zahl (9) § 2 ist. 

Soll nun die Gruppe [(K,; P, Q) keine infinitesimale Substitu- 
tionen besitzen, so miissen alle Substitutionen U = (A, B, 0,0) eine 
cyklische Untergruppe bilden, die sich aus einer unter diesen Sub- 
stitutionen erzeugen lisst, und ein Gleiches wird von den Substitu- 
tionen U = (A, 0,0, D) gelten. Demzufolge miissen die beiden eben 
genannten Zahlen m und m’ nothwendig auf die Werthe 0 oder 1 
eingeschrankt sein. Nun aber war m =n -+ x — 1 — », und es ist 
“> 1 und n > v; die Méglichkeit m — 0 ist demnach ausgeschlossen. 
Nehmen wir demgemiiss m= 1, so wird nach den Formeln des § 2: 


n+2Qu—A+2, n>d, 2x D2. 


37* 











* 
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Hier muss also beide Male das Gleichheitszeichen gelten, d. h. wir 
haben x = 1 und n = A. Indem wir dieses Resultat einmal fiir A — P 
*sodann fir A— PQ in Worte kleiden, finden sich folgende drei 
nothwendige Bedingungen fiir eine eigentlich discontinuirliche Gruppe 

(K,; P ? Q): 
I. Die stimmtlichen mit K, conjugirten Korper miissen reell sein. 

Il. Alle mit P conjugirten Zahlen, P selbst allein ausgenommen 
miissen negative Zahlwerthe haben , 

III. Alle mit Q conjugirte Zahlen miissen positiv sein. 

Es lisst sich nun auf der anderen Seite der Nachweis fiihren, dass 
die aufgestellten Bedingungen fiir die eigentliche Discontinuitit unserer 
Gruppe [(K,; P, @) auch hinreichend sind. Man unterscheide zu 
diesem Ende die mit A, B,... conjugirten Zahlen durch untere 
Indices und bilde die (n—1) mit (2) § 1 conjugirten Gleichungen: 

A; — P, B? + QC, — P,Q, D; = 1, 

(1) mo 4 “s" “~ .e’e « a ee a S. © er 9 . -« 

Ana — PraBoa + Qu-1On-1 — Pr Qui Der = 1. 
Hier ist es eine Folge der Bedingungen I, II, Il, dass linker Hand 
in allen (n—1) Gleichungen (1) jeweils Summen von vier positiven 
Gliedern stehen. Es werden also bei den gesammten Substitutionen 
unserer Gruppe nur solche Zahlen A, B, C, D zum Gebrauch kommen, 
deren conjugirte Zahlen A,, . .. den absoluten Werthen nach kleiner 
als 1 sind. 

Hiervon sogleich eine Anwendung auf die Frage nach den ellip- 
tischen Substitutionen der Gruppe. Eine elliptische Substitution U ist 
durch — 1 < A < 1 angezeigt. Bildet man demnach in einem solchen 
Falle die Norm von A: 

N(A)=A.A,... Ani; 


die doch eine rationale ganze Zahl ist, so folgt aus dem gerade Ge- 
sagten, dass —1< N(A) <1 ist; man hat also nothwendig N(A) = 0 
und somit A =O, so dass U von der Periode zwei ist. Bei den Sub- 
stitutionen V kénnte demzufolge neben der Periode zwei auch noch 


die Periode vier vertreten sein. Letztere wiirde aber fiir Cj//@ den 
Werth "i fordern, und also wire C/Q keine ganze algebraische 


Zahl. Es ergiebt sich somit das Resultat: An elliptischen Substitu- 
tionen kommen in der Gruppe [(K,; P, Q) nur solche der Periode ewei 
vor, die Bedingungen I, II, III hier und in der Folge stets als erfiillt 
vorausgesetzt. 

Auf der anderen Seite machen wir Gebrauch von den Spiegelungen, 


die in der erweiterten Gruppe [ enthalten sind. Die zugehérigen 
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Symmetriekreise werden einander im Innern der y-Halbebene nur unter 
rechtem Winkel schneiden kénnen, und in jedem solchen Schnitte hat 
man den Fixpunkt. einer elliptischen Substitution der Gruppe [ vor 
sich. Insbesondere gehdren zu den Symmetrielinien von [ die imaginire 
y-Axe und der Kinheitskreis der y-Ebene, und deren Schnittpunkte 
n=-+i liefern die Fixpunkte der Substitution 7. Die imaginire 
Axe wird aber jedenfalls noch von unendlich vielen weiteren Symmetrie- 
kreisen orthogonal gekreuzt, und ein Gleiches gilt vom Einheitskreise; 
denn wir fanden zu Beginn des Paragraphen, dass die dort durch m 
und m’ bezeichneten Zahlen die Werthe 1 haben, Aber in den beiden 
gedachten Kreissystemen werden die aufeinanderfolgenden Kreise 
zwischen einander endliche Intervalle lassen, weil .sonst augenscheinlich 
spitze Schnittwinkel zwischen Symmetriekreisen auftreten wirden. Auch 
aus der Arithmetik hiitten wir leicht folgern kénnen, dass die erzeugen- 
den Substitutionen U=—(A, B, 0, 0) bez. (A, 0, 0, D) der beiden 
wiederholt genannten cyklischen Untergruppen jedenfalls nicht infini- 
tesimal sind. 

Soll bei dieser Sachlage iiberhaupt eine infinitesimale Substitution 
in [ vorkommen, so wiirde dieselbe den Punkt 7 =i in einen sehr 
nahe gelegenen Punkt », transformiren, der jedenfalls weder auf der 
imaginiren y-Axe noch auf dem Kinheitskreise sich finden dirfte. 
Dann wiirden aber durch y, zwei Symmetriekreise von [F hindurch- 
gehen, die mit den beiden jetzt eben wiederholt genannten Symmetrie- 
kreisen durch 4 = ein Viereck von vier rechten Winkeln bilden 
miissten. Solches ist aber bekanntlich unméglich, und also ist das 
Auftreten infinitesimaler Substitutionen in [ ausgeschlossen. 

Zu dem gleichen Resultate hitten wir arithmetisch noch directer 
gelangen kénnen. Es wire dabei der nachfolgende bekannte Satz zur 
Verwendung gekommen: In einem Kérper endlichen Grades giebt es 
nur eine beschriinkte Anzahl derartiger ganzer Zahlen, dass sie selbst 
und ihre simmtlichen conjugirten Zahlen dem absoluten Werthe nach 
eine fest gewihlte endliche Constante nicht itiberschreiten*). Sollen 
wir das wesentliche Resultat nochmals zusammenfassen, so hat sich 
herausgestellt, dass die drei Bedingungen I, II, III fiir die eigent- 
liche Discontinuitét der Gruppe T(K,; P, Q) nicht nur nothwendig, 
sondern auch hinreichend sind. Hat man iibrigens im Kinzelfalle zur 
Definition reeller Zahlkérper eine ganzzahlige algebraische Gleichung 
mit lauter reellen Wurzeln, so wird man nach kurzer Betrachtung 
gewahr, dass sich vorschriftsmissige Auswahlen von Zahlen P, Q noch 
in der allermannigfaltigsten Weise treffen lassen. 


*) Siehe Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, p. 556, 
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§ 5. 


Theorie der zur Gruppe [(X,; P, Q) gehérenden biniren quadratischen 
Formen. 


Wie zur Modulgruppe die gewéhnliche Theorie der ganzzahligen 
binaren quadratischen Formen gehért, so kénnen wir jeder einzelnen 
Gruppe [(K,; P, Q) eine gewisse Classe von biniren quadratischen 
Formen zuweisen, deren Coefficienten dem durch K,, YP, VQ fest- 


gelegten Rationalitiitsbereich angehéren. Die allgemeine Gestalt der 
in Rede stehenden Formen ist: 


(1) (VQ —aV PQ) x2 + 2b Pay + CV¥Q+dVPOy¥, 

wo b, c, d ganze Zahlen des Kérpers K, bedeuten, und P und Q in 
der bisherigen Bedeutung gebraucht sind. Die Determinante der 
Form (1): 

(2) A= PP? — Q?+ PQ@ 

ist eine ganze Zahl aus K,, und man hat eine definite oder indefinite 
Form (1), je nachdem A negativ, oder positiv ist. Der Fall A —0 
sei zuvorderst ausgeschlossen. 


Zur Gruppe [(XK,; P, Q) stehen die F ormen (1) in der Beziehung, 
dass es eben die Substitutionen von der Gestalt; 


a’ = (A + BYP)« + (CYQ+DVPQOy, 

y’ =(—CYQ+ D/PQ«+ (A— BYP)y 

sind, welche die Formen (1) wieder in gleichartige Formen trans- 
formiren. Speciell werden die unimodularen Substitutionen (3) die 
einzelne Form (1) in eine ,,iaquivalente“‘ Form iiberfiihren. Bei Aus- 
fiihrung der Theorie der Aequivalenz der Formen (1) bietet die zur 
Gruppe F gehérende Polygontheilung der y-Halbebene gerade die niim- 
lichen Dienste, wie die Modultheilung in der Theorie der rational- 
ganzzahligen Formen*). Es soll dies hier nach einer Richtung weiter 
verfolgt werden, indem wir fragen, welche Substitutionen eine einzelne 
Form (1) in sich selbst transformiren. Hierbei mégen wir der Kiirze 
halber die Substitutionen V der Gruppe [ ausser Betracht lassen; wir 
werden in der That alle wesentlichen Resultate bereits allein beim 
Gebrauche der Substitutionen U gewinnen. 

Indem wir die geometrische Reprisentation der Formen (1) genau 
wie in der Theorie der Modulfunctionen 1, ¢c. einfiihren, ergiebt sich 
zunichst, dass eine definite Form im allgemeinen nur durch die 
identische Substitution U in sich selbst transformirt wird. Eine 


(3) 


*) Man vergl. die ,,Vorlesungen tiber Modulfunct.“« Bd. 1, p. 243 ff, 
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Ausnahme findet nur statt, wenn der repriisentirende Punkt der Form 
mit dem Fixpunkte einer elliptischen Substitution U zusammenfillt; 
dann wird eben ausser der Identitét auch noch diese Substitution JU, 
die die Periode zwei hat, die Form in sich transformiren, 

Um jetzt ganz allgemein fiir eine definite oder indefinite Form (1) 
die Substitutionen (3) der Determinante 1 zu berechnen, welche die 
Form in sich transformiren, miissen wir A, B, C, D so bestimmen, 
dass die beiden Gleichungen: 


(c VQ— 4 VPQ x? + 2b VPn+ (ce VO+AVPO =O, 
(CVQ— DYPQ)x' + 2BYPx + (CYQ+ DYPQ =0 


linker Hand bis auf einen Factor iibereinstimmen. Diese Forderung 
kleidet sich in die drei Gleichungen: 


(5) oB=ub, 6C=uc, soD=—ud, 


wo 6 und w zwei ganze Zahlen des Koérpers K, sind, die wir ohne 
gemeinsamen realen Theiler annehmen diirfen. Schreibt man noch 
6A=t und benutzt fiir die Determinante der Form die in (2) ein- 
gefiihrte Bezeichnung, so entspringt die Gleichung: 

o? (PB? — QC? + PQ@D*) = «(427 — 1) = Av’, 
die sich mit Hiilfe der Bezeichnung 6 A = ¢ umsetzt in: 
(6) ? — Av? = o?. 

Hiermit ist der Anschluss an die schon oben untersuchte Pell’sche 
Gleichung gewonnen. Aus dem inzwischen Abgeleiteten entspringt 
fiir die definiten Formen, dass abgesehen vom Falle A = — 1, stets 
nur die Lésung ¢ = + 6, wu =0 von (6) eine ganzzahlige Substitution 
U liefert; nur fiir A = — 1 liefert die Lisung ¢=0, u—-+ 6 die 
elliptischen Substitutionen der Periode zwei. Wesentlich mannigfaltigere 
Verhiltnisse werden sich fiir die definiten Formen weiter unten ergeben, 
wo wir neben ganzen Zahlen auch die Hialften ganzer algebraischer 
Zahlen als Substitutionscoefficienten einfiihren. 

Bei den indefiniten Formen mégen wir uns zunichst an der Hand 
der Gleichung (2) iiberzeugen, dass die simmtlichen mit A conjugirten 
Zahlen negative Zahlwerthe haben, von A selber allein abgesehen. Es 
ist das eine Folge der Bedingungen I, II und III, des vorigen Para- 
graphen, die ja tiberall als erfiillt gelten, falls nicht das Gegentheil 
angegeben ist. Hier mag man nun in (6), um Weitliufigkeiten zu 
vermeiden, die Zahl o direct mit 1 identisch nehmen und hat alsdann 
zufolge § 3 noch gerade einfach unendlich viele ganzzahlige Auflésungen 
t,w der Pell’schen Gleichung (6). Die Anwendbarkeit der friiheren 
Siitze verlangt indessen, dass A nicht das Quadrat einer ganzen Zahl 
von K, sei; wir haben also das Resultat: Jede indefinite Form (1) 


(4) 
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einer in K,, nicht quadratischen Determinante A wird durch unendlich 
viele, eine cyklische Untergruppe von T(K,; P, Q) bildende, hyperbolische 
Substitutionen U in sich selbst transformirt. — 

Wir wenden uns endlich zu den parabolischen Substitutionen der 
Gruppe, denen im Schema der eben durchlaufenen Entwicklung A = 0, 


t=o6, A=—1 entsprechen wiirde. Die Gleichung (2) § 1 liefert in 
diesem Falle: . 


(7) —PBR+ Qc? — PeD’=0; 
die (n —1) conjugirten Gleichungen, n> 1 zuniichst vorausgesetzt, seien: 
(8) — P,B? + Q0? — P:QD? =0. 


Die Bedingungen I bis III in §4 haben zur Folge, dass in jeder 
Gleichung (8) die Summe dreier ,,nicht negativer“ reeller Zahlen mit 
Null identisch gesetzt ist. Demnach ist z. B. B, =0, C, =0, D, =0, 
und damit haben auch die drei Zahlen B, C, D iibereinstimmend den 
Werth Null, so dass A —1 nur bei der identischen Substitution vor- 
liegt. Da iibrigens jede Substitution V der Gruppe mit sich selbst 
combinirt ein U liefert, so hat man als Resultat: Sobald n > 1 ist, 
kommen in der Gruppe [(K,; P, Q) sicher keine parabolische Substi- 
tutionen vor; T(K,; P, Q) kann somit insbesondere nie mit der Modul- 
gruppe commensurabel sein, und also kinnen die zu [ (Kn; P, Q) ge- 
hirenden automorphen Functionen bei n > 1 niemals Modulfunc- 
tionen sein. 

Im Falle n = 1 kommen Gleichungen (8) nicht vor, und man hat 
somit direct die Méglichkeit der Auflésung der Gleichung (7) in ganzen 
Zahlen B, C, D zu untersuchen. Hierbei darf man P und Q ohne 
quadratische Theiler voraussetzen; iibrigens nenne man 7’ den grossten 
gemeinsamen Theiler von P und @ und schreibe: 

P=TP 0? Q =—T Qo- 
Zufolge (7) muss dann B durch Q, und C durch P, theilbar sein; 
schreibt man dieserhalb B= B,Q,, C=C, P,, so ergiebt sich: 
Q By’ — P,C’ + TD’ =0, 

und hier sind die drei Coefficienten Q,, P,, J’ positiv, und keine zwei 
unter ihnen haben einen Factor gemeinsam. Eine bekannte Regel der 
Zahlentheorie liefert daraufhin das Resultat: In einer bei n = 1 auf- 
tretenden Gruppe T(K,; P, Q) finden sich parabolische Substitutionen 
stets und nur dann, wenn folgende drei Bedingungen erfillt sind: P 
muss quadratischer Rest von Q, sein, — Q von P, und endlich P,Q, 
von T. Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist die Gruppe T (K,; P, Q) 
mit der Modulgruppe commensurabel, und die gemeinsame Untergruppe 
ist eine sogenannte Congruenzgruppe*). 


*) Man vergl. die in der Einleitung genannten Abhandlungen, insbesondere 
Math. Ann, Bd, 38, pag. 79. 








——<— h hl elU hh! CUO 


Oo 





Zur gruppentheoretischen Grundlegung der automorphen Functionen. 577 


8 6. 


Vom Discontinuitatsbereich der [(K,; P, Q). Classificationsprincipien 
fir die Gruppen [. 


Um iiber den Discontinuitiitsbereich der Gruppe [ (K,; P, Q) 
einige Angaben zu machen, wird man zweckmissig zuvoérderst das 
System aller Symmetriekreise der in der erweiterten Gruppe [ ent- 
haltenen Spiegelungen untersuchen. Hierbei bedienen wir uns der von 
Poincaré fiir Betrachtungen unserer Art eingefiihrten nicht-euklidischen 
Massbestimmung. 

Es sollen zuvérderst alle Symmetriekreise untersucht werden, 
welche die imaginire y-Axe kreuzen; alle diese Kreise sind concentrisch 
und haben y = 0 zum Mittelpunkt. Die fraglichen Kreise folgen 
auf einander in stets gleichen Intervallen. Dieses Intervall selbst aber 
hingt ab von der kleinsten positiven Auflésung der Pell’schen Glei- 
chung (8) § 3 fiir A = P, welche durch A = a, B = b gegeben sein 
mag. Es wird alsdann: 

* ain SERED 

(1) 1 4—oYP 

die erzeugende Substitution U derjenigen cyklischen Untergruppe aus 
Substitutionen U, welche 7 =0 und 9» —oo zu Fixpunkten haben. 
Unter Vorbehalt einer gleich zu erwiihnenden Ausnahme ergiebt sich 
nun leicht, dass der auf den Einheitskhreis in der Richtung wachsender 
n nichstfolgende Symmetrickreis wm » = 0 den Punkt y = i(a +byP) 
auf der imagindren Axe ausschneidet; die zugehdrige Spiegelung ist 
gegeben durch: _ 


i Cai ee TIO + OY PY, 


Hierbei ist indessen eines Ausnahmefalles nicht gedacht, der bei 
QS] 1 eintreten kann. Man muss hier in der That die Méglichkeit 
einer Substitution V: 


G ° = VQ+aVPQ ° 
(2) eee cVQ—dVPQ 


discutiren, die einmal wiederholt auf die unter (1) angegebene Sub- 
stitution U fihrt. In diesem Falle hat man 


(3) Q(c+dYP)(c—dYP)=1, &—-P#=Q'; 
es muss also Q eine Einheit sein, und es muss sich tiberdies Q-' in der 


Gestalt c? — Pd? vermége ganzer Zahlen c, d aus KX, darstellen lassen. 
Hier liegt thatsichlich eine Ausnahme vor, falls Q nicht auch noch 
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das Quadrat einer in K,, enthaltenen ganzen Zahl der Norm -+- 1 ist; 
indes kommen wir hierauf erst weiter unten zuriick. 

Es sollen jetzt zweitens alle diejenigen Symmetriekreise austindig 
gemacht werden, welche den Einheitskreis der »-Halbebene (unter 
rechtem Winkel) kreuzen. Hierher gehdrt natiirlich die imaginire Axe, 
und die tibrigen Kreise folgen auf einander immer in gleichen Inter- 
vallen. Betreffs der letzteren ist die kleinste positive Lésung der 
Pell’schen Gleichung (8) § 3 fiir A= PQ massgeblich; wir denken 
diese Lésung gegeben durch A =a, B= 04, und es wird alsdann: 


4 ‘a n+ 0VPQ. 

(4) " 8VPQ-n+« 

die erzeugende Substitution aller hyperbolischen U mit den Fixpunkten 
”=-+1. Durch leichte Rechnung ergiebt sich nun wieder: Der 
auf die imagindre Axe in der Richtung nach » = — 1 niéichstfolgende 
Symmetriekreis der fraglichen Reihe schneidet auf dem LEinheitskreise 
den Punkt: 

si —dVPQ+i 

(5) £/| = —sVPQ+i 


a 


aus (man vergl. die sogleich folgende Figur). 
Indessen kann auch hier wieder fiir Q2 1 ein Ausnahmefall des 


eben formulirten Satzes auftreten. Derselbe besteht darin, dass eine 
hyperbolische Substitution V mit den Fixpunkten » = +- 1: 


+ OVQn+BVP_ 
(8) ’ BVP »+CVQ 


vorkommen kann, deren zweite Potenz die Substitution (4) ist. Offenbar 
gelten dann die Formeln: 


(7) P=<}) gash, (Ce jan 
Ve VE, 


Um kurz zu sein, berufen wir uns auf leicht herbeizuschaffende Einzel- 
beispiele mit der Behauptung, dass der in (7) vorliegende Fall nicht stets 
eintritt. Es sei demnach wieder angenommen, dass der fragliche Aus- 
nahmefall nicht vorliegt; im tibrigen werden wir spaterhin zeigen, wie 
sich derselbe in die allgemeine Untersuchung einordnen lisst, — 

Um nunmehr nach Ausschaltung der beiden Specialfille (3) und 
(7) unsere Betrachtung zu verallgemeinern, schreiben wir erstlich die 
beiden Arten von Symmetriekreisen an, welche bei der erweiterten 
Gruppe F(K,; P, Q) iiberhaupt auftreten, Die Symmetriekreise der ersten 
Art sind gegeben durch die Gleichungen: 
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(8) (CYQ— DV PQ (@*+y") + 24% — (CYQ+ DV PY =0, 

zu bilden fiir alle innerhalb K, ganzzahligen Darstellungen der ratio- 
nalen Einheit 1 in der Gestalt: 

(9) 1 = A?+ QC? — PQD?; 

hierher gehért insbesondere die imaginare- y-Axe. Die Symmetriekreise 
der gsweiten Art haben die Gleichungen: 


(10) (A—BYP)(a*+y*) + 2C/Qa— (4+ BYP) =0, 
zu bilden fiir alle Darstellungen von 1 in der Gestalt: 

(11) L=— A?— PB + QC; 

speciell gehért hierher der Einheitskreis der »-Halbebene. 

Um die linken Seiten der Formeln (8) und (10) zu biniiren quadra- 
tischen Formen von der Art (1) §5 auszugestalten, miissen wir die 
Factoren "/P bez. YPQ linker Hand bei (8) und (10) hinzusetzen ; 
wir erhalten alsdann Formen der Determinante A = P bei den 
Kreisen erster Art und von der Determinante A = PQ bei denen von 
der zweiten Art, Wendet man nun die in § 5 entwickelte Theorie der 
indefiniten Formen auf die vorliegenden Verhiltnisse an, so zeigt sich 
vermdge der Gleichungen (9), (11) leicht, dass die damals mit 6 be- 
zeichnete ganze Zahl des Kérpers K, gegenwirtig eine Einheit ist, Durch 
Fortsetzung des Schlus#verfahrens ergeben sich aber die Siitze: Ein 
einzelner Symmetrickreis (8) oder (10) wird entweder lings seiner ganzen 
Ausdehnung in der y-Halbebene von keinem eweiten Symmetriekreise 
gekreuat oder er wird von unendlich vielen solchen Kreisen geschnitten ; 
im letzteren Falle folgen diese Schnittkreise auf einander in den Intervallen 


(12) i, =log(a+bYP) bes. i, = log (a+0d Y PQ), 
je nachdem der zuerst gemeinte Kreis zur ersten 
ee VP oder zweiten Art gehiri. — 
ia Um diese Verhiltnisse noch niher zu 
erliutern, sind in der nebenstehenden Zeich- 
nung die imaginire Axe und der Einheitskreis, 


| 








sowie die niichsten beiderseits folgenden Sym- 

, # metriekreise aufgenommen. ODabei ist das 

Bian Intervall ¢, durch den Punkt p,, das Intervall 

ee i, durch p, gehiilftet, und beide Male sind die 

aN dortselbst orthogonal stehenden Kreise punktirt 

weds G3 Av: angedeutet, Die beiden zu diesen Kreisen ge- 
a 


horenden Spiegelungen, die wir S, und 8, nennen, 
transformiren die Gruppe T in. sich, ohne derselben anzugehiren. Man 


beweist dies dadurch, dass man an Stelle von S, und 8S, lieber mit 
den Operationen erster Art: 
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Va+syP, 0 js, 7 


~ 











(13) 


a . a—1 a-+l 
0, a—byP V . V 2 
transformirt, was, wie man leicht nachweist, auf dasselbe hinaus- 
kommt. Durch Combination von S, und S, entspringt die Substitution 


erster Art: 
hoa 3 D e+i — 
(14) W=S,S,— V 2 Va+b VP, V , Va+b Vi 


VE Vb, —V =F Vo—byP 
und diese Substitution W transformirt die Gruppe T und also auch das 
System ihrer gesammten Symmetrickreise in sich selbst. 

Man wende nun wiederholt W und W-' auf Kinheitskreis und 
imaginiire Axe an und betrachte das durch die entstehenden Symmetrie- 
kreise eingegrenzte Stiick der 4-Halbebene. Die Grenze ist eine halb- 
regulire rechtwinklige Kreisbogenkette, insofern die Seiten abwechselnd 
die Liingen ¢, und i, besitzen. Ist Q das Quadrat einer Hinheit, so. 
liegt sogar véllige Regularitiit vor, indem nun auch der durch 4 =i 
punktirt angedeutete Kreis der Figur die @ruppe f in sich selbst 
spiegelt. Ueber die in Rede stehende Kreisbogenkette dringt kein neuer 
Symmetriekreis von T in das abgetrennte Stiick der Halbebene ein. 

Hier hat man augenscheinlich eine dreifache Fallunterscheidung zu 
treffen, je nachdem die Substitution W elliptisch, parabolisch oder 
hyperbolisch ist, d. h. jenachdem man: 

(15) (a — 1) (« — 1)S4 

hat. Der parabolische Fall karm nur bei » = 1 eintreten; denn bei 
nm > 1 wiirde die conjugirte Gleichung (a, — 1) (a, —1)—4 nicht 
bestehen kénnen, da hier a, und «, dem absoluten Betrage nach 
kleiner als 1 sind. Bei m= 1 sind die einzigen parabolischen Fille 
durch P=2, Q=1 und P=3, Q—2 gegeben, die sich leicht 
direct behandeln lassen; wir diirfen also den Fall einer parabolischen 
Substitution W ausser Acht lassen. Ist W hyperbolisch, so gehdrt 
stets eine endliche Potenz dieser Substitution der Gruppe T an; zufolge 


(14) kommen wir namlich hier auf die cyklische Untergruppe der in- 
definiten quadratischen Form : 


(16) d[bPYQ — (a—1) VY PQ v2 + 2b(@ — 1) Y Pn 
+ 6[bPYQ + (a—1 YP, 


die sich dem allgemeinen Ansatze (1) § 5 subsumiren lasst. 
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Man denke jetzt die simmtlichen Symmetriekreise der in fF ent- 
haltenen Spiegelungen construirt, wodurch die »-Halbebene in un- 
endlich viele rechtwinklige Kreisbogenpolygone getheilt wird, die aus 
einem unter ihnen nach dem Symmetriegesetz entstehen. Dasjenige 
Polygon, welches ausserhalb des Einheitskreises und zur linken Seite 
der imaginéren Axe an 4 =i heranragt, soll als Ausgangspolygon 
bezeichnet werden. Nur der Fall einer hyperbolischen Substitution W 
erfordert hier eine besondere Besprechung. Da wird offenbar die von 
y = 7% zu beschreibende Berandung des Ausgangspolygons in den 
beiden Fixpunkten von W zwei ,,Grenzpunkte“ darbieten, gegen welche 
sich die einzelnen Glieder der halbreguliren Kreisbogenkette, euklidisch 
zu reden, immer dichter und dichter zusammendringen. Aber man 
wolle hier gleich bemerken, dass jedenfalls kein endlicher Theil der 
reellen Axe an der Berandung des Ausgangspolygons theilhaben kann. 
Es ergiebt sich dies leicht aus dem Umstande, dass man immer inner- 
halb K, ganzzahlige Formen (1) § 5 angeben kann, deren drei Coeffi- 
cienten dem Verhiiltnisse nach von drei willkiirlich zu wiahlenden 
reellen Constanten a,b,c positiver Determinante b?— ac um weniger 
abweichen, als man will; man muss nur noch hinzunehmen, dass fiir 
jede indefinite Form (1) § 5 hyperbolische Substitutionen der Form in 
sich innerhalb [(K,; P, Q) vorkommen. Das Ausgangspolygon wird 
demnach in der That die reelle Axe immer nur in einzelnen Punkten 
erreichen kénnen, und alle diese Punkte sollen fortan als Grenzpunkte 
jenes Polygons bezeichnet werden. 

Fiir die Gruppen unserer Art entspringen aus dem Bisherigen die 
nachfolgenden Kintheilungsprincipien: 

Erster Fall: Das Ausgangspolygon ist ein rechtwinkliges halb- 
regulires bez. reguléres Polygon von endlicher Seitenanzahl. Es giebt 
alsdann eine (aus W entspringende) cyklische Gruppe elliptischer Sub- 
stitutionen des Polygons in sich, und eine Untergruppe dieser cyklischen 
Gruppe ist in [ enthalten. Durch Zusatz dieser Untergruppe lasst 
sich leicht aus dem Polygon der Discontinuitiitsbereich von [(K,; P, Q) 
herstellen; das Geschlecht von [ ergiebt sich zu p = 0. 

Zweiter Fall: Das halb-regulére rechtwinklige Ausgangspolygon 
besitet einen Grenzpunkt. Dieser Fall setzt » —1 voraus; die Gruppe 
aller Substitutionen des Polygons in sich ist cyklisch und entspringt 
aus der parabolischen Substitution W. Gehért W” als niederste Potenz 
von W der Gruppe f an, so lisst sich F aus » Spiegelungen und der 
einen parabolischen Substitution W” erzeugen; die Gruppe [ ist vom 
Geschlechte p = 0. 

Dritter Fall: Das halb-regulire Ausgangspolygon hat zwei 
Grenzpunkte (niéimlich die Fixpunkte von W). Das Polygon ist jetzt 
nach unten entweder durch einen Halbkreis (mit den Grenzpunkten 
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als Fusspunkten) oder wieder durch eine rechtwinklige unendliche Kreis- 
bogenkette abgeschlossen, die alsdann wieder die Fixpunkte von W 
zu Grenzpunkten hat. Die Gruppe -aller Substitutionen erster Art des 
Polygons in sich ist cyklisch und hat W zur Erzeugenden; das Ge- 
schlecht von [(K,; P, Q) ist p—1, da wieder eine endliche Potenz 
von W in [ enthalten ist. 

Vierter Fall: Das halb-regulire (bez. regulire) rechtwinklige 
Ausgangspolygon hat unendlich viele Grenzpunkte. Dabei_ bildet 
das System aller Grenzpunkte des einzelnen Polygons eine solche 
Punktmannigfaltigkeit, deren simmtliche Ableitungen (im Sinne von 
Cantor) immer wieder Systeme zu unendlich vielen Punkten vorstellen. 
Dies hangt natiirlich mit der Structur der Gruppe aller Substitutionen 
des Ausgangspolygons in sich zusammen. Diese Gruppe ist niimlich 
jetzt keineswegs mehr cyklisch; sie zeigt vielmehr die Structur jener 
Hauptkreisgruppen, bei denen der Hauptkreis nicht zugleich die Rolle 
eines Grenzkreises spielt. Um den Discontinuititsbereich von [(K,; P, Q) 
zu bestimmen, muss man noch feststellen, welche Untergruppe [ mit 
der eben in Rede stehenden Gruppe gemeinsam hat. Das Geschlecht 
von [ ‘lasst sich jetzt nicht allgemein angeben. 


§ 7. 
Bemerkungen iiber zwei besondere Arten von Gruppen I. 


Die letzten Entwicklungen galten noch nicht ohne Weiteres in 
den beiden durch (3) und (7) $6 angezeigten besonderen Fillen. Im 
ersten dieser beiden Fille war Q+eine Hinheit von K, und es gab 
ganze Zahlen c,d, welche der Gleichung (3) § 6 geniigten. Hier wird 
man nun versuchen, die Gruppe vermdge: 





. a . 

Va+syP, 0 V cV@+aVPQ, 0 

(1) [o* ; d= isearsikcehy 
0, Va—yP 0, Voe-avPe 

zu transformiren. Aber dabei geht [ nicht in sich selbst iiber; viel- 

mehr liefert eine Substitution U nach der Transformation: 


@) Spy ae Rt papa 
Q[—(cC—dD P)+-(cD—dC)yP|, A—BYP)’ 


wihrend eine Substitution V unter Forthebung des gemeinsamen 
Factors /@Q aus den vier neuen Coefficienten die Gestalt darbietet : 


ee (cA—dBP) + (cB—dA)VP ) 
—(cA—dBP)+(cB—dA)yP, A—ByP 


(3) 
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Die Substitutionen (2) bilden die Gruppe (K,; P, 1); dieselbe 
ist erweitert durch Zusatz der Substitutionen (3), die tibrigens genau 
die Gestalt der U zeigen, nur dass sie nicht unimodular sind, sondern 

als Determinante die Einheit Q—' des Kérpers K, darbieten. Die 
hierin liegende Verallgemeinerung unseres urspriinglichen *Ansatzes 
soll im folgenden Paragraphen allgemein untersucht werden. 

Der zweite Ausnahmefall war durch die Méglichkeit der Gleichung: 


(a) * BYP + 7V0—V «+ 8/PO 
mit ganzen Zahlen 6, y von K, angezeigt; hier wird man durch 
1+ VQ; —§ VP 
(5) a = 
<n BYP » 1 + vV@ 
transformiren wollen, und dabei liefert ein U: 
" (‘ + (yB — 60) PQ, eeeoes 
= ——— 99 
—(vCQ—BBP)+D/PQ, A—(yB—BC)V PQ 
wihrend eine Substitution V iibergeht in: 
en aes (yDQ—BA)VYP, (yA—BDP)VQ+ sia 
—(yA—BDP)/VQ+ BYP, CY¥Q—(yDQ-—BA) YP 
Die Substitutionen (6) bilden die Gruppe [(K,; PQ, 1), wihrend 
in (7) ein neuer Typus von unimodularen Substitutionen vorliegt. Die 
hiermit aufgefundene Gruppenerweiterung lisst sich bei einer [ (KX, ; P, 1) 


stets vornehmen, falls sich P in das Product zweier Factoren P,, Q, 


spalten lisst, die den oft genannten Bedingungen II und Ill § 4 
geniigen. 





§ 8. 
Erweiterung von [(K,; P,Q) durch Substitutionen, deren Determinante 
eine Einheit von K,, ist. 


Die Frage nach der umfassendsten Gruppe, innerhalb welcher eine 
vorgelegte [(K,; P,Q) ausgezeichnet enthalten ist, wiirde auf folgendem 
Wege systematisch gelést werden kénnen. Man hat das System aller 
Symmetriekreise von [(K,; P, Q) aufzustellen und sodann die Gruppe 
aller Substitutionen zu bilden, welche ein einzelnes der entspringenden 
Polygone in sich selbst transformiren. Setzt man diese letztere Gruppe, 
von der in §6 wiederholt die Rede war, zu [(K,; P, Q) hinzu, so 
entspringt offenbar die umfassendste Gruppe, in der [(K,; P, Q) aus- 
gezeichnet ist. Man bemerke von hieraus sogleich, dass die fragliche 
Gruppe jedenfalls wieder eigentlich discontinuirlich sein muss, 
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Neben diese allgemeine geometrische Vorschrift reihen wir eine 
arithmetische Massnahme, eine Gruppe [’ aufzustellen, in welcher [ 
ausgezeichnet ist, wenn dieselbe auch noch nicht die gerade gedachte 
umfassendste Grappe ist. Zu diesem Ende stellen wir neben die U, V 
neue Substitutionen, die genau die Bauart der U, V zeigen , abgesehen 
von dem einen Umstande, dass die Determinante nicht gerade gleich 1, 
sondern gleich irgend aint Kinheit FE von K, sein soll: 


(1) A? — PB? + QC? — PQD? = 
Inzwischen bedarf diese Massnahme sogleich der Ergiinzung. Man 


muss namlich, so oft E einen negativen Werth hat, an Stelle der 
urspriinglichen U, V die beiden nachfolgenden Typen treten lassen: 


‘eletaggrs oe 
CYQ—DyYPQ, —A+ByP)' 
ihe te > 
A—BYP, —C/Q+DyPQ 


Wie man sieht, sind gegen die urspriingliche Fixirung der U, V 
rechter Hand die Vorzeichen der Nenner geiindert. Wire dies nicht 
geschehen , so’wiirde eine zu einem negativen E gehérende Substitution 


die beiden 4-Halbebenen mit einander vertauschen. An Stelle von (1) 
muss demnach: 


(3) A? — PB?+QC?— PQOD?=+E£ 

gesetzt werden, wo das fragliche Vorzeichen so zu fixiren ist, dass 
die rechte Seite von (3) positiv ist. Man sieht, dass jedenfalls nur 
solche Einheiten E Substitutionen liefern hinnen, fiir welche alle mit 
+ E conjugirten Einheiten positive Zahlwerthe haben. Im ibrigen 
zeigt eine leichte Rechnung, dass jede hier eintretende Substitution 
thatsichlich die Gruppe 1(K,; P. Q) in sich transformirt. 

Vor allem gilt es, das nachfolgende Resultat aufzustellen: Die 
zu den verschiedenen Einheiten E gehirenden Substitutionen U, V bez. 
U’, V’ bilden in ihrer Gesammtheit eine Gruppe, in welcher T eine 
ausgezeichnete Untergruppe von endlichem Index ist. Um letzteren 
Punkt darzuthun, stelle man folgende Ueberlegung an: 

Giebt es fiir vorgelegtes EH itiberhaupt eine Lésung von (3), so 
giebt es gleich unendlich viele, die aus jener einen durch Combination 
mit den Substitutionen von [ hervorgehen. Fiir » = 1 kommt neben 
E=1 nur noch E = — 1 zur Geltung. Fir n> 1 giebt es oo 
Einheiten HZ, die wir durch eine ,,Minimalbasis“ [E,, F,,..., EZ,-1] 
darstellen mégen. Hier ist evident, dass irgend zwei Einheiten E und 
E’, deren Quotient HE’ E-' als Quadrat einer Hinheit von XK, dar- 


(2) 





' Oe ed oe 
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gestellt werden kann, die gleichen Substitutionen liefern; denn indem 
wir die vier Coefficienten einer unserer Substitutionen mit einer Einheit 
von K, als gemeinsamen Factor versehen, wird weder ihre specifische 
Bauart, noch ihr Charakter als ganzer algebraischer Zahlen irgend 
gestort. 

Bei dieser Sachlage brauchen wir nur die 2" Einheiten 


(4) E=+E).E)... Ey 

heranzuziehen, bei denen die Exponenten v auf 0 und 1 eingeschrinkt 
sind. Dabei sind dann alle diejenigen Kinheiten (4) herauszugreifen, 
fiir welche die mit + E conjugirten Zahlen positiv sind, Aber hier 
ist noch eine weitere Reduction vorzunehmen, Ist nimlich im Einzel- 
fall /-+-E noch eine ganze Zahl von K, (und zwar dann natiirlich 
von der Norm — 1), so werden ersichtlich die zu +E gehérenden 
Substitutionen doch nur wieder die Gruppe [(K,; P, Q) liefern. In 
einem solchen Falle wird man aber versuchen, in (3) an Stelle von 
+ E die Zahl + /--E einzutragen und neve Substitutionen von 
hieraus zu gewinnen. 

Ohne hierbei noch linger zu verweilen, ist aus der endlichen 
Anzahl] zu gebrauchender Einheiten FE evident, dass [(K,; P, Q) 
innerhalb der fraglichen umfassenderen Gruppe einen endlichen Index u 
aufweist. Betreffs der zugehérigen endlichen Gruppe G, sei nur noch 
hinzugesetzt, dass dieselbe » —1 mit einander vertauschbare Sub- 
stitutionen der Periode zwei enthilt. — 


g 9. 


Erweiterung der Gruppe [(XK,; P, Q) durch Substitutionen der Deter- 
minante vier. 


Es soll nunmehr eine neue erweiterte Gruppe [’(K,; P, Q) be- 
sprochen werden, in welcher [ zwar als Untergruppe, aber nicht noth- 
wendig als ausgezeichnete Untergruppe enthalten ist. Die zu discu- 
tirende Erweiterung stiitzt sich auf den Gebrauch von Substitutionen, 
die genau so gebaut sind, wie die U, V, nur dass ihre Determinante 
nicht 1, sondern gleich 4 ist; wir haben also Substitutionen U, V fiir 
Auflésungen von: 


(1) A? — PB*+ QC?— PQD*=4 
in ganzen Zahlen A, B, C, D von K, zu bilden. Darunter finden 
sich natiirlich auch die U, V der Gruppe [ wieder; sie entsprechen 
offenbar allen Auflésungen von (1) in Zahlen A, B, C, D, die zugleich 
durch 2 theilbar sind. 

Hier ist nun zuvorderst eine Schwierigkeit hinwegzuréumen. Zwei 
Substitutionen der Determinante vier geben durch Combination eine 

Mathematische Annalen, XLII. 38 
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solche von der Determinante 16, und dabei werden wenigstens nicht 
stets die vier Coefficienten der neuen Substitution zugleich durch 2 
theilbar sein. Demgemiiss bilden die Substitutionen U, V der Deter- 
minante 4 in ihrer Gesammtheit noch keineswegs eine Gruppe; es 
miissen vielmehr noch einschrinkende Bedingungen fiir die Lésungen 
A, B, C, D von (1) hinzukommen, welche fahig sind, eine Gruppe 
zu definiren. Es geniigt hier, von der Gruppe der Substitutionen U 
allein zu handeln, indem nach Klarstellung der Verhiiltnisse fiir die U 
die Gesammtgruppe spiterhin einfach durch Zusatz der einzelnen 


Substitution : 0) hergestellt wird. 
? 
Sollen nun zwei Substitutionen U, U' in U” — UU’ wieder eine 
Substitution fiir eine Lésung von (1) liefern, so miissen, wie schon 


bemerkt, die Coefficienten von U” durch 2 theilbar werden, und also 
schreiben wir an Stelle des Formelsystems (3) § 1 nunmehr das folgende: 

(2A” = AA’ + PBB — QCC’ + PQDD’, 

2B" = AB'+ BA + QCD’ — Qde, 

2C” = AC’+ PBD' + CA — PDB, 

2D" = AD’'+ BC’ —CB + DA. 
Die zu benutzenden Zahlquadrupel A, B, C, D miissen aber 
solche Bedingungen erfiillen, dass eimmal A”, B”, C”, D” ganze 
Zahlen von K, sind, und dass ferner fiir diese Zahlen wiederwm jene 
Bedingungen in Giiltigkeit sind, falls sie fiir die beiden Quadrupel 
A, B,C, D und A’, B’, C’, D’ bestehen. Die auf diesen Punkt 
beziigliche Untersuchung hat nun das nachfolgende Resultat gehabt: 
Lassen sich im Korper K, ewei ganze Zahlen w und v finden, welche 
der Congruenz: 
(3) uw? + Qv? = P (mod. 4) 
geniigen, so kann man gewiinschte Bedingungen in Form von Con- 
gruenzen modulo 2 wie folgt angeben: 
(4) A=eB+vQD, C=vB+uD, (mod. 2). 

In der That kann man zuvérderst zeigen, dass unter diesen Be- 
dingungen die vier Zahlen A”, B”, C”, D” ganz werden; so z. B. 
findet man als eine mod. 2 giiltige Congruenz: 

2D" = wB+v7QD) D+ BC+ (v~B+ uD) B+ DA, 

2D" = BC’ + vB’ + uD’) + D(4 + uB'+vQD), 
und hier sind die beiden rechter Hand in Klammern stehenden Zahlen 
in der That durch 2 theilbar. In ahnlicher Weise zeigt man, dass 
A”, B”, C” ganze Zahlen sind. 

Weiter muss man nachweisen, dass fiir A”, B”, C”, D” wieder 
die Congruenzen (4) gelten. Z. B. berechnet man: 


(2) 
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2(A" + uB" + vQD") = A(A' + wB’ + QD’) 

+ B(PB’ + uA + vQC’) 

+ C(— QC’ + uQD' — vQB’) 

+ D(PQD' — uQC’ + »Q4); 
hier stehen rechter Hand in allen vier Klammern zufolge (3) und (4) durch 
2 theilbare Zahlen, wir werden also eine modulo 4 giiltige Congruenz 


erhalten, wenn wir A und C auf Grund von (4) ersetzen. Ordnet 
man alsdann nach B und D, so kommt: 


2(A" + wB" + vQD") = Bl2uA'+ (w?—Qv?+ P) B+ 2uv QD’) 
+ QD[2v A’ — 2uC’ + (u? + Qu? + P) D’], (mod. 4). 
Benutzt man hier noch die Congruenz (3), so folgt (mod. 2): 


A’ + eB" 4+ vQD" =B(s + uB’ + vQD) 

+ QDvA' + uC’ + PD), 
und hier stehen zufolge (4) rechter Hand in beiden Klammern durch 
2 theilbare Zahlen, so dass die erste Congruenz (4) auch fiir U” gilt. 
Genau so zeigt man auch die Giiltigkeit der zweiten Congruenz (4). 

Vereinigen wir nunmehr alle, die Bedingungen (3), (4) erfiillenden 
Substitutionen U, V der Determinante 4 in die Gruppe [’(X,; P,Q), 
so lisst sich zeigen, dass [(K,; P, Q) innerhalb ('(K,; P, Q) eine 
Untergruppe von endlichem Index ist. Es geniigt wieder, wenn wir 
dies von den beiden Gruppen der Substitutionen U allein zeigen, und 
wir nennen zu diesem Ende zwei Substitutionen U, U’ der Gruppe [’ 
modulo 4 einander congruent, wenn die Zahlen A’, B’, C’, D’ bez. 
mit A,B,C, D oder mit —A, —B, —C, —D modulo 4 congruent 
sind. Da es nur 4" modulo 4 incongruente ganze Zahlen in K,, giebt, 
so giebt es auch nur eine begrenzte Anzahl mod. 4 incongruenter Sub- 
stitutionen der [’. Nun aber liefern jene beiden mod. 4 congruenten 
Substitutionen U, U' zufolge leichter Rechnung in U’ U-' eine Sub- 
stitution der urspriinglichen Gruppe [(K,; P, Q); die letztere besitzt 
somit in der That innerhalb [’ einen endlichen Index. 

Die arithmetischen Ueberlegungen des vorliegenden Paragraphen 
sind ganz unabhingig davon, ob die Bedingungen I bis III der eigent- 
lichen Discontinuitat erfiillt sind oder nicht, Aber aus dem eben fest- 
gestellten endlichen Index ist sogleich evident, dass ['(K,; P, Q) stets 
eigentlich discontinuirlich ist, falls dies von T(K,; P, @) gilt. Endlich 
iiber die Gruppen [’ noch die folgende Bemerkung: Es ist die Be- 
dingung einer elliptischen Substitution U der Periode m und der 
Determinante 4 angegeben durch: 


in in 


(5) A=me"+e ™, 
38 * 
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und dieses A ist eine ganze algebraische Zahl eines gewissen reellen 
Kérpers vom Grade +9 (m), welcher in der Kreistheilung m'*™ bez. 


2m'" Grades auftritt, je nachdem m ungerade oder gerade ist. 
Wihrend demnach innerhalb [(K,; P, Q) nur elliptische Substitutionen 
der Periode zwei anzutreffen waren, kiénnen sich innerhalb T'(K,; P,Q) 
elliptische Substitutionen der beliebigen Periode m finden, falls jener 
Korper K, in K,, enthalten ist. Die in der Beschrinkung auf 


zelm) 


die Periode zwei bestehende Besonderheit von [ kommt also bei den 
Gruppen [’ zum Fortfall. — 


§ 10. 
Bemerkung iiber Polyedergruppen. 


Die wesentliche Grundlage aller vorangegangenen Ueberlegungen 
war die Annahme, K, sei ein reeller Zahlkérper. Aber auch, wenn 
wir diese Voraussetzung fallen lassen, bleiben die gruppentheoretischen 
Ansiitze des § 1 in Kraft; nur tritt dann auf’s Neue die Frage nach 
den Bedingungen der eigentlichen Discontinuitit ein. Nun bin ich 
schon vor einiger Zeit durch Hrn. Bianchi darauf aufmerksam ge- 
macht, dass man fiir n = 2, d. i. im Falle eines imaginiren quadrati- 
schen Korpers unter allen Umstiinden, d. i. fiir jede Auswahl der ganzen 
Zahlen P, Q eigentlich discontinuirliche Polyedergruppen gewinnt. Der 
Beweis liegt einfach in dem Umstande, dass die ganzen Zahlen eines 
imagindren quadratischen Koérpers durch die Gitterpunkte einer Rechteck- 
theilung der complexen Ebene geliefert sind, und dass dieserhalb in- 
finitesimale ganze Zahlen nicht vorkommen. Die einfache Folge ist, 
dass auch infinitesimale Substitutionen in der Gruppe nicht vorkommen. 

Irgend ein niaheres Eingehen auf die in Rede stehenden Gruppen 
wiirde hier zu weit fiihren; es mag nur noch die Bemerkung Platz 
finden, dass sich fiir P— @Q—1 diejenigen Gruppen einordnen , denen 
Hr. Bianchi in Bd. 40 der Annalen p. 332 ff. eine ausfiihrliche Be- 
handlung widmete. 


§ 11. 
Die erzeugenden Substitutionen der Gruppe der Dreiecksfunction (2,3, m). 


Die Tragweite der entwickelten allgemeinen Ansiitze soll hier 
wenigstens an einem einzelnen Beispiele aufgewiesen werden. Ich 
wihle zu diesem Ende die Gruppe des Kreisbogendreiecks von den 
drei Winkeln = . = . =, die ich kurz als die Gruppe (2,3, m) be- 


zeichne. Dabei soll die Zahl m der Ungleichung m > 6 geniigen, da 
die fiinf Faille m —2,3,...,6 von elementarem Charakter sind. 
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Die Ecken des Kreisbogendreiecks (2,3, m) sollen in sofort ver- 
stindlicher Zuordnung p,, p;, Pm heissen, und dementsprechend miégen 
die Seiten (p,, p,)... genannt werden. Das Ausgangsdreieck soll 
die reelle Axe zum Orthogonalkreise haben, und seine Ecke p, soll 
bei » = 7 liegen; der Punkt p,, liege auf der imaginiiren 7 -Axe ober- 
halb » =7, p, dagegen auf dem Einheitskreise zur Linken von 7 =i. 
Die Seite (p,, pm) liegt somit auf der imaginaren 4-Axe, (p,, ps) 
aber auf dem Kinheitskreise. Indem wir dem fraglichen Dreieck sein 
Spiegelbild lings der imaginiren Axe anfiigen, entstehe dasjenige 
Doppeldreieck, welches wir als Ausganysraum fiir die Gruppe (2, 3, m) 
wahlen, Diese Gruppe wird sich demnach aus zwei Substitutionen S 
und 7' erzeugen lassen, die elliptisch von der Periode m bez, 2 sind; 
dabei mége S die Seite (pn, p,) in der Richtung wachsender Winkel 


um den Betrag “= drehen. 


Die Substitution 7 hat die bekannte Gestalt (? ~ 9). Die Sub- 
? 


stitution S setzen wir unimodular mit den Coefficienten a, B, y, J 
an und benutzen zuvérderst den Umstand, dass der Fixpunkt von S 
auf der imaginaren Axe liegt, und zwar oberhalb 7 = 7; folglich muss 
erstlich 6 = @ sein, des ferneren miissen, wenn wir « positiv wihlen, 
auch 6 und —y positiv sein, und endlich muss 6 > — y zutreffen. 
Man benutze weiter, dass die Substitution § 7’ elliptisch von der Periode 
drei ist; dies liefert 8B —y—1. Mit Hiilfe einer zwischen 0 und 1 
liegenden reellen Constanten, die wir zum sofortigen Anschluss an 
friihere Bezeichnungen /P nennen, setzen wir auf Grund der letzten 
Gleichung fiix 6 und y die Ausdricke: 


p= A+VP_ a—14+VP 
9 ? 9 


aaa 2 
an, wodurch die simmtlichen an 6 und y gesteliten Forderungen er- 
fiillt werden, Die Zahl a berechnet sich nun aus: 


a — py =atio? VP +3. 


=<=l mu a= 3 


Nun ist aber S von der Periode m; man hat also a = cos —- 
Fiihren wir demgemiiss die reelle ganze algebraische Zahl j durch 





ain _3in 
(1) joe" +e” 
ein, so berechnet sich: 
(2) 2a—Vj+2, P=j—1. 


Schreibt man endlich S als Substitution der Determinante 4, so 
gilt das Resultat: Die Gruppe des Kreisbogendreiecks (2,3, m) ldasst 
sich erzeugen aus den beiden Substitutionen : 
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3) s—( gee ee > tT=(_\" 0), 
—1+Vj—1, Vj+2 ; 


wo j die in (1) eingefiihrte Irrationalitét ist. Die fiir uns in Betracht 
kommenden j bilden eine discrete Reihe unendlich vieler Zahlen, die 
reell, > 1 und <2 sind; sie haben bei j = 2 eine Hiaufungsstelle, 
und der Grenzwerth j = 2 liefert in (2, 3, co) den Fall der Modul- 
gruppe. 


§ 12. 
Subsumtion der Gruppe (2,3, m) unter den allgemeinen Ansatz 
r’(K,; P, Q). Die elf besonderen Faille m. 


Um die Gruppe des Kreisbogendreiecks (2, 3, m) unter das all- 
gemeine anfinglich entworfene Schema zu ordnen, schreiben wir die 


irreducibele Gleichung vom Grade = p(m): 


om) prim 


(1) j + aj +---+a am 0 


1 
zy Pm 
an, welcher die ganze algebraische Zahl j geniigt. Wir haben hier 
mit der bekannten Resolvente der zweigliedrigen Perioden der irredu- 
cibelen Kreistheilungsgleichung vom m" Theilungsgrade zu thun. Mit 
dem durch (1) definirten Abel’schen Zahlkérper K, miissen wir 
z elm) 
sonach K,, identificiren und haben nach bekannten Sitzen in: 


g-2 
(2) heii end? | 


eine Basis von kleinster Discriminante fiir die ganzen Zahlen des 
Korpers. 
Ist nun zuvérderst m eine ungerade Zahl, so gilt: 


ai _t mH 2in mbt gin 
VjtBme pe "a? 407 *), 


und hier steht rechter Hand in der Klammer eine mit j conjugirte 
Zahl, die also nach den voraufgesandten Bemerkungen selbst wieder 
dem Kérper K, als ganze Zahl angehért; sie werde etwa A genannt. 
Indem wir iibrigens die Bezeichnung P = j — 1 wieder aufnehmen, 
ergeben sich fiir S und T die Formeln: 


A, od 0, 1 
(3 S=_ =. rie 
fa A (15 0) 
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Hat man demgegeniiber eine gerade Zahl m, so ist )/j + 2 inner- 
halb XK, noch nicht rational, und wir schreiben demnach Q = j + 2, 
so dass sich den Formeln (3) die folgenden anreihen: 


VQ, 1+YP 0, 1 


Bei S liegt beide Male die Determinante 4 vor; es gilt also nach 
(3) § 9 fiir die beiden eben unterschiedenen Fille ungerader und gerader 
m Lésungen w, v der Congruenz: 


uw + Qv? = P (mod. 4) 
aufzustellen. Fiir ungerades m hat man Q=1, P=j—1 und 
findet dann in w=1, v —/Yj+2 eine brauchbare Lésung; bei 
geradem m ist Q=j+2, P=j—1, und man hat die Lésung 
« =v=1. Die allgemeinen Voraussetzungen fiir die (die Gruppe 
r'(K,; P, Q) bildenden) Substitutionen U, V der Determinante 4 
specialisiren sich also hier wie folgt: 
I. fiir wngerades m 
2s 
ee a | P=j—1, Y=, 


A=B+Y7j+2D, C=y7j+2B+D, (mod. 2); 
Il. ftir gerades m 
g—3 
K.—|1,j,..537 |, P=j-1, Q=j+2, 
A=B+jD, C=B+D, (mod. 2). 


Man stellt sofort fest, dass die unter (3) und (4) gegebenen Sub- 
stitutionen den eben aufgestellten Congruenzen mod. 2 gentigen; man 
wolle dabei nur beachten, dass in (4) beide Male eine Substitution V 
vorliegt. 

Aus dem Bisherigen ergiebt sich, dass die Gruppe des Kreisbogen- 
dreiecks (2,3, m) in der durch die Angaben I bez. II specificirten 
Gruppe ['(K,; P, Q) sicher als Untergruppe enthalten ist. Es ist 
weiter zu untersuchen, ob die Untergruppe (2,3, m) vielleicht geradezu 
mit der Gesammtgruppe ['(K,; P, Q) identisch ist oder nicht. Damit 
der erstere Fall vorliegt, miissen wir vor allem die Forderung auf- 
stellen, dass [’(K,; P, Q) eigentlich discontinuirlich ist, und dieser 
Gegenstand ist nun zunichst zu untersuchen. 

Unter den in § 4 aufgestellten Bedingungen I, II und III der 
eigentlichen Discontinuitait ist die erste hier stets erfiillt; denn wir 
haben durchweg mit reellen Abel’schen Kérpern AK, zu thun. Auch 
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die Bedingung III macht keine Schwierigkeit; man hat in der That 
Q = 1 fiir ungerades m, wihrend man bei geradem m beachten wolle, 
dass alle mit j conjugirten Zahlen dem. absoluten Werthe nach kleiner 
als 2 sind. 

_ Nun aber trifft es sich, dass die Bedingung II nur in einer sehr 
beschriinkten Anzahl von Fillen m erfiillt ist. Wir miissen hier die 


+ »(m) Zahlen : 
(5) Py, = 2cos 2** — 1 


auf ihr Vorzeichen untersuchen, wobei k alle : y(m) gegen m primen 
Zahlen aus der Reihe: 
‘ m—1 m— 2 
bem 1,2,3,--- —,— bes. —| 
za durchlaufen hat; die Zahlen (5) miissen alsdann, abgesehen von 


der ersten unter ihnen P, = P, negativ sein, d. h. fiir alle in Betracht 
kommenden Werthe k muss: 








(6) ake > 2% oder _m < 6k 


m 


sein, wenn wir nur wieder / —1 ausschliessen. Man bezeichne nun 
die Primzahlen 1, 2, 3, 5, ... der Reihe nach durch q,, @,, q, 


und nehme an, q, sei die kleinste in m nicht aufgehende Primzahl, 
so dass man schreiben kann: 


m=1.2.3.5...q-1. mm, 


wo m, prim gegen q, ist. Weiter nehme man erstlich g, > 7 an und 
bemerke, dass in diesem Falle (56.7... q,)-1 — 6) eine positive von 


1 verschiedene Zahl vorstellt, die kleiner als 





ist und durch 


keine der Zahlen 2, 3, 5, ..., q@-1 getheilt werden kann. Es giebt 
also eine gewisse kleinste Primzahl g,, welche der Ungleichung: 


5.7... >& > Ga 


geniigt, und welche zugleich < ™ . - ist, so dass k = q, der erste 
fiir k za nehmende Zahlwerth ist. Dieser geniigt dann der Ungleichung 
1.2.3.5...q-1.m >6k, d.h. es ist m>6k, im Gegensatz 
za der zu fordernden Bedingung (6). Bei dieser Sachlage hat man 
q, auf die vier Méglichkeiten 2,3, 5,7 einzuschrinken und hat sonach 
folgende vier Ungleichungen: 





m=1.m, < 12, 
m=1.2.m,< 18, 
m=1.2.3.m, < 30, 
m=1.2.3.5.m < 42, 
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wobei m, relativ prim zu 2 bez. 3, 5, 7 zu wihlen ist. Die leichte 
Discussion dieser Bedingungen fiihrt auf folgendes Resultat: Die zu 
den unter I und II gemachten Angaben gehirenden Gruppen T’(K,; P,Q) 
sind eigentlich discontinuirlich nur in den elf Fallen: 

(7) m=T, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 16, 18, 24, 30. 

Nur in den hiermit bezeichneten elf Fallen haben wir die Frage 
aufzuwerfen, ob die Gruppe (2,3, m) mit [’(K,; P,Q) coincidirt 
oder in ihr eine Untergruppe eines von 1 verschiedenen Index ist. 
Ks trifft hier nun der erste Fall zu, d.h. die Gruppe des Kreisbogen- 
dreiecks (2,3, m) ist in den Fiillen (7) als die zu den Angaben I bez. II 
gehirenden Gruppe T'(K,; P, Q) arithmetisch erschipfend erklaért. Ohne 
den Beweis dieser Behauptung in alle Einzelheiten zu verfolgen, was 
nicht ganz wenig Worte erfordern wiirde, sei es erlaubt, hier nur die 
Hauptgesichtspunkte des fraglichen Nachweises zu nennen, — Man 
stelle zuniichst fest, welche elliptische Substitutionen in ['(K,; P, Q) 
vorkommen mégen. Dieselben miissen von endlicher Periode sein 
(wegen der eigentlichen Discontinuitit von [’); und es kénnen dieser- 
halb zufolge der Eigenart des Kérpers K, als Perioden nur 2,3, m 
und Theiler von m auftreten. — Das System der Symmetriekreise der 
erweiterten Gruppe [’ wird jedenfalls die Dreieckstheilung (2, 3, m) 
in sich enthalten. Weitere Symmetriekreise kénnen aber bei [’ tiber- 
haupt nicht vorkommen; denn es ist leicht zur geometrischen Evidenz 
zu bringen, dass jeder neue zur reellen Axe orthogonale Kreis durch 
das Ausgangsdreieck (2,3, m) auf dessen Seiten elliptische Fixpunkte 
einer nicht vorkommenden Periode im Gefolge haben wiirde. — Giibe 
es nun noch zwei beziiglich T’ fiquivalente Punkte im Ausgangsdreieck, 
so wiirde dieses Dreieck durch eine von der Identitéit verschiedene 
Substitution in sich transformirt, was sicher unmdglich ist. Die obige 
Behauptung ist demnach bestiitigt. — 

Endlich mégen noch die nachfolgenden Einzelangaben Platz finden : 
Quadratische Zahlkérper K,, liegen in den drei Fillen m = 8, 10, 12 
vor; hier hat man bez. j = /2, Es , V3. Zu cubischen Kérpern 
gehéren die vier Falle m=—7, 9, 14, 18, zu biquadratischen aber 
m = 16, 24, 30, und endlich haben wir bei m= 11 einen Korper 
fiinften Grades, Die in § 6 mit W bezeichnete Substitution wird 
elliptisch fiir m= 7 und m = 10, und zwar weist sie in diesen Fallen 
die Periode 7 bez. 3 auf. Die zugehérigen Gruppen der unimodularen 
U, V fihren dementsprechend auf Halbebenentheilungen in regulire 
Siebenecke bez. halbreguliire Sechsecke, welche aus 63 bez. 15 Kreis- 
bogendreiecken (2,3, m) zusammengesetzt sind. Kine ausfiihrliche Be- 


handlung der Siebeneckgruppe findet sich in Bd. 41 der Annalen 
pag. 443 ff. 
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Das Beispiel des Kreisbogendreiecks (2, 3, m) hat. auf’s Neue den 
begrenzten Giiltigkeitsbereich unseres gruppentheoretischen Ansatzes 
dargethan. Auch fiir alle von den elf besonderen Werthen (7) ver- 
schiedenen m zeigen die Substitutionen der Gruppe (2, 3, m) den Typus 
der Substitutionen U, V der Gruppe [’; aber fiir alle diese m ist [’ 
nicht mehr eigentlich discontinuirlich, und man hat demnach neue 
Bedingungen fiir die Substitutionscoefficienten A, B,C, D von’ auf- 
zustellen, welche innerhalb [ eigentlich discontinuirliche Untergruppen 
ausscheiden. 

Man kann das hier vorliegende Sachverhiltniss auch im Anschluss 
an die quadratischen Formen (1) § 5 bezeichnen. Die Theorie dieser 
Formen gestaltet sich analog der bekannten Gauss’schen Theorie nur 
im Falle des Zutreffens der Bedingungen I, II, Il $4. Hier ent- 
springt nun, falls diese Bedingungen nicht mehr vollstindig erfiillt 
sind, die Frage, wie man den Begriff der Aequivalene der Formen 
einzuschriinken hat, damit die Theorie der Formen wieder die bekannte 
Gestalt annimmt. Indessen habe ich diese Frage bislang noch in keinem 
Falle beantworten kénnen. 

Endlich diirfte es hier am Platze sein, eine Bemerkung iiber die 
Tragweite anzufiigen, welche die entwickelten gruppentheoretischen 
Ansitze fiir sonstige Zwecke der Theorie der automorphen Functionen 
gewinnen mégen. Die unmittelbarste Verwendung der fraglichen An- 
sitze scheint im Gebiete der Transformationstheorie der automorphen 
Functionen zu liegen. In der That lasst sich diese Theorie, sobald 
man die Gruppen arithmetisch belrerrscht, auf eine Theorie der Unter- 
gruppen systematisch basiren. Hier ist es nun, wo wir mit unseren 
Fragestellungen den unmittelbarsten Anschluss an die Idealtheorie der 
Kérper n' Grades K, nehmen kénnen, und es bieten zumal die elf 
oft genannten Fille der Dreiecksgruppen (2,3, m) interessante neue 
Ansitze, insofern man hier in einfachster Weise die Idealtheorie durch 
eine Theorie der héheren Congruenzen ableisten kann. Indessen muss 
die ausfiihrliche Behandlung der hiermit formulirten Fragestellung einer 
gesonderten Arbeit vorbehalten bleiben. — 


Braunschweig, im December 1892. 














Bemerkung zur Theorie der regelmissigen Configurationen 1;. 
Von 


A. Scuénrurms in Gottingen. 


In meiner in Bd. XXXI dieser Annalen enthaltenen Arbeit tiber 
die Cfg., habe ich am Schluss (S, 69) die Frage aufgeworfen, unter 
welchen Bedingungen die dort abgeleiteten Cf. erster und zweiter Art 
identisch sind. Diese Frage ist damals unerledigt geblieben und soll 
im Folgenden beantwortet werden. 

Ich habe zu diesem Zweck zunichst ein Resultat richtig zu stellen, 
das, wie Herr Sturm mir mitgetheilt hat, fehlerhaft ist, und zwar 
deswegen, weil in der Herleitung von einer bestimmten Stelle an ein 
Summand aus Versehen weggeblieben ist. Es handelt sich um die Be- 
dingung, unter der die Cfg. n, erster Art, deren Gruppe im Allgemeinen 
nur ” Substitutionen enthilt, 2 Substitutionen gestattet. Ich benutze 
hierzu die a. a. O. 8.62 mit © bezeichnete Substitution, deren erster 
Cyklus 

T = {0)1,1,” ...4(r —1+4+ 0), ...} 
ist. Setzt man noch 
r—1+/l0—A4, 
so erhilt er die iibersichtlichere Form 


T = {0,1)'1,” «2. UMA (A +1), +. (2A)y (24 +1). -}- 
Soll nun die Cfg., 2mn Substitutionen zulassen, so gestattet sie 
(a. a. O. 8. 63) auch eine Substitution 11, die je zwei Punkte ver- 
tauscht, fiir die 
h: + k; =1 mod. p+ 1, 
und daraus folgt nun auf die a. a. O. angegebene Weise die Congruenz 
(r+44+ 1); = 1*) 
2r + let) =0 mod. p+ 1. 


*) a.a.O. fehlt der Summand 4 (S. 62), und daraus ist irrthiimlich die Be- 
dingung r = 0 gefolgert. In dem besonderen auf 8. 67 betrachteten Fall ist jedoch 
r = 0 die richtige Bedingung. 


oder einfacher 
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Dies ist die Bedingung, unter der die beziiglichen Cfg. n, erster Art 
2n Substitutionen enthalten. 
Ich bemerke noch, dass fiir die Cfg., zweiter Art die analoge 
Bedingung 
2r — la+) =0 mod. p+ 1 
stets erfiillt ist; sie kann aus den definirenden Relationen 
rtl=rl und IH =>—-1 
leicht abgeleitet werden. Dies stimmt auch damit tiberein, dass zu 
den Cfg. m, zweiter Art stets eine Gruppe von 2” Substitutionen, 
darunter eine Substitution 11 von der Periode 2 gehért. 
Soll nun eine Cfg. erster Art zugleich eine Cfg. zweiter Art sein, 
so muss sie 2m Substitutionen enthalten, d. h. es ist 
2r +1) =0; 
ausserdem ist q-+-1 ungerade (a.a,Q. 8. 69). Fiir die beziigliche 
Cfg. zweiter Art ist dann, wenn r’ und l’ die zugehdérigen Zahlen sind, 
I+V=0, VeHS—-l, 2r —VeH=0. 
Aus den beiden Congruenzen fiir r und r’ folgt 
2(r — r’) + Let) — t+) = 0, 


"ah 





re Sr— (P+ 14+---+ 19). 
Nun verificirt man leicht, dass die so bestimmten Werthe r’ und 1’ 
die charakteristische Bedingung 
rt Srl’ 

befriedigen, und daraus folgt, dass jede Cfg. erster Art mit 2n Sub- 
stitutionen bei ungeradem q -++- 1 sugleich eine Cfg. eweiter Art ist. 

Umgekehrt lasst sich zeigen, dass bei wngeradem gq + 1 jede Cfg. 
zweiter Art als Cfg. erster Art betrachtet werden kann. Fiir eine Cfg. 
zweiter Art bestehen die Congruenzen 

Vert s—1, rP4fVS_l, 2r —-Vern=o. 


Soll diese Cfg. eine solche erster Art sein, so bestimmen sich / und r 
aus 


+00, rer 4l?+l4+.-.-+ls 
und die so bestimmten Werthe / und r geniigen wieder den charak- 
teristischen Relationen 
r(U—1)=0 und 2r4+le=0., 
Beispiel. Fir p—8, q=2,1—4, r=—3 ist 
2r + Let) = — 15, 
die zugehérige Cfg. hat daher nur » = 27 Substitutionen. Dagegen 
liefern die Zahlen p= 8, q=2,1—4, r=—6 eine Cfg., fiir welche 
2r + Lat) =0 
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ist; die Cfg. ist daher gleichzeitig eine Cfg. zweiter Art, und zwar 
ist 1’ = 5, r’= 8, In der That erfiillen diese Zahlen die Bedingung 
5+ 8=5-8 mod. 9. ; 

Schliesslich fiige ich noch folgende Bemerkung an. Im Beginn 
meiner Arbeit habe ich (a. a. 0. 8,44) die Cfg. danach eingetheilt, 
in wie viel Dreiecken jeder Configurationspunkt vorkommen kann. Es 
hat sich herausgestellt, dass es fiinf allgemeine Classen dieser Art 
giebt, je nachdem die Zahl dieser Dreiecke 9, 6, 4, 3, 2 betrigt. 
Herr Sturm hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass ich selbst eine 
specielle Cfg. mit 7 Dreiecken abgeleitet habe, nimlich die 8,58 betrach- 
tete Cfg. 9,. Die allgemeine Cfg. classe mit 6 Dreiecken besteht nimlich 
aus gewissen Cyklen von ein- und umschriebenen Polygonen; in dem 
besonderen Fall, dass ein Cyklus von drei Dreiecken vorliegt, ergiebt 
sich die genannte Cfg. mit 7 Dreiecken. 








Ueber das Product zweier Determinanten. 
Von 
C. Weurzien in Berlin. 


Betrachtet man zwei Systeme von je n? Gréssen u,;, v;z, 80 lisst 
sich jede der Functionen 


ad 0 fiir gZh 
1. Mya= >? vith — Os (om i—12,m tam {| I 
i » Gn 


des einen Gleichungssystems 
My, = 9 
als ganze, lineare, homogene Function der Functionen 


II. My), => Ps Ugivin — O51 
des andern Systems 
M,, = 0 

und zwar so darstellen, dass die Coefficienten ganze, ganzzahlige 
Functionen der 2? Variabeln u;., v;, werden (cf. Kronecker: 
Kronecker’s Journal CVII, 254 flgde.). Die hierauf beziiglichen Rela- 
tionen sind von Kronecker aufgestellt und von Herrn Netto (Kro- 
necker’s Journal CVIII, 144 figde.) vereinfacht worden. ,,Hierdurch ist 
die Aequivalenz der beiden Gleichungssysteme vollstindig bewiesen und 
fiir den*besonderen Fall der orthogonalen Systeme (v,; = ;,) auch 
diejenige befriedigendste Art der Darlegung gewonnen, welche Euler 
(Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile. 
Bd. 1 der Commentationes arithmeticae collectae) gewiinscht zu haben 
scheint.“ 

Wegen der grossen Bedeutung dieses Problems erlaube ich mir, 
nm Relationen anderer Art zwischen den Functionen M,, und M,, an- 
zugeben, welche von den erwihnten dadurch unterschieden sind, dass 
sie die Veriinderlichen u,,, v;, nicht enthalten und von der Form 


{(M, ) — f(M,,) 
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sind. Der einfacheren Schreibweise halber beschriinke ich mich auf 
den Fall n= 4. Hier bestehen die 4 Formeln: 


(1) M;, + N,, + M;, + N,, = N,, + N,, + M;; + M,,. 


M,, M,, | M,, M,; | M,, M, M,, M,, | 
9 | M,, M,, | | n 4443 | 11 “414 | 22 M29; | 
@) | M,, M,,| “ |My, My; | * M,, M,, | - M,, MU, | 























rs Pa M,, | Mss M;, = 
iM, M,, | M,, My, 
Bo Mal [Ms Min] | Me) |e Mo 
|My, M,, | M;, Ms, | M,, M,, | Ms, My, | 
[Me Mae| | He Ma 
| My, M,, M,, M,,| «+ 
| M,, M,, M,, | M,, M,, M,, | | M,, M,, M,, 
(3) M,, My, M,;| + |M,, M,, My, fe |M;, M;; Ms, 
1 M;, M;; | M,, M,, My, | | My M,; M,, | 
| Mae M,; M,, | 
+ Ms y;; M;, | ay 
| M,, My; M,, | 
= M,, M,s| | M,, M,, M,,| | M,, y,; M,, | 
| My M,, M,, a mM, My, N,, + Ms Ms, Ms, 
| M,, My, M;, | M,, M,, M,, | M,, M,, M,, 
| we N,, My, 
+ | My, Ms, U;, 4 
| My, M,; My, 
Bett M,, M,; M,, | M,, M,, M,; M,, 
(4) | Mar M,, M,, M,, ai M,, My, M;, M,, | 
| M;, Ms, M;; Ms, | M;, M;, M;, My, | 
| My, M,, M,, My, | M,, M,, N,; M,,| 


In diesen Formeln kann man, wie unmittelbar ersichtlich ist, iiberall 
M,,, M,, durch My, + 95,, Mj, +05, ersetzen. Fiihrt man dies 
aus, so stellen die beiden Seiten der Gleichung (4) das Product der 
aus den 4* Elementen u,;, gebildeten Determinante in die aus den 4? 
Elementen v,, gebildete Determinante dar, woraus ihre Gleichheit 
hervorgeht. Von den iibrigen Formeln ist die erste ohne Weiteres 
evident, wahrend die 2" und 3 durch Zerlegung der Determinanten in 
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derselben Weise hergeleitet werden kénnen, wie die entsprechenden 
fiir die orthogonalen Systeme (v,;—= u,), welche ich friiher angegeben 
habe (Zur Theorie der homogenen, linearen Substitutionen. Programm 
der Friedrichs-Werder’schen Oberrealschule zu Berlin. Ostern 1886). 

Bildet man zu |x|, |vix| (¢, & = 1, 2,3,4) die adjungirten Deter- 
minanten und aus deren Elementen U;,, V;;, durch dieselbe Definition 
die Functionen m,, und m,,, so sind m,, + O52, mg, + 9,, die Ele- 
mente der zu M,, + 9,,, M,, + 9,, adjungirten Determinanten, und 
es bestehen zwischen ihnen gleichfalls die vier Relationen. Diese 
letzteren sind jedoch, wie aus bekannten Siitzen iiber adjungirte Deter- 
minanten folgt, eine unmittelbare Folge der friiheren. 

Allgemein gilt der Satz: Bildet man aus den 2m? Elementen 
Ux, Vix die Determinanten |x|, |vie| (¢,4 = 1,2, ... ) die Funce- 
tionen M,;, Mj, durch die Formeln [ und II, so ist | Mj, + 9, | 
gleich | M,, + 9,,| (g, kh = 1, 2,...m); ebenso sind auch die Summen 
der diagonalen Subdeterminanten v'* Ordnung (v = 1, 2,..,. ~—1) 
beider Determinanten einander gleich. — Bildet man ebenso aus den 
2n? Elementen U;,, Viz der den |x|, |vx| adjungirten Determi- 
nanten in derselben Weise die Functionen m,,, m,,, so bestehen 
zwischen diesen dieselben m Gleichungen; ferner sind |m,, + 0,,\|, 


|, + 8,x| die zu | M,,+9,,|, |My, + 4,,| adjungirten Deter- 
minanten, 


Zehlendorf bei Berlin, im December 1892. 




















On Noether’s fundamental theorem. 
By 
H. J. Baxer in Cambridge. 


In the Math. Annalen Bd. 6. Noether has stated and proved that if 
three algebraic plane curves F', ®, Y be such that at every intersection 
z=a, y=b of ® and ¥ it be possible to find two infinite power 
series in z—a,y—b: A’, B’ so as to make F= A’O+ BY, up 
to any dimension in «—a, y—b, then there exist two algebraic 
curves K, M such that F is identically equal to KO + MY. In the 
Annalen Bd. 34, p. 447, Bertini has stated that such series A’, B’ 
can be found provided that for the intersection (say «= 0—y) — 
where ® has its lowest terms of order k and ¥ has its lowest terms 
of order 7 and # is a positive integer more precisely defined below — 
there exist two curves A, B (respectively of orders 1—2-+-8, k—2--£) 
such that the lowest terms in Ff, = F —(A%+ BY) are of order 
k+1—1-+ 8. In the Annalen Bd. 40, p. 143, at the conclusion 
of a new proof of his theorem, Noether has restated this result — 
referring to Bertini’s note for the proof. The following proof of 
Bertini’s result differs from Bertini’s and is a development of Brill’s 
note in the Annalen Bd. 39. 

The proof of LemmaTIII is added in § 2 (an extension of Voss’ 
proof of the ‘simple case’, Math, Annalen Bd. 27, p. 532). 

Lemma 1. At the intersection —0=—~y of the curves , ¥, 
where ® has its lowest terms of order k, the term y* occurring and 
Y has its lowest terms of order], the term y' occurring, it is possible 
to find two infinite power series x, 4, convergent in sufficiently near 
neigbourhood of «=O=y and not vanishing for z—=O—y, such that 


xP(= g, say) is equal to y* + y'-1z7- a, + yb?’ a? - a, +-+-+at- 
= (1, va,, @a,,... axhy, 1)*, 
AY(= w, say) is equal to y! + ya - b, + y'* a? - bb, +--+ + at -by 
= (1, 2b, ub,,... a biXy, 1), 
where a;, b, denote ordinary (convergent) power series in #, not becoming 
infinite for = 0 (Weierstrass, Abh. a. d. Functionentheorie p. 112). 
Lemma II. If (for r > p — 1) 


¥ + ey! + ey ++ + er 
YAY + HYPO s+ Ip, 


Mathematische Annalen. XLII. 39 


be divided by 
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where ¢;, g; are ordinary power series in positive powers of « which 


vanish to the respective orders i, 7, then the remainder will be of 
the form 


ar Pt (cgy?—? + cay? 2a +++ + cpr aP), 
where ¢),...¢p—1 are power series in x not becoming infinite for z = 0. 
This is readily proved by ‘induction’. 
_ Lemma III. If 


faye + yt ae, +--+ + ot eg, 

where ¢),¢,,... are ordinary power series finite for z = 0, then the 
Sylvester y-resultant of m, w [defined here as that determinant of 
k-+ 1 rows whose first two rows are 1, wa,, 2?a,,...x*a,, 0,... 
and 0, 1, xa,, x*a,, x*a,,... respectively] divides identically by 
a*', and denoting it by 2*'A we have Af=— Pg + Qw where P, Q 
are polynomials in y of orders 1— 1, k —1 respectively, the coef- 
ficients being functions of x not becoming infinite for x == 0 and A 
is an integral expression in the functions a,, a,,..., b,,b.,.... 


§ 1. 

Supposing then that A — 2°A,, where A, does not become in- 
finite for x = 0 (so that the intersection of ®, ¥Y at « — 0 = y counts 
for ki + 6 intersections) and supposing that in the curve 

F, = F —(Ao+ BY) 
the term y*+'—!+8 actually occurs in the lowest terms (which as explained, 


are now supposed to be of order k + 1—1-+ £) and ‘reducing’ F, 
as above, viz. writing 


uF, =f, = (1, vd,, x d,,.. Qy, ere 
and dividing f, (in case K-+1—1+6>k+I1—1 or B>0) by 
gv, we obtain by Lemma II 
BF, =f, ep e+ a (yr ey + yt te, fo att ea 2) 


=o py+ wf say 
and thence by Lemma III 


uF, = eg +% -(Pp+Qv¥) =epv + -(Pp+Qv) 


therefore 
F= Ao + BY +2 oy + *2 + ey 
and this is of the form A’® + BY: in an we may take 
Ame + A+ erty, B a= 72 4 B. 


(But these functions are only defined for sufficiently small values of x, y. 
The series x, 4 con clearly become infinite for large values of ~, y). 
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Proposition I. The determinant 





Po G G6 Ge? ... Ane™ 
Ps ae ape ae a, e” 
Pn-1 . af) er e” 
dp bo b,¢ bee? ... Be 
a bf” Bie... db,” 
—_ I —1 
Qm—t eee ld 
ka oe Ge... Cortana rte—t 





is of the form 


em" (KV + py Py + Pye +++ ++ Pra Praie 
+ Qo + We +++ + Qm-1 One") 
where VU, Bog. - = Bena, Qe « + Gone 
are rational integral expressions in 


1 1 
ee ee ee!) ee oe 


and do not contain e. — To see this, write it in the form 


1 1 
— n(n — )-F m(m—1) 


Te 
where 7’ differs from the original determinant only in the fact that its 
second row is multiplied by e, its third row by e?..., its nth row 
by e"-1, its (n+2)th row by e, its (n-+-3) th row by e?..., its 
(n-+-m) th row by e™—'. And denote the (j-+ 1) th element of the 7 th 
row of 7 for i<n+1, by Aj;,;, the (j-+1) th element of the 
(n-+-7) th row, fori<m-+1, by Ani; and the (j-+1)th element 
of the last row by An4m4iy. 


Then the general term in the expansion of 7’ is 
Ay, j, Aa, Asi, ++ + Antmttingmtt 


where j,, Jo, +++ jn-+-m+1 are in some order the numbers 0, 1, 2,...(%-++m). 
And A; has the factor e/—! unless j = 0, while for 7 — 0 


. Aj; =mie, or G10", or k 
according as 


A<n+t1l,A=n+i(i<m+1) or A=n+m+1. 
Thus the general term of the expansion has the factor e“ where 


e=SG-Y)+4, SO-Y)+i, SG-)41 


in these three cases respectively. Hence 


u=s(n+m) (n+ m+1)—(n+m+41)4 
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where vy =A or i or 1 in these three cases, 


1 1 
=5n(mn—1)+5m(m—1)+mn+r—-1. 


Hence the general term in 


Te 
is Pai Pa_pe™*t*—-! or gis Qs e™*t*-! or kVem™ 
proving our theorem. [And we may say, P,_; is isobaric in a, b, ¢ 
together and of weight mn + 4 — 1, etc.] 
Proposition II. Returning to the notation of lemma III and writing 
for shortness x = ey, we have if Q denote the y-resultant of g, » 
0 1 sa, 2#a,... 2a 
6 0 1 wa, aw ay, 


1 1 
—2 n(n—1)— 3 m(m—1) 


= | a ay 
21" 9 1 wb, 2*b,... xb, 
| 0 ax'b, 
lf C ¢,% Ca... Cra att | 
by multiplying second column by y*+-!, third column by y*+-?,... 
last column by y°, and subtracting from first column 


—@g.y" 1 wa, #a,.. 
—g.y* 0 1 @a,.. 


Qfa|—v.y¥ 1 wb, 2b... | 
—y.y"* 0 1 2d. 


| 0 Co G8 Ge... | 
= a {— oly Py + yy AP, +--+ + ot P12) 
—v[y* Qo + yy *#2Q, +++ ++ 21 Q=1)} 
by Proposition I (viz putting therein m =k, n=l, py = — py'—’, 
Pp, > — py, ---a =a —1, a, = a, ete.). 
Thus Q = z*'A where A is not infinite for « — 0 and 
Af= Po + Qy, 
which is lemma III and here 
P= —(y IP, + y*aP, +--+ +2" P), 
Q=— ("QQ + y**2Q, + +--+ 2** Qi) 
where P,, P,,... are algebraic rational integral expressions in 


Ging Ging « « « Byy Gos » oo Mey Oy Gey o 0 00 








